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1. kapitola

NEKTERE VLASTNOSTI MNOZIN
CELYCH CISEL

Pfi vykladu rozsahlejsi ¢asti nékterého oboru matematiky
nebo jiné védy je Casto tfeba pfesné stamovit vyznam né-
kterych odbornych ndzvi (termini), jichZ se pfi vykladu
pouziva. Véty, jimiZ vyjadfujeme umluvu o tom, jaky
vyznam prisuzujeme urlitym odbornym nidzviim, nazyvaji
se definice. I v této kniZce se setkite s nékterymi defini-
cemi, které budou vymezovat matematické pojmy oznacené
urlitym odbornym nazvem. V°textu kniZky budou vyzna-
Ceny pismenem D s indexem i = 1, 2, 3, 4, ..., znalicim
porfadové Cislo definice.

Definice neslouZi vSak jen k tomu, abychom jimi vy-
jadfovali imluvu o vyznamu nové zavadénych odbornych
ndzvi. Né&kdy se stavd, Ze mame vyznam odborného nazvu
vysvédit n€komu, kdo takovy nazev jiZ zni, ale jeho vy~
znam prfesné nechape. V tom pfipadé¢ miZeme nespravné
chdpany pojem oznaeny odbornym nazvem objasnit
vhodné volenou definici s uvedenim charakteristického
souhrnu znakil, které md kazdy pfedmét timto ndzvem
oznaleny, a 24dny jiny pfedmét. NemiZeme zde vyklddat,
jaké podminky ma spliiovat spravna definice. Pfipomeneme
viak, Ze v kaZdé definici m4 byt uZito jen takovych odbor-
nych termind, jejichZ vyznam je jiZ zndm tomu, komu je
definice urcena.

Neni moZné, abychom zde uviddéli definice viech dile-
¥itych matematickych pojmi, jejichZ znalost budete po-
tfebovat ke studiu této kniZky. Pfedpokldddme, Ze definice
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n&kterych pojmi znite z hodin vyucovani matematiky a Ze
1 bez definic dobfe chipete zdkladni matematické pojmy,
jako jsou napf. pocet, Lislo apod. S takovymi pojmy jste se
seznamovali jejich uZivdnim ve vhodn& volenych pfikla-
dech a takového postupu uZijeme nyni i pfi objasfiovéni
matematického pojmu mnoZina.

Vyznam matematického terminu mnoZina je blizky
vyznamu slov souhrn nebo soubor, jejich¥yyznam v obec-
ném jazyce je rizné chipin. JestliZe z libavolnych, na-
vzdjem rozliSitelnych pfedmétt naSeho ndzoru nebo mys-
lenf (tj. z pfedmétd konkrétnich nebo abstraktnich) utvo-
fime soubor mysleny jako celek, pak fikime, Ze jsme tim
vytvofili mnoZinu; jednotlivé pfedméty tohoto souboru
nazyvime prvky této mnoZiny. K oznalovdni mmnoZin
budeme uZivat velkych pismen a k oznacovdni prvki
mnoZiny malych pismen nebo jinych znacek, napf. &islic
apod. K zipisu vztahil ,je prvkem® a ,neni prvkem*
uZijeme znalek €, &, Zapis ,,x € M znamena,,x je prvkem
mnoZiny M* a ,,y & M* znamena,,y neni prvkem mnoZiny
Me¢, Vztah oznaleny symbolem € miZeme vyjadrfit téZ
slovy ,,patfi do¢¢, ,,naleZi do‘‘,ale musime pamatovat na to,
¥e tato rleni znamenaji v teorii mnoZin toté% jako je
prvkem®.

Ka?d4 mnoZina je pfesné uréena vZdy, je-li dan pfedpis,
podle kterého lze aspoit teoreticky rozhodnout, zda libo-
volny pfedmét je nebo neni prvkem této mnoZiny. Jde-li
o mnoziny s kone¢nym a nepfili§ velkym poltem prvku,
muZe byt takovy pfedpis dén prostym vyctem vSech prvka
mnoziny. V tom pfipadé¢ miZeme, zdpis takové mnoZiny
provést tak, Ze do sloZenych zdvorek zapiSeme vSechny
prvky mnoZiny. Tak napf. M = {17; 3; 10} znamen4, %e
prvky mnoZiny M jsou tfi celd ¢isla 17, 3, 10 a 2idn4 jin&
Cisla ani %4dné jiné piedméty. MiZeme tedy napsat
17 €« M, 5 & M atd. Jde-li o mnoZinu s velkym poctem
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prvkd, definujeme ji zpravidla tak, Ze uddme charakte-
risticky souhrn znakd, ktery maji viechny prvky definované
mnoZiny a Zidné jiné pfedméty. V tomto piipadé slovni
definici mnoZiny, obsahujici ¢asto matematicky vzorec,
dopliiujeme pro nazornost i vyctem né&kterych prvki mno-
%iny, coZ ndm o ni poskytne nazorn¢&j$i pfedstavu.

Odborny nizev mnoZina nesmi vas svést k tomu, abyste
se domnivali, ¢ mnoZina musi obsahovat mnoho prvki.
Pfi definici urdité mnoZiny &asto ani nevime, jak velky je
pocet jejich prvkd. Tak napf. mnoZina vSech Z4ka vasi
Skoly, ktefi jsou v tomto okamZiku, kdy ¢teme tuto definici,
piitomni ve va$i t&locvién&, miZe obsahovat rizny pocet
prvka, ale je pfesné urcena i v tom pfipadé, Ze v tomto
okamZiku neni pfitomny v télocvi¢n® ani jeden Zak vasi
$koly. Pak fikime, Ze takova mnoZina je prdzdnd. Prazdnou
mnoZinu ozna¢ujeme symbolem &, ktery musime rozliSovat
od symbolu 0, znaciciho ¢islo nula. Prvky mnoZiny nemusi
byt pfedméty téhoz druhu. Tak napf. miZeme utvofit
mnoZinu, kterd obsahuje tyto pfedméty: budovu Nérod-
ntho divadla v Praze, planetu Mars a ¢islo . V matematice
viak nejCastéji uvaZujeme o mnozinich, které obsahuji
prvky téhoZ druhu, jako napf. ¢isla, funkce, body, pfimky,
roviny apod. V tom pfipad¢ musime rozliSovat pojemn
mnoZina celych &isel od pojmu mnoZiny vSech celych &isel
apod. Je nekonedné mnoho mnoZin celych &isel, ale existuje
jen jedna mnoZina vech celych &isel.

Dfive neZ vysv&tlime n€které dalsi zdkladni pojmy teorie
mnoZin, uvedeme 10 pfikladi ¢&iselnych mnoZin, jichZ
pouZijeme ddle v tomto ¢lanku.

1) My = 0; 2) M, ={0}; 3) M, ={1,5,10}; 4) M,
je mnoZina vSech Cisel, kterd jsou koeficienty binomického
rozvoje (a + b)°; 5) M; je mnozina vSech celych &isel x,
pro kterd plati —1 < x < + 1; 6) M, je mnoZina viech
redlnych Cisel x, pro néZ plati —1 <x < +1; 7) M, je
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mnoZina vSech celych kladnych &isel; 8) M, je mnoZina
viech celych zidpornych é&isel; 9) M, je mnoZina viech
celych &isel; 10) M, je mnoZina vSech redlnych &isel.

D, Cisla pFirozend nazyvdme takovd celd &sla, kterd jsou
kladna. .

Vyznam terminu &islo pfirozené je tak chdpan snad ve
vSech Ceskych matematickych spisech, ale v cizojazytné
literatufe Casto zjistite, Ze néktefi matematikové uZivaji
ndzvu Cislo pfirozené pro kazdé celé nezdporné (islo. Pri
tomto odliSném stanovisku je islo O &islo pfirozené, za-
timco pro nis Cislo 0 neni prvkem mnoZiny vsech pfiro-
zenych Cisel. Na tomto ]ednoduchem ptikladu vidite, Ze
vyznam urCitého odborného ndzvu muZe byt chipin
rizné podle toho, jak se 0 ném dohodneme.

D, Fsou-li dvé mnozmy 4, B v takovém vztahu, Ze kaZdy
“proek mnozmy A je zdroveri prvkem mnozmy B, pak
Fikdme, Se mnoZina A je Cdsti mnoginy B nebo Ze mnoZina
A je podmnoZinou mnoZiny B, takovy vztah zapisujeme
symbolicky A C B.

Plati tedy napi. M, C M, M, C My M, CM;, M, C
CM  MCM, MCM;; My C My, My C M, ard.
Plati tézZ J C M, at je M jakikoli mnoZina. Je t€Z moZné,
Ze pro mnoZiny A, B plati ziroven vztahy A CB, BC A4,
jak se snadno presvédlite na téchto pfikladech: M, C M,
M, CM,nebo M;C M, M, C M,

D, Sklddaji-li se mnoZiny A, B z tychZ proki, fikdme, Ze
jsou si rovny, a zapisujeme to A = By neplati-li vztah
A = B, pak piseme A + B a Fikime, Ze mnosiny A, B
si nejsou rovny (jsou rizné).
Plati tedy napf. M,=M,, My=M, M, - M,,
M, = M apod. Poznamendvame jedté, Ze rovnost mnoZin
A = B plati, kdyZ plati zdroven vztahy A C B, B C A4.

10



D, Sjednoceni mnozin A, B nazyvdme mnoZinu S, sklddajici
se prdvé z téch proki, které par¥i (bud) do mnoginy A,
nebo do mnoziny B. (Obdobné definujeme sjednoceni
tfi a vice mnoZin.)

Ptiklady: Sjednocenim mnoZin M;, M, je mnoZina
M,. Sjednocenim mnoZin M,, M, je mnoZina {O, 1,5, 10}.
Sjednocenim mnozin M, M, je mnoZina M,. Sjednocenim
tfi mnoZin M,, M,, M, je zfejm& mnoZina M,. Sjedno-
cenim mnoZiny 4 = {0, 1,2, 3} a B = {2, 3, 4} je mnoZina
§=1{0,1,2,3,4). Na tomto poslednim jednoduchém
pfiklad® mnoZiny S, kterd je sjednocenim mnoZin 4, B,
dobfe vidime, Ze obsahuje: a) vSechny prvky mnoZiny A,
které nepatfi do mnoZiny B, tj. Cisla 0, 1, b) vSechny prvky
mnoZiny B, které nepatfi do mnoZiny 4, tj. &islo 4, ¢)
viechny prvky, které patfi zdroveld do mnoZiny 4 i B,
tj. Cisla 2, 3.

Definici sjednoceni mnoZin, kterou jsme si osvétlili na
jednoduchych pfikladech, jsme zdroved naznmalili, jaky
vyznam pfisuzujeme spojkim nebo a bud — nebo v ma-
tematickych textech. V obecném jazyce se jimi naznaluje
bud rozluka nedplnad (alternativa), nebo rozluka vpln
(disjunkce). Jejich rizny vyznam byva zpravidla chiapin
podle souvislosti s ostatnim textem, podle situace, o niZ se
né&co vypovidd apod. V matematice je zvykem chdpat jejich
vyznam tak, Ze tyto spojky vyjadfuji neaplnou rozluku, jak
jsme to jiZ vySe ukdzali. Jde-li o to vyjidrit v matematickém
textu uplnou rozluku, ucinime to zvliStni dopliiujici po-
zndmkou. Chceme-li napf. definovat mnoZinu R, kterd ma
obsahovat jen prvky uvedené pod pismenem a), b) v pfed-
chizejicim odstavcl a Z4dné jiné prvky, miZeme to uCinit
takta: R je mnoZina sklddajici se ze vSech prvkd, které patfi
pravé do jedné z mnoZin (bud) 4 nebo B.
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D Primk mnozin A, B nazyvdme mnoZinu P sklddajici se
ze viech proki, které patii zdroveri do mnozin A i B.

Ptiklady: Prinik mno%in M,, M, je . Prinik mnoZin

M,, M, je mnoZina M, = M,. Primik mno¥in 4 = {0, 1,
2,3}, B = {2, 3, 4} je mno%ina P = {2, 3}.
_ Pri studiu teorie mnoZin si musite ji% od po¢dtku zvykat
na to, abyste vZdy dobfe rozliSovali pojmy mnoZina a prvek
mnoZiny. Je napf. moZné, 2e v né&které {ivaze budete urcitou
piimku povaZovat za mnoZinu bodi, zatimco v jiné tuvaze
budete tutéZ pfimku povaZovat za prvek nékteré mnoZiny
piimek. NemuZeme zde vSak podrobnéji rozbirat dasledky
nékterych omyld, k nimZ dochdzi po nesprivném rozliSo-
vini pojmd mnoZina a prvek mnoZiny. Chceme vis vSak
upozornit zvl4té na to, Ze je rozdil mezi mnoZinou {a}
a prvkem a, z n€hoZ se tato mnoZina skliddd. Tento rozdil je
ziejmy i z toho, Ze ma smysl zdpis a ¢ {a}, zatimco zapis
{a} € a nem4 smysl.

Zavedeni pojmu prizdnd mnoZina do matematickych
avah ovlivnilo i vyjadfovdni matematikd zptsobem, na
ktery véds struéné upozornime. Zamyslete se nejprve nad
témito vétami:

1a) KaZdy Cesky kral se doZil 60 let.

2a) Zadny Cesky kral se nedoZil 60 let.

Jisté si brzy uvédomite, Ze neni moZné, aby obé tyto
véty byly zéroveil pravdivé. MiZe byt pravdivd nejvyse
jedna z nich. Mohou byt ob& nepravdivé, jestliZe se né-
ktery Cesky kral doZil a néktery nedoZil 60 let. V klasické
logice i v obecném jazyce jsou véty typu la, 2a povaZoviny
za pravdivé nebo nepravdivé jen za pfedpokladu, Ze pod-
mét oznaCuje prvky néjaké neprizdné mnoZiny.

Uvazme nyni tyto dvé véty:

1b) Kazdy Svycarsky kral se doZil 60 let.

2b) Zidny $vycarsky kril se nedoZil 60 let.
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PonévadZ mnoZina viech $vycarskych kralt je prazdnou
mnoZinou, pisobi véty 1b, 2b a véty toho typu nezvykle
na kaZdého, kdo se nezabyva matematikou. Vyvoj matema-
tiky jiZ v minulém stoleti pfispél k tomu, %e novodobi
logika zaCala uznavat véty typu lb, 2b a jim obdobné za
pravdivé; ba dokonce v tomto ptipad€, kdy podmét ozna-
¢uje prvky prizdné mnoZiny, poklidime ob& véty 1b i 2b
za pravdivé. Této zasady pro posuzovini pravdivosti
logickych vyroki jsme jiZ jednou pouZili, kdyZ jsme pfi
vykladu definice D, uvedli pfiklad: & C M, at je M jaka-
koli mnoZina, nebot podle definice D, je kaidy prvek
mnoZiny 0 prvkem mnoZiny M.

D, Mnozina se nazyvd koneind, fe-li moZné udat polet jejich
proki pfirozenym islem nebo Eslem Q; neni-li mnoZina
koneénd, ¥ikdme, Ze je nekoneind nebo Ze md nekoneiné
mnoho proki.

K tomu, abychom dokazali, Ze n&akd mnozina M prvka
dané vlastnosti je nekoneCnd, uZivime Casto nepfimého
dikazu. Vyjdeme z pfedpokladu, Ze mnoZina M je kone¢na
a %e tedy vSechny jeji prvky lze ocislovat pfirozenymi Cisly
1, 2, 3, ..., n. Podafi-li se nim pak dokizat existenci
dalS§iho prvku, ktery neni uveden mezi ocislovanymi »
prvky, je to ve sporu s pfedpokladem, Ze mnoZina M vSech
prvka dané vlastnosti obsahuje » prvkd, kde n je Cislo
pfirozené. Tim je vSak dokidzino, Ze mnoZina M neni
konecn4, Cili Ze je nekonecna.

K vyjadfovini mySlenek uZivime nejcastéji slov a z nich
utvofenych vét obecného jazyka mluveného nebo psaného.
V odborném jazyce psaném uzivime k zapisovdni odbor-
nych termint nebo réeni téZ zvlastnich znacek (symboli),
které umoZnuji strucné&$i a prehlednéjsi zdpisy vét.
Studiem stavby vé&t a jejich vyznamu se zabyva logika,
kterd vénuje nejvét$i pozornost vypovidacim vétdm,
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o nich? m4 smysl fici, Ze jsou pravdivé nebo nepravdivé.
Takové véty se pfesné oznaluji ndzvem logicky vyrok;
nevznikne-li nebezpeli nedorozuméni, uZivime struénégj-
§iho ndzvu vyrok. Logickymi vyroky nejsou takové véty,
jako: P¥ines mi*sklenici vody ! Kolik je hodin ? apod.

Ptiklady pravdivych vyrokii z oboru matematiky jsou
tyto véty: 1) 2 + 3 = 5; 2) 3 < 5; 3) pro libovolna redlna
Cisla a, b plati (a + b) (a — b) = a® — b?; 4) pro kazdé
redlné Cislo x plati: kdyZz x < 0, pak x? > 0. Pfiklady ne-
pravdivych vyroki jsou tyto véty: 5)3 < 3;6)2 + 3 « 5;
7) kazdy mnohouhelnik rovnostranny je rovnotuhly; 8) pro
kazdé redlné &islo x plati: kdyz x2 > 0, pak x < 0.

V matematice zkoumdme Casto domnénky, zda né&jaky
vyrok je nebo neni pravdivy. Jesté ¢astéj$im tikolem mate-
matiky je odvozovat pravdivé matematické vyroky (véty)

odle pravidel logického usuzovéani. Vychodiskem logic-
ych @vah jsou takové vyroky (matematické véty), jejichZ
pravdivost jsme bud jiZ dokézali, nebo uznali jejich prav-
divost bez dukazu. Véty, jejichz pravdivost uznivime bez
diikazu, se nazyvaji axidmy. Pravdivé matematické véty,
jichz se Casto v matematice uZivd, se nékdy nazyvaji
poucky ¢&ili teorémy. V této kniZce je oznadime pismenem T
s indexem, udavajicim jejich pofadové Cislo. Terminu
matematickd vé&ta pfisoudime vyznam o néco Sir5i neZ
terminu poucka, nebot v nékterych pfipadech budeme vy-
Setfovat i nepravdivé véty a fikat napf., Ze obrdcend véta
neplati. Uvedeme nyni n&kolik pravdivych matematickych
vét, na né&% se v dalSich kapitolich budeme odvoldvat.

T, fsou-li a, b dvé p¥irozend &sla takovd, $e a > b, pak
existuje takové prirozené Cislo n, e plati nb > a.
Réeni ,,existuje pfirozené &islo #° znamend toté? jako
»eXistuje alespori jedno pfirozené C&islo n¢c. Smysl véty T,
je hlavn& v tom, %e se ji uzniva existence &isla 7 s danou
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vlastnosti. Je-li a = 107, b = 3, pak poZadovanou vlastnost
ma napf. Clislo n = 4.10° nebo né&které jiné pfirozené
¢islo, napf. 3 333 334.

T, V kaZdé neprdzdné mmoZiné pfirozemych CEisel existuje
Eislo nejmensi (minimdini).

MnoZina viech pfirozenych Cisel, pro néZ plati 3n > 107,
je jisté neprazdna, jak plyne z véty T,. V této mnoZiné mus{
podle véty T, existovat nejmenS$i pfirozené islo s poZa-
dovanou vlastnosti, jimZ je n, = 3333 334. V mnoZiné&
viech pfirozenych Cisel je nejmensi Cislo 1.

Ts V kaZdé neprdzdné mnoZiné takovych piirozenych Cisel x,
Ze pro kaZdé x plati x = h, kde h 2 1 je libovolné
rediné &slo, existuje nejvétsi islo,

Vsechna pfirozena Cisla m, pro n&Z plati 3m < 107, tvofi
neprizdnou mnoZinu, do niZz zfejmé patfi Cislo 1, nebot

3.1 < 10° Kazdé Cislo této mnoZiny m < % .107. Proto

v této mnoZiné musi existovat nejvétsi pfirozené &islo, jimz
je my = 3333 333,

T, Soulet a soutin piirozenych Cisel jsou vidy Cisla pfito-
zend; také kaZdd mocnina, ]e]zz mocnénec 1 mocnitel jsou
&isla prirozend, je Eislo prirozené.

V mnoZiné viech pfirozenych Cisel neni odCitini a déleni
neomezené¢ proveditelnym pocetnim vykonem. Rozdil
ptirozenych cisel a — b je Cislo pfirozené jen tehdy, kdy2
a>b.

Ty Soucet, souéin i rozdil celych &isel jé vidy &slo celés
také kaZdd mocnina, jefiZ mocnénec je &islo celé a mocnitel
islo prirozené, e &islo celé.

Zatimco v mnoZin& vSech &isel celych je i odcitdni pro-

15



veditelné bez omezeni, zistdva déleni celych ¢isel pocetnim
vykonem, ktery v mnoZin& vSech ¢isel celych neni vZdy
proveditelny. Nékteré dusledky véty T, nyni pfipome-
neme.

Pro libovolna redln4 &isla a, b plati zndmé rovnosti

— 8= (a— b)(a®+ ab + b, (1,1)
@+ 8 = (a+ b)(a® — ab + b2), (1,2)

kter€ jsou zvlaStnimi pfipady vzorct

a—b=@—b@-r1+a-%+...... + abn-2 +
+ b1, (1,3
ktery plati pro kaZdé pfirozené Uslon> la
a+b=@+b@-'—a-%+...—-ab 4
+ b, (1,4)

ktery plati jen pro licha pfirozend &isla n > 1.

Jsou-li g, b &isla cela, pak podle véty T jsou celymi Cisly
nejen rozdil a soudet n-tych mocnin c1se1 a, b na levé
strané rovnosti (1,3), (1,4), ale i ¢initelé soudini na pravych
strandch téchto rovnosti. Tyto vzorce ndm pomohou pie-
vadét rozdily i souéty mocnin celych ¢isel na soudiny a tim
usnadni feSeni mnohych tloh z nauky o délitelnosti
celych ¢isel, jak to poznidme v ndsledujicich kapitolach. Je
oviem tfeba pamatovat na to, %e rozklad rozdilu nebo
soutu mocnin &isel a, b s pfirozenym mocnitelem je
nékdy moZno provést uzitim vzorcu (1,3), (1,4), i kdyZ
mocniny &isel a, b nemaji stejného mocnitele. Tak napf.:

a0 4 b5 = (g% + (B%) = (a® + b%) (a® — a® B +
+ atb® — a?b® + b12),
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Nyni si jeSt¢ pripomeneme né&které zdkladni pojmy
z algebry a matematické analyzy, a to zejména z té jeji
&asti, kterou tvofi teorie redlnych funkei, To, co jiZ z tohoto
oboru matematiky znite, vyslovime obecnymi vétami,
k nimZ pfipojime nékolik poznimek.

Jestlize ke kadému prvku x dané mnoZiny M je podle
n&jakého pfedpisu pfifazeno privé jedno redlné &islo, pak
fikime, Ze na mnoZiné M je definovdna redlnd funkce
proménné x. MnoZinu M nazyvime defini¢nim oborem
této funkce proménné x, lisla pfifazend prvkim x nazy-
vame funkéni hodnoty dané funkce. V obecnych uvahich
oznaujeme funkCni hodnoty symbolickymi zipisy f(x),
g(x), h(x) apod. nebo F(x), G(x), H(x) apod. Pfitom napr.
zapis f (—2) = 5 znamend, Ze Cislu —2, které je prvkem
defini¢niho oboru funkce dané pfedpisem f, je pfirozené
islo 5 jako funkéni hodnota.

V této kniZce se budeme nejvice zajimat o funkce, jejichz
funkéni hodnoty f(x) jsou uréeny poletnim (analytickym)
vyrazem '

apx" + ax" !+ ax" 4 ...+ an—1xX + an,  (1,5)

kde x je proménna, n celé nezidporné ¢&islo a ay, ay, 4, - - -
@n—1, as libovolna dana redlnd Cisla, z nichz g, -« 0; Fikime,
%e polynom (mnohoélen) je stupné n. Jestlize a, = 1, mlu-
vime o normovaném polynomu #z-tého stupné.

Jisté je vam jiZ zndmo, Ze polynom stupné » = 1 se na-
zyva linearni, polynom stupné n = 2 kvadraticky. Pozdéji
se setkate i s ndzvem polynom kubicky pro polynom stupné
n = 3 a s nizvem polynom bikvadraticky pro polynom
stupné # = 4. Polynom stupné 0 je ka?da konstanta rizni
od nuly. Cislo 0 nazyvime té¥ éasto nulovy polynom, av3ak
nepfipisujeme mu Zadny stupes.

Pfi nasich uvahich o délitelnosti &isel celych budeme
se zajimat jen o takové polynomy tvaru (1,5), v nichZ koe-
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ficienty aq, ay, a5, - . -» An—1 an jsou Cisla celd. Pro takové
polynomy plati zfejmé jako disledek véty T, 2e pro kazdé
éislo x z mnoZiny vsech celych Cisel nabyvaji celoliselné
funkéni hodnoty. Jist& té% jiZ vite, Ze soudet, rozdil i soudin
polynomti s celodiselnymi koeficienty je opé&t polynom
s koeficienty z oboru disel celych.-.

Pro feSeni mnohych matematickych uloh je casto velmi
uZite¢né rozloZit (redukovat) dany polynom na soucin dvou
nebo vice polynomil niZ$iho stupné, neZ je stupel daného
polynomu. NemiiZeme se tu zabyvat otdzkou rozloZitelnosti
(reducibility) polynomi v ruznych Ciselnych oborech a
pfipomeneme si tu dvéma pfiklady rozklad kvadratického
polynomuna soucin dvou linedrnich polynomi, a to meto-
dou pfevodu polynomu na druhou mocninu lineiarniho
polynomu s doplikem: Obdobn& miZeme pak provddét
i rozklad nekterych polynomu 4. stupn€ na sou¢in dvou
kvadratickych polynomu, )ak si to rovn¢Z ukdZeme na pfi-
kladech.

¥—2x—48=(x—17%2—1—48=
=x—12—-—T=x—-1—TNxE—14+7) =
=(x—8)(x+6)
2.x2—2x——1=(x_1)2_(l/2_)2:
=@x—1-]3)@x—-1+]2).
3. x4 4 64 = (x2 4 8)%2 — 16x% = (x® + 8) — (4x)®> =
= (x2 — 4% + 8) (x* + 4x + 8).
4 4t £ 1= (22 + 1) — 4a® = (2% + 12 — (2x)2 =
= (2x? — 2x + 1) (2x% 4 2x 4-1).
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508 424 1 =2+ 12— x2=
=@—x+ 1)+ x4+ 1)

6. x4+ 1=(x*+ 12— (x]2)=
=@ —x)2+ 1D +x)2+1).

Priklady 1, 3, 4, 5 ukazuji, Ze je né&kdy moZny rozklad
polynomu s celodiselnymi koeficienty na soucin dvou poly-
nomu s celodiselnymi koeficienty. Také v prikladech 2, 6
jsme dané polynomy s celoCiselnymi koeficienty rozloZili
na souiny dvou polynomi, aviak ty nemaji jiZ viechny
koeficienty z oboru Cisel celych; takové rozklady pfi studiu
‘této kniZky potfebovat nebudeme, aviak o jejich uZited-
nosti se pfesvédcite pfi dalsim studiu jinych oborti mate-
matiky.

Cviéeni

1,1. Kolikerym zplsobem lze rozloZit a) x® — 1, b) x® + 1
na scucin dvou normovanych mnoho¢leni s celymi koefi-
-cienty ? .

1,2. Najdéte rozklad polynomu a) x* 4 4, b) 81x% + 4 na
soucin dvou kvadratickych troj¢lend s celymi koeficienty.
1,3. Najdéte podminku, které musi vyhovovat pfirozend
¢isla a, b, mé-li byt moZny rozklad dvojélenu ax* + b na
soutin dvou kvadratickych trojclentt s celymi koeficienty.
1,4. Uzitjm vét T,, T dokaZte tyto poucky: a) soucet pfi-
rozenych Cisel nerovna se nikdy nule; b) soucet celych ne-
zdpornych ¢isel se rovnd nule prave tehdy, kdyZ kazdy scita-
nec souctu je rovay nule,
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