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3. kapitola

VYSETROVANI DELITELNOSTI
CELYCH CISEL

Na obr. 1 v kap. 2 jsme ukazali princip zndzornéni mno-
Zin celych disel C,, C,, C5, C, ... tak, Ze prvky mnoZiny
C.byly vyznaceny na Ciselné ose Cislicovym oznacenim téch
bodi, které jsou obrazy ndsobku pfirozeného Cisla m. Tak
napf. z mnoZiny C, jsou na Ciselné ose zobrazujici Cdst
mnoziny C, vyrazné vyznaCeny body odpovidajici celym
¢islam ... —4,0,4, 8, 12, 16, ..., obecné ¢islim 4 ¢, kde
q je libovolné &islo celé. Oznaéme nyni !C, mnoZinu viech
Cisel celych, jejich? obrazy jsou na Ciselné ose zobrazujici
mnozinu C, ve vzdilenosti jedné délkové jednotky vpravo
od kazdcho Cisla 4¢9. Bude to mnoZina Cisel, jejimiz prvky
jsou Cisla, vyjidfena pocCetnim vyrazem 4¢ + 1, kde pro-
ménnd ¢ zastupuje libovolné ¢islo celé. Dale oznaéme 2C,
mnoZinu vsech celych Cisel, jejichz obrazy leZi ve vzdale-
nosti dvou jednotek od obraza Cisel 4¢; bude to mnoZina
¢isel vyjadienych poletnim vyrazem 4¢ + 2. Koneéné do
mnoZiny 3C, zafadme vSechna ¢&isla cel, kterd Ize vyjadfit
ve tvaru 4g + 3. V zdjmu jednotného zpisobu oznadenf
viech mnoZin, o nichz budeme déle jednat, pouZijeme
symbolu °C, misto C,.

Timto zplisobem jsme mnoZinu v3ech celych disel roz-
délili na ¢asti, jimiZ jsou

mnozina °C,, obsahujici ¢isla ... —8, —4, 0, 4, 8, 12, 16,
..., obecné 44, ’
mnoZina !C,, obsahujici ¢isla ... —7, —3, 1,5, 9, 13, 17’
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..., obecné 4¢ 4 1,

mnoZina 2C,, obsahujici ¢isla ... —6, —2, 2, 6, 10, 14, 18,
..., obecné 4¢ + 2,
mno%ina 3C,, obsahujic{ ¢isla ... —5, —1, 3, 7, 11, 15, 19,

..., obecné 4¢ + 3.

Z obr. 1 i z tohoto schématu je zfejmé, Ze kazdé celé ¢islo
je zafazeno privé do jedné z mnoZin °C,, 'C,, ®C,, 3C,.
Rozhodnuti o tom, do které mnoZiny "C, (r = 0, 1, 2, 3)
patfi n&jaké dané Cislo a, at je kladné nebo zaporné, usnadni
nim déleni &isla q ¢islem 4. Cislo 88 = 4.22 i &islo —88 =
= 4.(—22) patfi zfejm& do mnoZiny °C,. Tato mnoZina
obsahuje s kazdym Cislem a, které do ni patfi, i opatné
lislo —a. Mame-li rozhodnout o né&jakém (isle, které neni
nisobkem 4, do které z mnoZin 1C,, 2C,, 3C, patfi, pomiZe
nam opét déleni se zbytkem, jimZ musi byt jedno z &isel
1, 2, 3. To znamen4, Ze vyhledime ke zkoumanému &islu
nejbliZe niZ8i ndsobek Cisla 4 a pak zjistime, které z klad-
nych &isel 1, 2, 3 je nutno pficist k vyhledanému nédsobku,
abychom dostali vySetfované Cislo. Tak napt. 47 = 4.11 +
+ 3 a proto 47 € 3C,, zatimco —47 =4.(—12)+ 1
a proto —47 < 'C,. Viimnéte si dobfe, Z¢ v mnoZinich
1C,, 2C,, 3C, se nevyskytuji dvojice &isel navzdjem opac-
nych; jinak feeno: dvé &isla opacnd, kterd nejsou ndsob-
kem égla 4, nepatfi nikdy ziroven do jedné z mnoZin !C,,
*Cy, °Cy.

Obdobné pfi volb& napf. m = 5 miZeme mnoZinu viech
celych ¢isel rozd&lit na 5 &4sti, které postupné oznafime
°C,, 1Cs, 2C;, 3C;, 4C;. Pritom do mnoziny "C; zahrnuje-
me viechna celd Cisla, kterd jsou funkénimi hodnotami
linedrni funkce 5¢ 4 r, kde proménnd : mutZe nabyvat
libovolné celo¢iselné hodnoty a r je nékteré z Cisel 0, 1, 2,
3, 4. ProcviCenim si sami ovéfte, Ze plati vztahy 17 < 2C,,
—13€2C;, 75 °C;, 0 °C;, —29¢€ 1C;, 29c<4C;,
48 € 3C; apod. OznaCeni proménné pismenem ¢ mi jen
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ten smysl, abyste si zvykali na oznadeni promé&nné riznymi
pismeny. Zvlat asto se setkime s rozdélenim mnoZiny
viech (isel celych na dvé &asti °C,, do niZ patfi vSechny
funkéni hodnoty linedrni funkce 2%k a 'C,, do niZ patii
viechny funkéni hodnoty funkce 2% + 1, kde % je promén-
na oznacujici libovolny prvek mnoZiny vSech celych Cisel.
Jisté vidite, Ze naznalenym zpisobem by bylo moZno de-
finovat vyznam ndzvu Cislo sudé a &islo liché.

Ty Ke kaZdému celému Cislu a a ke kagdému pFirozenému
Eislu m existuje jedind dvojice takovych celych Eisel g, r,
_Ze plati vztahya=mqg+r, 0 =r <m.

Uvodni vyklad tohoto ¢lanku mél vés pfipravit pro po-
chopeni vyznamu véty T,;, kterou nebudeme dokazovat.
Bylo by téZ moZné zobecnit v&tu T, tak, abychom za Cislo
m mohli volit nejen libovolné Cislo pfirozené, ale i Cislo
opacné ke kterémukoli ¢islu pfirozenému. Neucinime to,
nebot vyznam takto zobecnéné véty by byl jen teoreticky
a nijak by nepfispél k tomu, abychom tim ziskali lep3i pro-
stfedky pro reSeni uloh z teorie délitelnosti celych Cisel.
Misto toho vyslovime vétu T,,, bez ni? bychom se mohli
také obejit. Jeji uZiti misto véty T;, ndm vsak Casto pomtZe
zkratit feSeni tlohy.

Ty, Ke kaZdému celému &islu a a ke kagdému pfirozenému
&islu m existuje jedind dvojice takovych celych Cisel g, r,

Ze plati vztahy a = mq—l—r,—%m <r <%mprz

lichém m a pri sudém m je§té prdvé jeden ze vztahil

r= 4 % m, podle toho, ktery z nich je podle nasi vo(by

pripustny.
UZitim vty T,, miZeme kazdé celé Cislo a vyjadfit jako
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soucet nasobku ¢&isla m, ktery je nejbliZii Cislu a, a Cisla 7,

o ném% plati |r] < 5 m je-li m liché. Je-li m sudé, pak
k &islu a existuji dva nejbliZ3f a pfitom stejn& blizké nisobky
Cisla m, a proto Cisla ¢, r budou jednoznan& urcena jen
tim, Ze v tomto pfipad¢ budeme uZivat pouze jednoho
pfedem uréeného nejblizsiho ndsobku &isla m, ktery leZi
nejbliZe &islu g. Prakticky to znamend rozhodnout pfedem,

kdy pfipustime jednu z rovnosti r = % mnebor= — 5 m

Je-li r = 0, pak ¢ je podil, ktery dostaneme pii délenf
lisla q ¢islem m. Je-lir = 0, pak g se nazyvé neuplny podil
pfi tzv. déleni se zbytkem, jimZ je pravé ¢islo 7. Pro struc-
nost budeme v této kniZce nizvem déleni oznacovat vidy
takovou pocetni operaci, pfi ni% podil ¢ (at Gplny nebo
neutplny) je &islo celé a zbytek » vyhovuje nékteré z podmi-
nek uvedenych ve vé&tach T,; a T,,. Misto toho, abychom
fikali, Ze urlujeme ,,zbytek &isla a pfi déleni Cislem m*,
budeme fikat, ¥e urCujeme ,,zbytek Cisla a podle modulu
m*; k zipisu slov ,,podle modulu m* uZivime zdpisu
»(mod m).

Podstatou rozdilu v rozkladech ¢isla a na soucet mq +
podle vét T;; a Ty, je to, Ze v prvém pfipadé pfipoustime
pro cislo r jen nezdporné hodnoty 0, 1, 2, 3,4, ..., m—1,
zatimco ve druhém pfipadé ndm jde o vyjadfeni soutem

mq + r, pfi ném? |r| nepfevysuje % m. Ve vét& T,, uZivime

soustavy nezipornych zbytkid, zatimco ve vété Ty, je
uZito soustavy absolutné nejmensich zbytka.

Uziti véty T,, ukdZeme jeSt& na Ciselnych prfikladech.
Pfi volbé m = 5 miZeme kazdé celé Cislo vyjadfit jako
funk¢ni hodnotu jedné z téchto linedrnich funkci:
5k — 2, 5k — 1, 5k, 5k + 1, 5k + 2. Jejich funkéni hod-
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noty tvofi mnoZiny celych &isel -2C;, —1C,, °C;, 1C;, 2C,
vymezené tak, Ze do mnoZiny 'C,, patfi vSechna celd cisla
tvaru mq + r, kde ¢ je libovolné celé &islo. Pfi volb& m = 4
bude mozno kazdé celé &islo vyjadrit jako funkéni hodnotu
jedné z linearnich funkci bud ze skupiny 4k — 1, 4k,
4k + 1, 4k + 2, nebo ze skupiny 4k — 2, 4k — 1, 4k,
4k + 1. Pfi volbé m = 2 miiZeme vSechna celd isla roz-
délit do dvou mnoZin jednim z téchto zpiisobi: a) °C, pro
&isla tvaru 2k, 1C, pro cisla tvaru 2% + 1; b) °C, pro (isla
tvaru 2k, -1C, pro Cisla tvaru 22 — 1. Rozdil obojiho déleni
tkvi jen v oznaleni mnoZin a ve vyjddfeni jejich prvki
linedrnimi funkcemi. Umluvime si téZ, Ze rleni ,,Cislo tvaru
mx + r* budeme uZivat misto obsirného vyjidfeni ,,&islo,
které je funk&ni hodnotou linedrni funkce mx 4+ r, kde

x je proménnd v oboru celych Cisel a m, r jsou dand &isla,
a 2e mnoZinu "C, budeme nazyvat zbytkovou tfidou celych
isel se zbytkem r podle modulu m.

Jestlize né&kterd soustava zbytkovych tfid 'C, méd tu
vlastnost, Ze kaZdé celé Cislo naleZi pravé do jedné ze zbyt-
kovych tfid soustavy, pak fikime, Ze tvofi uiplnou soustavu
zbytkovych tfid. Pfikladem takové Gplné soustavy zbytko-
vych tfid podle modulu » je soustava mnoZin

%Cms 1Cins 2Cmy 3Cpy « . ., ™~ 1Cpy (3,1)
do nich¥ patfi celd {isla, kterd pfi déleni &islem m davaji
zbytky 0, 1, 2, 3, ..., m—1, (3,2)

o nich? té% fikdme, Ze tvofi iplnou soustavu zbytka.

Pfi feSenf n€kterych uloh budeme uZivat i jinych dplnych
soustav zbytkovych tfid, jejichz pfiklady jsme uZ ukdzali
v pfedchdzejicim textu. Pfi dikazech nisledujicich mate-
matickych v& budeme vsak uZivat vidy tiplné soustavy
zbytkovych tfid (3,1), pokud nebude nic jiného pozname-
néno.
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T,s Dvé celd isla pat¥i do téze zbytkové tFidy "Cm prdvé
tehdy, kdyZ jejich rozdil je ndsobkem &isla m. :

Dvé cela Cisla a,, a," jsou prvky téZe mnoZiny "Cpn,
jestliZe o nich plati a, = mk; + ry, a,” = mk,’ + r,. Jejich
rozdil a, — a,' = (mk, + r)) — (mk,’ + r)) = m (k,—k).
Odtud vsak ihned plyne m | a, — a,". Nejsou-li dv& &isla
a,, a, prvky téZe zbytkové tfidy (mod ), pak musi platit
a, = mk, + r,a, = mky + ry, kde r, = r,, Plati pak
ay — ay = (mky + 1) — (mhy + 1) = m (ky — ky) +
+ (ry — ry). Podle pfedpokladu r, — r, = O a pfitom
|ry—ry| <m,nebot r, <m,r, <m.

T,y Je-li ddno m po sobé jdoucich celych &sel, pak prdvé
jedno z nich je ndsobkem &isla m a pritom jejich soudin
Je té€ ndsobkem &isla m.
Oznacime-li ¢ prvni ¢len posloupnosti m po sobé jdou-
cich celych disel, pak tato posloupnost mé &leny:

aa+ la+2,a+3,..,(a+m—1). (3,3

Mezi prvnim a poslednim ¢&lenem je rozdil m — 1 a rozdil
mezi kterymikoli dv€ma €leny posloupnosti (3,3) nemiZe
byt vétsi nez m — 1. Proto Zadna dvé &isla z posloupnosti
(3,3) nemohou naleZet do téZe zbytkové tfidy "C,, nebot
jejich rozdil by musil byt m. Jestlize tedy vSechny ¢leny
posloupnosti (3,3) jsou riznd Cisla, pak kazdé z nich patfi
do jedné ze zbytkovych tfid uplné soustavy "C, (3,1),
a tedy jedno z nich také do tfidy °C,,, coZ znamend, Ze je
nasobkem ¢isla m. Je-li viak né&jaké ¢islo ndsobkem m, pak
i kazdy jeho nasobek je ndsobkem ¢fsla m. Soulin viech
¢lend posloupnost (3,3) je viak ndsobkem nékterého {fsla,
které je délitelné Cislem .

Priklad 9. Doka’te, Z2e y = x® + 5x — 6 je {islo dé&li-
telné &fsly 2 i 3, at je x kterékoli celé ¢islo.
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Uzitim vét, které jiz zname, miZeme provést dikaz
dvojim zpiisobem:

1) Abychom dokézali 2 |y, budeme postupné& piedpo-
kladat, 2e x patfi do zbytkovych tfid °C,, 1C,, které tvoii
uplnou soustavu zbytkovych tfid, tj. Ze plati x = 2% nebo
x = 2k + 1, kde % je libovolné Cislo celé. V prvém piipadé
dostanemey = (2k)® + 5.2k — 6 = 2 (4% + 5k — 3).

Ve druhém pfipadé¢ y = 2k + 12 + 52k + 1)+ 6 =
= 2 (4k® + 6k* + 8k 4 6). Z obou téchto vysledki tedy
plyne 2 |y. Abychom dokizali 3 |y, budeme pfedpokli-
dat, %e x muZe byt prvkem kterékoli z mnoZzin ~1C,, °C,,
1Cy, které tvofi téZ uplnou soustavu zbytkovych tfid.
Pfedpokldddme-li x = 3k — 1, dostaneme po snadné
upravé y = 3 (9k® — 9%&% + 8k — 4); pifedpoklddime-li
x = 3k, dostaneme y = 3 (9%® 4 5k — 2); pfedpoklida-
me-li x = 3k 4+ 1, dostaneme y =3 (9k3 + 9k2 + 8k&).
Z t&chto vysledka viak plyne 3 | y.

2) Jiny zpusob feSeni dané dlohy niam umozZni vhodny
rozklad ¢isla y na dva séitance, o nichZ lIze snadno rozhod-
nout, Ze jsou nasobky Cisel 21 3.
y=x3+4+5x—6=x>—-x+x+5x+ 6=
=x(x—-1)4+6x—6=x—Dx(x+1)+2.30x—1).
Prvni séitanec je délitelny Cisly 2 i 3 podle véty T,,, druhy
s¢itanec podle véty T,. Jejich soucet je proto téZ délitelny
disly 2 i 3 podle véty T,,.

Priklad 10. Najdéte viechna celd ¢isla x, pro néZ plati
5|y, kdyz y = 4x* 4 1.

Vysetfujeme vSechny moZné pfipady, kdy x « "C, pro
r=0,+1,+4+2 Je-lix=05k paky=4.(5k)%+ 1=
=| 4.5%.k* + 1. V tomto pfipad¢ podle véty T,, neplati
5]y.

Je-li x=5k+ 1, pak y=405k+ 12+ 1=
=4.25k* +4.2.5.k+4+1=54.5k 1+ 4.2k 4 1);
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v tomto pfipadé plati 5|y. Je-li x =5k 4+ 2, pak y =
= 4.(5k + 2)2 + 1 = 5(4.5k* 4 16k) + 17; ponévadZ
prvoi séitanec je a druhy neni délitelny 5, neplati 5 |y
podle véty T,,. Podmince stanovené v tiloze vyhovujf jen
celd &sla x ¢ -1C; nebo x € 1C;; strutnéji: x musi byt
prvkem sjednoceni mnoZin -1C;, +1C;, tj. ¢islem z mno-
Ziny ... —6, —4, —1,1,4,6,9,10 ...

T,s Oznacime-li a;, a;' dvé libovolnd celd &isla patiici do téde
2bytkové tiidy 'Cp proi =1, 2, 3, ..., n, pak soulty
s=a+atat...+ans =a'+a’ +
ay + ... +asy s=r+rot+rg+ ... +r, jsou
proky téZe zbytkové titdy "Cn.

NapiSeme-li viechny séitance soudtu s ve tvaru a, =
=mky +r,a,=mky + 1y ... an. = mk, + rn, potom
podle predpokladu pro vSechny séitance souctu s platl
a)' =mk) +r, a =mky +ry ..., an = mky + ra
Tvrzeni s € 'C,, znameni s = mk + r. PonévadZ plati
s=(mky+ 1)+ (mky+1r)+ ... + (mka+1rs) =
=m,+k+ ... +tk)F(ntrat ... +r)=
=m,+k+ ... ko) +mk+r=mk,+ k +
+ ...+ ka4 k) + r, resp. pfi obdobné upravé s =
=mky'+k' +k'+ ... +k'+E) s = mk+
—i& r, plyne odtud, %e s, s’, s patii do téZe zbytkové tfidy

Méme-li tedy najit zbytek souctu celych &isel (na né&j%
lze pfevést i kazdy rozdil) pfi déleni Cislem m, pak toto
zkoumdni muZeme pfevést na vySetfovini zbytku jinych
souétiy, jako napf. soudti s’ nebo s s vyznamem popsanym
v T,;. UkdZeme to na ¢iselnych piikladech.

P#iklad 11. Urcete zbytky soucti a) s = 9923 + 4537 +
+ 1965 + 2879 pfi déleni ¢islem 9; b) s = 859 — 731 +
+- 708 — 636 pii déleni Cislem 7.

40



a) Misto souctu s = 9923 + 4537 + 1965 + 2879 mi-
Zeme vysetfit soucet s’ = 23 + 37 4 165 + 179, jehoZ
sCitance vznikly ze s€itancli souctu s zmenSenych o zfejmé
ndsobky ¢isla 9, nebo souCets = 5 + 1 + 3 + 8. MizZete
se pfesvéddit, Ze viechna tfi Cisla s, s, s ddvaji pfi d(;!_leni 9
tyZ nezdporny zbytek 8, tj. viechny tfi soulty s, ¢, s, jsou
Cisla naleZejici do zbytkové tfidy 8C,.

b) Misto s = 859 — 731 4 708 — 636 miZeme vy3e-
tfovat soufet s’ = 159 — 31 4+ 8 — 6 nebo soulet s =
=5—3+41— 6. Ve viech pfipadech zjistime, Ze pfi
deleni soultl s, s’, s &islem 7 dostaneme vzdy zbytek 4, tj.
vsechna Cisla s,s’, s jsou prvky zbytkové tfidy 4C,.

T,s Oznatime ai, a;i' dvé libovolnd celd &isla patiict do téze
zbytkové titdy "Cp, pro i=1,2,3,...,n pak souciny
s=ayaza, ... a,.,s —al,a2,a3 Y A
=Ty ryry. r,. jsou proky réze zbytkove trtdy "Cm.

Soudiny s == (mk1 + r).(mky + 1) ... (mky 4 1)

a s = (mk) + r).(mky + 1y ... (mky + 1,)

se po provedeném ndsobeni zméni na soulty 2~ scitanct,

z nichZ 27 — 1 séitanct jsou souciny s Cinitelem m, které

pti d&leni Cislem m dévaji zbytek 0, zatimco jediny soucin

rirs. . .7, neobsahuje Cinitele m. Podle véty T,; najdeme
viak zbytek pfi déleni zminénych souctd &islem m tim, Ze

vySetfime zbytek pfi déleni scitance ryry...7n = s.

P#iklad 12. Je dino d&islo s = 859.731.708.636. Je
tieba rozhodnout, zda Cislo s je délitelné 7, a ziroven urdit
a) nejmen$i nezaporny zbytek, b) absolutné nejmensf
zbytek pfi déleni Cisla s &islem 7.

Misto ¢&isla s vySetfime &islo s =5.3.1.6 = 90. Pfi
déleni tohoto ¢isla &islem 7 dostaneme nejmensi nezaporny
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zbytek 6, z ¢ehoZ plyne, %e neplati 7 |s. Z celych &isel,
kter4 zirovefi s &islem 6 patii do zbytkové tfidy °C,, mi
nejmens{ absolutni hodnotu &islo —1, které je absolutné
nejmens$im zbytkem pfi déleni daného &isla se zbytkem.
Pifestoe jsme neprovedli numericky vypolet soudinu s,
muZeme tvrdit, e &islo s je tvaru 7% — 1 nebo 7k 4 6,
kde 2a & = k — 1 jsou celd Cisla.

Ty, Je-li n &islo piirozené a a, celé &islo tvaru mk, + ry, pak
mocniny a," 1 r" patii do tése sbytkové tiidy "Cp.
Platnost této véty plyne ihned z pfedchizejici véty T,

kdy? v ni poloZime @, = ay =a3 = ... = Qpy 7, = 1y =
=ry= ... = t, Znime-li binomickou vétu, miZeme

poucku T,, dokdzat i jinak. Mocninu a,” = (mk, + r,)"
muZeme podle binomické véty napsat ve tvaru souctu

(k) | (i‘) (mbyy—1.7, + (;’)(mkl)n—z.rl2 ot

:}— (nzl_ l)mkl.rl" -1 "{‘ rl".

Kazdy ze s¢itanct (kromé& posledniho) je zfejmé& délitelny
Cislem m, a proto délitelnost Cisla a," i jeho zbytek zdvisi
podle véty T,; jen na mocniné r,".

P#iklad 13. Urcete zbytek &isla x = 10873, ktery do-
staneme, kdyZ provedeme jeho déleni (se zbytkem)
Cislem 9.

Platf x = 1087° = (9.120 + 7)3. Misto Cisla x == 10873
muzeme dile podle véty T, vySetfit &islo £ = 73 = 343 =
9.38 -+ 1. Hledany zbytek pfi déleni ¢isla 10873 je tedy 1.
Najdete-li ve Valouchovych nebo jinych tabulkich 10873 =
== 1284365503, pfesvédcite se délenim cislem 9 o sprav-
nosti nalezeného zbytku 1 (mod. 9).
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Mohli jsme ovSem é&slo x psit ve tvaru (9.121 — 2)
a vySetfovat pak (—2)® = —8, coZ je Cislo ndleZejici do
1Cy, jak se snadno pfesvédcite, kdyZ k Cislu —8 prictete
dislo 9 (podle véty T,).

P#iklad 14. Urcete zbytek &isla y = 219 pfi jeho dé&leni
&islem 37,

Tuto dlohu rozieS$ime opakovanym uZitim véty T,, tak,
jak to stru¢né naznacime. Plati y = 2190 — (26)20 — 3220 —
= (37.1 — 5)®. Misto Cisla y budeme nyni vySetfovat
éislo y; = (—5)% = 5%, které patfi do téZe zbytkové tfidy
7Cy, jako Cislo y. Aviak y;, = 520 = (54)5 = 6255 =
= (37.17—4)5. Misto disla y, vySetfime nyni délitelnost
Cisla y, = (—4)5 = —45 = —219, které ndleZi do téZe
zbytkové tfidy jako Cislo y,. [Nyni bychom mohli jiZ na-
hlédnout do tabulky II na konci této kniZky a zjistit
—210 = —1024. Dé&lime-li toto ¢islo ¢islem 37, dostaneme
nejmensi kladny zbytek 12. MiZeme v3ak postupovat
i jinak, jak dile ukiZeme.] '

Platf y, = —210 = —(25)2 = —322 = —(37.1 — 5)
Misto y, miZeme vySetfovat dile ¢islo y; = —(—5)* =
= —25, které ndleZi do tfidy '2C,, stejné jako Cislo y.

Piiklad 15. Je déno pfirozené &fslo a = 10353 4 53103,
Rozhodnéte, zda plati tyto vztahy: a) 3 |a, b) 4 |a,c)5 | a
(viz priklad 4).

a) a=(3.34 + )53 + (3.18 — 1)19, Podle véty T,;
a T,, miZeme misto Cisla a vySetfovat délitelnost ¢isla
a=(+1¥ 4 (—1)1% =1 —1=0. Plati tedy 3 |a.

b) a=(4.26 — 1) 4 (4.13 + 1)1, Misto Cfsla a
vySetfime a = (—1)®¥ + (+1)'® = —-1+4+1=0, coZ
znamend, Ze Cislo a a také &islo a je ndsobkem Cisla 4.

c) a=(5.20 + 3)* + (5.10 4 3)'%, Misto dCisla a
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vySetfime nyni &islo a; = 358 319 = 3,362 4 3 3102 —
= 3(3%) + 3(3%)61 =3.(5.2 — 1)*® + 3 (5.2 — 1)5.
Misto Cisla g, vySetiime nyni (podle vét T, 5, Tyg T, ;) Cislo
@y =3(—1)+3(—1)1 =3 _3=0. Plati tedy té2
5| a. (Dusledky: viz véta Ts,.)

T,g Jestlize z ibovolnych mocnin celych isel ay, ayy as, . . -,
any jejich mocnitelé jsou pfirozend &isla, utvoFime po-
detni vyraz konelnym poltem operact séitdni, odéitdni
a ndsobeni, pak &islo a takto vzmiklé par¥i do téze zbyr-
kové tridy "C,a jako &islo a, které dostaneme z poletniho
vyrazu pro &islo a, kdys v ném nahradime dand &sla
Jejich zbytky 11, Ty tay o ..y o (mod m).

Tato véta shrnuje pfedchdzejici véty Ty, T1q, Ty, které

jsou jen specidlnimi pfipady véty T, UZiteCnost této véty

pro kontrolu numerickych vypoltl ukdZeme jen na jednom
priklade.

®

Piiklad 16. Je dédno &islo o — 182° -+ (3242 — 7354 +-
+ 2963).64 — 751.135. Vypoltéte zbytky pfi déleni ¢isla
a tislem m proa)y m = 9, b)m— 11.

a) Misto a budeme vySetfovat podle modulu 9 &islo
a—23+(02—1+2)l~40—8-l—l—0—9
Odtud plyne a € °C, ¢ili &islo a 1e délitelné Cislem 9.

b) Misto Cisla a budeme vySetfovat podle modulu 11
dislo
a=6"+ (52— 6+4).9—3.3=2164 207 — 9=
= 414,

Cislo 414 € C, ¢ili také a € *Cyy. To znamend, Ze &islo a
pfi déleni 11 davd zbytek 7.

JestliZe si provedete naznaCeny vypocet isla a, dostanete
a = 12 364 623, které je skutecné délitelné Cislem 9 a pfi
déleni ¢&islem 11 div4 zbytek 7.
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Cviéeni

3,1. Najdéte mnoZinu viech celych Cisel x, pro ktera plati
a)13 [ 4x® + 1,b) 11 | 6x% 4 1.

3 2 DokaZte, Ze pro kazdé celé Cislo x plati: a) 3 | x® + 2x,
Q]ﬁ—6x2+2x—3 c)3|3x%— %+ 9x2 4+ x + 3.

3,3. Je dino celé &islo y = x® — x% DokaZte, Ze pro kazdé

celé &islo x plati tyto vztahy: a) 3 | ¥ b) 4 |3 ©) 5]y.

DokaZte, Ze soulet tfetich mocnin tfi po sobé jdoucich

celych &isel je délitelny deviti.

3,4. DokaZte, 2¢ funk¢ni hodnoty polynomi x% — 4x + 8
majf pro celd disla x tyto vlastnosti: a) 2ddn4 z nich neni
délitelnd tfemi; b) je nekoneén& mnoho takovych, které
jsou liché.

3,5. Necht m > 1, » jsou Cisla pfirozend, x libovolné ¢islo
celé. DokaZte, Ze plati tyto véty: a)je-li x € 1Cn, pak je téZ
a2 € 1Cp; b) je-li x € —1C,, pak pii lichém 7 je x" €
€ -1C, a pfi sudém 7 je x" € 1C,,.

3,6. DokaZte, Ze pro prirozend Cisla » plati:
a)3|2»—7,je-linsudé; b)5|2" — 7,je-lin € 1Cy;

c) 6124 —7;d) 5]3.21%7 ],

3,7. Je-li f (x) polynom s celymi koeficienty

f x)=ax"+ ax"-'+ ... + an1x+ a, a jsou-li
x,, %, dvé& celd &isla nleZejici do téZe zbytkové tFidy, "1Cn,
pak také funkcni hodnoty f (x,), f (x,'), f (ry) patfi do téze
tf{dy "Cn. DokaZte toto tvrzeni a ovéfte si je pak na vhodné
volenych pfikladech.

3,8. Uzitim binomické véty dokaZte, Ze pro pfirozend Cisla
n plati, Ze (n + 1)"—! je ndsobkem Cisla n*.

3,9. Pro mocniny 10", kde n je nezdporné celé cislo,
urete zbytky pfi jejich déleni cisly 3,9, 11.
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