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6. kapitola

NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK

D, Spoleény ndsobek celych Eisel byy by, by, . . ., b (B = 2)
nazyvdme kaZdé celé Cislo a, pro néZ plati zdroven
vztahy b, |a, by |a, by | a, ..., b | a.

Existuje vZdy aspofi jeden spoleny ndsobek Cisel b,
bys bys - - .5 bi. Je-li jedno z t&chto Eisel, napf. b = 0, pak
by je déhtelem Cisla a, jen kdyZ a = 0; v tom prlpadé
existuje jen jediny spoletny ndsobek a = 0. Jsou-li
vSechna ¢isla by, by, by, . . ., b riznd od nuly, pak existuje
nekone¢né mnoho spolec':n}?ch nasobkid danych &isel. Patfi
k nim jejich souin b; b, b, ... br a kazdy jeho ndsobek
cb, b, b3 ... by, kde c je libovolné celé {islo. JiZ z véty T,
plyne, Ze mnoZina viech spole¢nych nasobki celych Cisel
161]s |ba)5 |Bal5 - - . | bx | je totoZnd s mnoZinou viech spoled-
nych nasobki tisel by, by, by, . . ., br, a proto budeme fesit
ulohy o spoleCném nisobku zpravidla jen v téch pfipa-
dech, kdy dani ¢&isla jsou celd nezaporna nebo celd kladna.
tj. pfirozend. Pfitom se budeme zajimat skoro vylu¢né jen
o prirozend Cisla, kterd jsou spole¢nym nisobkem danych
disel, ale budeme si pfitom védomi toho, Ze v mnoZin&
vsech spole¢nych nasobka danych tisel se vyskytuje
s kazdym ¢&islem a i Cislo opatné —a.

D, Ne]mensz spolecny ndsobek celych &isel bl, byy b, .. bk,
jez ]sou viechna riznd od nuly, nazyvdme nejmensz prz-
rozené &islo m, pro které plati by | m, by | m, by I m, . . .,
by | my oznalujeme je zpravidla [by, by, by, . . ., ba].
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P¥iklad 31. Jsou déna ¢isla b, = 12, b, = 15, b, = 30.
Vyhledejme: a) mnoZiny vSech pfirozenych Cisel, kterd
jsou nasobky danych Cisel; b) [b,, b,]; €) [b1, b2s b5).

a) Hledané mnoZiny pfirozenych isel, kterd jsou nd-
sobky danych ¢éisel, jsou:

M, = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, ...},

M, = {15, 30, 45, 60, 75, 90, .. .},

M, = {30, 60, 90, 120, ...}. Kdybychom oviem meli
najit mnoZiny viech nasobkd danych (isel, bylo by nutné
prvky kazdé z mnoZin M;, M,, M, rozmnoZit o Cisla k nim
opacnd a o Cislo 0.

b) MnoZina viech pfirozenych Cisel, ktera jsou spolec-
nymi ndsobky &isel &, b, je P = {60,120, 180, ...},
ktera je prunikem mnoZin M,;, M,. Jeji nejmensf prvek je
60 a proto [b,, b,] = 60.

c) MnoZina vSech pfirozenych d&isel, ktera jsou spoled-
nymi nasobky &isel b, b, by je Q = {60, 120, 180, ...}
a dostaneme ji jako priinik mnoZin M,, M,, M,; ten oviem
muZeme vyhledat tak, Ze uréime prunik mnoZin P, M,.
Nejmensi prvek mnoZiny Q je 60 a proto [b,, b,, b;] = 60.
Postup pii jeho urCeni je moZno naznalit [b,, by, by] =
= [[by, b2, #3). Snadno se pfesvédCime, %e ke stejnému
vysledku dojdeme cestou [by, by, by] = [by, [bs, b4]] nebo
1€Z [by, by, by] = [[6s5 &3], B3]

Sami si jist¢ dovedete zdivodnit vztah [b,, by, b, b,] =
= [[b5 bys by], bg] nebo obecné [b,, b2s 35 + 0> be, bryq) =
= [[b1> o5 b3s - - .5 br], bryq1] @ Vyuzit ho pn hledéini nej-
mensiho spoleéneho ndsobku danych cisel.

P¥iklad 32. Najdéte nejmensi takové pfirozené &islo, Ze
po pfifteni Cisel 20, 25, 30 dostanete takovd tfi Cisla,
z nichZ prvni je délitelné ¢tyfmi, druhé péti, teti Sesti.
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Oznalime-li hledané &islo x, pak musi zfejmé platit
zaroven vztahy:

4]x 4 20;5]x + 25;6 | x + 30.

Ponévadz 4 | 20, bude platit 4 | x + 20 pravé tehdy, kdyz
bude platit 4 | x (podle véty T,,). Obdobné zjistime, Ze
musi platit té% 5 | x, 6 | x. Cislo x, které vyhovuje zérovei
tfem podminkim 4 | x, 5 | x, 6 | x, je spolenym ndsobkem
Cisel 4,5,6. Uloha vyiaduje, abychom naSli nejmensf
pfirozené &islo x dané vlastnost, tj. &islo [4, 5, 6]. Cislo
[4, 5] =20 snadno zpaméti najdeme na ziklad¢ znalosti
malé ndsobilky. Proto [4,5, 6] = [{4, 5], 6] = [20, 6] =
= 60, pficemZ posledni krok ulinime tak, Ze z pfirozenych
nisobku éisla 20, tj. 20, 40, 60, 80, ... najdeme ten nej-
mensf, ktery je délitelny 6. Zjistili jsme tedy, Ze hledané
¢islo je 60,

Ty, Neymensi spoleény ndsobek &isel by, by, by, . . . 5 be fe dEli-
telem kaZdého spoleéného ndsobku isel byy byy by, . . . o b,
Oznacme 7 libovolny spoleCny ndsobek pfirozenych cisel
byy byy by ..., b a m = [by, by, by, .. ., be], cOZ podle de-
finice D,, je nejmensi (minimdlni) prvek mnoZiny N
viech pfirozenych ¢isel, kterd jsou spoleénymi ndsobky
Cisel by by, byy ..., be. Aviak podle véty T,; miZeme
k &islum n, m vyhledat takova cela Cisla g, r, Ze plati vztahy

n=mqg+r, 0 =r <m.

DokéaZeme-li, Ze r = 0 ¢ili » = mq, znamena to m | n, coZ
je tvrzeni véty T,, To viak dokdZeme tim, Ze z pfedpo-
kladu

n=mqg+r,0<r<m 6,1)

odvodime spor. Ze vztahi (6,1) vSak plyne
rr=n—mq, 0 <r <m. 6,2)
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Ponévadz n je spoledny nasobek Cisel b, by, by, .. ., bay
existuji takova celd Cisla ¢y, s, ¢35 - - -5 Gy Ze

n=1>bqy = byqs = byqs = ... = baq; (6,3)

ponévadZ m je téZ spoleCnym nasobkem Cisel by, by, by, . . .,
bx, existuji cela &isla sy, Spy Sgy - - -5 Sk Ze plati

m = bys; = bys, = bys3 = ... = bisw. (6,4)

Uzitim rovnosti (6,3) a (6,4) dostaneme po dosazeni do
(6,2) tyto rovnosti: r = byq; — bys19 = b, (g1 — 5:9)s
r=byqy — 05,9 = b, (g2 — 529)s - - >

r= bqu — bkskq = by, (qk — skq).

Z téchto rovnosti vSak plyne, Ze pfirozené Cislo r je téZ spo-
le¢nym ndsobkem ¢&isel by, by, by, . . ., bry 0 NémMZ viak plat
r < m, coZ je ve sporu s pfedpokladem, Ze Cislo m je nej-
mensi spole¢ny nasobek Cisel by, by, by, . . ., bx. Tento spor
dokazuje, Ze musi platit »r = 0, a tedy m | #, coZ jsme méli
dokazat.

Pfiklad 33. Najdéte nejvétsi trojciferné &fslo x, z n&hoZ
po pficteni ¢isel 20, 25, 30 dostaneme 3 Cisla takovd, Ze
prvni je délitelné 4, druhé 5, tfeti 6.

Z feSeni pfikladu 29 jiZ vime, Ze Cislo x musi byt spo-
le¢nym nasobkem cisel 4, 5, 6 a Ze [4, 5, 6] = 60. Aviak
z véty T,, plyne, Ze kaZdy spole¢ny ndsobek danych Cisel
je nasobkem jejich nejmensiho spole¢ného nisobku, tj.
v naSem pfipad€ je tvaru 60k, kde £ je libovolné &islo celé.
Z podminek uvedénych v dané tloze plyne, %e je tfeba
najit nejvetsi celé Cislo k&, aby platilo 60k < 1000, m4-li byt
{islo x = 60k trojciferné. Snadno pak najdeme, Ze '

k< 1Togg —16 % . Proto hledané &slo x = 60.16 — 960.

P¥iklad 34. Je-li d = (a,, a,) nejvé&tsi spoledny délitel
ptirozenych Cisel a,, a,, pak a, = dq,, a, = d¢,, kde ¢;, ¢,
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jsou (nesoudélnd) (isla pfirozend a nejmen$i spole¢ny nd-
sobek je m = [a,, a,] = dg; g,. DokaZte toto tvrzeni.
Cislo n = dq, 4, je Jist® spolenym nédsobkem &isel a;, a,
nebot n = dgq,q, = (dq,)gs = @195 1 =dq:1¢; = (d9) a1
= a,q,. Je viak jesté tfeba dokizat, Ze Cislo » md vlastnosti
&isla m = [a,, a,], k CemuZ pouZijeme véty T,,, podle niZ
¢islo m je délitelem Cisla n, &ili n = cm, kde ¢ = 1.
Utzitim danych rovnosti a, = dg¢,, a, = dg, dostaneme
aa, = dq,.dq, = (dg,¢;)d = nd = cmd. Avsak z rovnosti
a, a, = cmd (6,5)
plynou vztahy
m m
al = -Cd = kzcd, 02 = — -Cd - klcd, (6,6)
a, a,
m m . . . .. . .
kdek; = 2 ky= . Jsou zfejmé& pfirozend {isla. Avsak
1 2
z rovnosti (6,6) plyne, Ze cCisla a,, a, maji spole¢ného
délitele cd; pfitom vSak vime, Ze kaZdy spoleCny délitel
je nejvys rovny nejvétsimu spoleénému déliteli, tj. cd < d,
odkud plyne ¢ < 1. M4-li v8ak platit zdrovetic = 1,¢c = 1,
pak je nutné ¢ = 1.
Dosadime-li do rovnosti (6,5) ¢ = 1, dostaneme vztah
md = a, a,, ktery vyjadfime nasledujici vétou T,,.

Ty, Jsou-li a,, a, prirozend Cisla, pak plati [a,, aJ].(a;, ay)=
== alaz.

Disledek 1. Nejmen$i spoleiny ndsobek dvou nesoudéinych
prirozenych &isel a,, a, se rovnd jejich souéinu a,a,.

Tento disledek plyne z véty T,;, kdyZ uviZime, Ze pro
nesoudélna Cisla a,,a, plati (a;, a,) = 1.

Dnisledek II. Nejmensi spoleény ndsobek piirozenych Cisel
@y, Ggy Ay, . . .5 Aiy Rlerd jsou po dvou nesoudéind, se rovnd
Jejich soudinu a,a.a, . .. as.
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Tato véta je zobecnénim piedchdzejici véty a dokaZe se
uZitim matematické indukce. Pfi uZivani této véty v praxi
musime si dobfe vSimnout, zda pro dand pfirozend Cisla
Qy, gy Ay - . .5 ax je splnéna podminka, aby byla po dvou
nesoudélnd, kdyZ % > 2. Slab$i podminka (a;, a5, as, ...,
ar) =1 neni pfi k> 2 postaCujici k tomu, aby soucin
danych pfirozenych ¢&isel byl zaroven jejich nejmen$fm
spoleénym nidsobkem.

P¥iklad 35. Vypodtéte: a) (63, 147), [63, 147]; b) (5, 36,
54), [5, 36, 54]; ©) (4, 11, 15), [4, 11, 15].
a) (63, 147) = (63, 147-63.2) = (63, 21) = (63 —
63.147
- 20321 = (021) = 215 [63, 147) =i =

= 63é:47 = 3,147 = 441.
b) (5, 36) = (5 1) =1, (5, 36, 54) = ((5, 36), 54) =
= (1,54
Jsou tedy dana disla 5, 36, 54 nesoudélna; nejsou viak po
dvou nesoudé]lnd, nebot (36, 54) = (36, 18) = (0, 18) =18.
Dile je [5,36] = 5.36 = 180 (viz disledek I) a [5, 36, 54]=
= [[5, 36], 54] = [180, 54). Snadno se urci (180,54) =
= (18, 54) = (18, 0) = 18.

54

Proto [180, 54] = % = 540.

c) (4, 11, 15) = ((4, 11), 15) = (1, 15) = 1. Pon&vad¥ zfej-
m¢ platf (4, 11) = 1, (4, 15) = 1, (11, 15) = 1, jsou dand
¢isla 4, 11, 15 po dvou nesoudélna a proto (viz disledek IT)
plati: [4, 11, 15] = 4.11.15 = 660.

Ts, Jsou-h celd Cisla by, by, b3, o +» by déliteli celého &isla a,
pak také jejich ne]memz spolecny ndsobek je délitelem
cisla a, 1. [byy by byy . . ., bi] | a.
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Z predpokladu véty plyne, Ze ¢islo a je spole¢nym ndsob-
kem dCisel b, by, by, . . ., by, ktery podle véty T,, je déli-
telny Cislem [by, by, b, - . ., ba).

Této véty Casto pouZivaime pii vySetfovani délitelnosti
danych &fsel. Tak napf. pfi feSeni pfikladu 4 jsme nasli
3|a,4]|a, 13| a, odkud podle véty T, ihned plyne 156 | a.
Pri vySetfovani délitelnosti téhoz Cisla a v pfikladé 15 jsme
nadli 3 |a, 4| a, 5| a, odkud podle véty T,, plyne 60 | a.
Z t&chto dvou vysledkt 156 | a, 60 | a plyne ovSem [156,

. 156.60  156.60
601 |a; 1. 780 | a, mebot [156, 60] = iz = =15 =
= 780.

V kap. 7 pozniame jeSté jiny zpusob vypoltu nejmensiho
spolecného nasobku danych &isel.

Cviéeni

6,1. Najdéte nejmensi trojciferné Cislo, které pfi déleni
éisly 12 a 18 ddva zbytek 5.

6,2. Bé%ec, ktery ob&hne uzavienou zivodni drihu za
7 minut, startoval k bé¢hu v témZe okamZiku jako moto-
cyklista, ktery tutéZ zivodni drihu objede za 80 vtefin.
Vypoltéte dobu, po které se bé&Zec poprvé setkd s moto-
cyklistou op&t na misté startu, kolik kol v té dob& ub&hl
béZec a kolik kol ujel motocyklista.

6,3. Vyhledejte takové nejmensi pfirozené &islo, Ze pfi jeho
déleni Cisly 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (v tomto poradi) dostanete
vzdy netplny podil se zbytkem, ktery je v kaZdém ptipadé
o 1 men3f neZ délitel, tj. tedy pfi déleni dvéma zbytek 1,
pfi déleni tfemi zbytek 2, pt1 déleni Etyfmi zbytek 3 atd.
6,4. DokaZte, %e pro kaZdé celé ¢islo x polynom x5 — 5x% 4
+ 4x nabyva celoéiselnych funkénich hodnot, které jsou
ndsobky ¢isla 120.
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