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7. kapitola

PRVOCISLA A CISLA SLOZENA

Z rozboru véty T, vime, Ze zkoumdni vlastnosti vztahu
b | a pro celd Cisla a, b 1ze pfevést na vySetfovani délitel-
nosti v oboru {isel celych nezapornych nebo dokonce ¢asto
jen v oboru (isel pfirozenych. Zejména v této kapitole se
budeme zabyvat hlavné délitelnosti pfirozenych cisel pfi-
rozenymi déliteli, tj. takovymi déliteli, které patfi do oboru
isel pfirozenych.

Cislo 0 je jediné celé &islo, jehoZ délitelem je kazdé celé
&slo. Je to jediné celé Cislo, které ma nekonelné mnoho
celych a také nekone¢né mnoho pfirozenych délitela.

KaZdé pfirozené Cislo » ma jen koneny polet pfiro-
zenych déliteld, ktery ozna¢ime ©(n); (znacka @ je velké
fecké pismeno, odpovidajici skupiné souhldsek th a ¢teme
ji theta). O(n) je funkce, kterd kazdému pfirozenému ¢islu
n pfifazuje pocet jeho pfirozenych déliteli. Defini¢nim
oborem této funkce je mnoZina vSech pfirozenych disel
a jejim grafem mnoZina izolovanych bodd. Cést grafu této
funkce muZeme sestrojit, kdyZ si pfipravime tabulku, jejiz
&4st je dile uvedena.

n|12345678910111213 141516 17 18
On)|122324243 4 2 6 2 4 45 26
Snadnou Gvahou si potvrdime, co je ziejmé jiZ z tabulky,
Ze mnoZinu viech pfirozenych Cisel miZeme rozdélit na

3 &4st takto: 1) mnoZinu s jedinym prvkem I, ktery md jen
jednoho pfirozeného délitele, 2) mnoZinu vSech pFiroze-
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nych ¢isel, kterd maji dva rizné pfirozené délitele, tj. Cisel
2,3,5,7,11, 13,17, 19, ..., 3) mnoZinu viech pfirozenych
Cisel, kterd maji vice neZ dva rizné pfirozené délitele, tj.
mnoZinu Cisel 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, ...; toto
roztfidéni pfirozenych ¢&isel vede k zavedeni ndsledujicich
definic:

D, , Prvoéislo nazyvime kazdé ptirozené Eislo, které md prdvé
dva rizné pfirozené délitele.

D, Cislo slofené nazyvime kazdé pFirozené Cislo, které md
vice neg dva rizné pfirozené délitele.

Podle pfedchozich definic nepatfi pfirozené Cislo 1 ani
mezi prvocisla, ani mezi &isla slozena. Kdybychom oviem
pfijali jinou definici prvocisla, mohlo by se stat, Ze by mezi
né bylo zahrnuto i ¢&islo 1. Tak by to bylo napf. v tom
pifpadé, kdybychom za prvodislo poklidali to pfirozené
¢islo, které je délitelné Cislem 1 a sebou samym. Z tohoto
ptikladu opét vidime, Ze vyznam urcitého ndzvu je zdvisly
na definici, kterd vyjadfuje umluveny vyznam nazvu.

Ty Fe-li mogno rozloZit prirozené &islo n > 1 na soudin
takovych pfirozenych Cisel a, b, Ze a > 1, b > 1, pak
Je n &islo slofené; neni-li takovy rozklad mozny, pak n
Je prvodisio.

Je-li totiz n=ab> 1, a> 1, b> 1, pak ¢&slo n md
zfejmé aspoii 4 pfirozené délitele (1 |n, a [n, b |n, n|n),
kdyZ a == b, a aspofi 3 riizné pfirozené délitele (1 | n, a | n,
a? | n), kdyZ a = b, a proto ve shodé s D, je n &islo sloZené.
Neni-li takovy rozklad &isla n > 1 moZny, pak ma &islo n
zfejmée pravé 2 délitele (1 | n, n |n) a ve shod€ s definici
D, je n prvocislo.

T,y Kazdé pfirozené &islo n > 1 md alespont jednoho prvo-
&iselného délitele.
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Cislo » > 1 ma jist® aspon jednoho d&litele, ktery je
vétsi nez 1. Z téchto jeho déliteld je jeden nejmensi;
oznatme jej p. Tento nejmensi pfirozeny délitel p > 1
musi byt prvodislem. Kdyby totiZ p bylo ¢islo sloZené, tj.
p=ab, kde 1 <a <p, 1 <b <p, pak by ze vztahit

a|p, p|n plynulo a|n, coZ by znamenalo, Ze existuje
déhtel a < p &isla n v rozporu s naSim pfedpokladem
o disle p.

T,; Kazdé slogené Eislo n md alespori jednoho prvoéiselného
delitele p < |/n. Jinak feleno: Neni-li piirozené Eislo
n > 1 délitelné Zddnym prvofislem p < l/n, pak_je n
prvoéislo.

Je-li n &islo sloZené, pak existuje rozklad n = ab, kde
a, b jsou takovd pfirozend ¢isla,Ze 1 <a <n, 1 <b <n.
Pfi vhodném oznaceni {initelti rozkladu ¢&isla #» na soudin
miZeme piedpoklddat a < b <n.V tom pfipadéa? < ab =
= na odtud plyne a < |/n. Aviak &islo ¢ m4 aspori jednoho
prvodiselného délitele p < a < |/n. Ze vztahil p | a, a |n
plyne p | n.

Chceme-li v mnoZiné¢ vSech pfirozenych &isel, kterd ne-
jsou v&tsi neZ dané pfirozené Cislo » vyhledat vSechna
prvocisla, miZeme tak udinit zpisobem, ktery se oznacuje
nazvem Eratosthenovo sito. Jeho popis 1 podrobné&jsi vy-
svétleni najdete* ve svazku 2 této kniZnice. Tam najdete
také informace o nékterych tabulkich prvocisel, jeZ byly
a jsou vydévany pro potfebu matematiku, pracujicich v &i-
selné teorii.

Vsechna prvodisla miZeme sefadit v rostouci posloup-
nost prvodisel, jejiz n—ty Clen oznaCujeme zpravidla p,.
Z této posloupnosti prvocisel zndme od r. 1959, kdy byly
vyddny dosud nejrozsdhlejsi tabulky prvocisel, vSechna
prvocisla p,, pro néZ plati n < 6 000 000. Z posloupnosti
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prvolisel uvddime tyto pfiklady: p1 =2,p,=3,p,=035,
Pa=T, ps=11, pg =13, p, = 17, p3 =19, p, =23,
P10 =29, ...y P30 =113, p3; = 127, ..., pgg = 503, ...,
Proo = 541, ..., Page= 1223,..., p;,oo = 1987, ...,
p400 == 2741, csey P500 = 3571, c ey plOOO = 7919, “ sy
Dsoso 099 = 104 395 301. O n&kterych dalSich prvocislech
mnohem vé&tSich neZ dislo 104 395 301 se jeSt€¢ dovite
v kap. 10, za niZ je zafazena tabulka viech po sobé& jdoucich
prvocisel od 2 do 1987. PouZivejte ji pfi feSeni n&kterych
uloh, z nichZ jednu ihned roziesime, abychom si osvétlili
prakticky vyznam vét T, a Ty,

PFiklad 36. O Cislech m=255989 a n=m + 1 =
= 255 990 rozhodnéte, zda jsou sloZend nebo prvodisla.

Délime-li &islo m postupné prvolisly p, = 2, p, = 3,
P3 =75, ... pgs = 499, pgg = 503, zjistime, Ze c1slo m neni
déliteiné 2édnym 2 t&chto prvoéisel Dalsi déleni nemusime
jiz provadét, nebot jsme zjistili, Ze Cislo m neni délitelné

¥4dnym prvodislem p < }/255 989 < 506, a %e je tedy
prvodislo (podle véty T,;). Pro vysetfeni &fsla n stadi uvést
snadny rozklad n = 10.255 99, z n€hoZ plyne, e Cislo »
je sloZené (podle véty Ts,).

K rozkladu ¢&isla n = 255 990 poznamenavame, ie je
ponévadZ snadno najdeme délitele 2, 3, 5, 7 daného &sla,
Kdy# najdeme rozklad n = 2.3.5.7. 1219 muZeme po na-
hlédnuti do tabulek zjistit, Ze 1219 neni prvoéislo. Najde-
me-li jeho rozklad 1219 = 23.53, mlZeme zapsat n =
=2.3.5.7.23.53. V tomto soulinu je kaZdy Cdinitel
prvocislo. Rozklad ¢isla # na soudin prvocisel nazyvime
rozkladem &isla n v prooinitele.

Pfi nahlédnuti do tabulky prvocisel jste si jist& vSimli
toho, Ze v rostouci posloupnosti viech pfirozenych Cisel
jsou prvolisla nepravidelné rozloZena. Tak7napf. mezi
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prvodisly 71 a 73 je rozdil 2, takZe mezi nimi lei jediné
dislo sloZené, zatimco mezi prvodisly 89 a 97 je rozdil 8,
takZe mezi nimi leZi 7 &isel sloZenych (90, 91, 92, 93, 94, 95,
96). Snad si pfitom poloZite otdzku, jak velky je pocet
prvocisel. Dfive, neZ na ni odpovime, pfipravime vis na
jedno feSeni této ulohy definici ¢isla n/ a pEikladem.

D,, Sou&in viech pfirozenych Cisel, kterd nejsou vétsi nez
dané pirozené &slo n, . soudin 1.2.3.4... (n-)n
oznalujeme symbolem n! a &teme n faktoridl; mimoto
definujeme 0 = 1.

Snadno vypoéteme, 2e 1/ = 1, 2/ = 2,3/ = 6, 4! = 24,
5!/ =120, 6/ = 720, 7! = 5040, 8/ = 40320, 9/ =
= 362 880, 10/ = 3 628 800 atd. Ve Valouchovych tabul-
kich najdeme tabulku faktoridld pro vSechna n < 30,
z ni% zjistime, Ze napf. 30/ md zapis v desitkové soustavé
o 33 cifrich. Jsou tam téZ dekadické logaritmy vSech
faktoriila n! < 200/, z nichZ napf. vyCteme, Z¢ log 112/ -
= 182 295 458 ..., coZ znamend, Ze &slo 112/ m4a pfi za-
pise v desitkové soustave 183 cifer.

P¥iklad 37. DokaZte, Ze existuje prvodislo vétsf neZ libo-
volné dané pfirozené &islo .
Cislo n/ =1.2.3.... (n — Dn je jist& dé&litelné kazdym
pfirozenym C{islem x < n, avSak Cislo #»/ + 1 > n neni
dé&litelné 24dnym z &isel 2, 3, ..., n-1, n, nebot pfi
déleni kterymkoli z nich dostaneme neuplny podil a zbytek
1. Podle véty T,, ma kaZdé pfirozené Cislo v&tsi neZ 1 aspoil
jednoho prvociselného délitele p. Plati tedy i v tomto pii-
padé p | n/ + 1, o némZ vsak vime, Ze p > n.

Ty Prvoéisel je nekoneiné mnoho.
Nepfimy dukaz véty T,4 je snadny. Pfedpoklidejme, Ze
mnoZina viech prvolisel je konend. V tom pfipadé muiZe-
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me najit takové pfirozené Cislo n, Ze pro kazdé prvodislo p
plati p < n; stadi k tomu zvolit za n nejvétsi prvocislo
z predpoklddané koneCné mnoZiny vSech prvocisel. To
viak je ve sporu s vysledkem nasi dvahy v pfikladu 37,
v némZ jsme dokdzali, Ze lze najit vZdy prvocislo p, které
je vét§i neZ libovolné dané pfirozené Cislo #. Neni tedy
moZné, aby platil piedpoklad o kone¢nosti mnoZiny viech
prvocisel. Plati jeho popieni (negace), coZ je véta Ty,.

Pfekvapuje, Ze otizku o poltu prvocisel si poloZili jiZ
felti matematikové a s uspéchem ji rozfesili. Dukaz o tom,
Ze prvocisel je nekoneéné mnoho, najdeme jiz v IX. knize
slavného Euklidova dila Stoichéia (Zdklady)*). Euklides
(365?—300? pfed n. 1.) uved! diikaz jiny, ale zdkladni idea
dikazu jim uvedeného i diikazu ndmi provedeného je spo-
leCna. Volili jsme pozménény dikaz jen proto, abyste
rychleji pochopili dikaz nasledujici véty.

Ty, Je-li dino libovolné prirozené &islo m, miigeme vidy najit
m po sobé jdoucich prirozenych Eisel takovych, Ze kaZdé
z nich je &slo slogené.

Utvofime posloupnost m po sobé jdoucich pmozcnych
cisel a, = (m + 1)’ 4+ 2,a, = (m+ 1)’ + 3, a,=(m+
+ 1!+ 4,. (m + 1! + (m+ 1) Plati ziejmé:
2| a,, nebot kaid)" ze sCitancu je délitelny dvéma, 3 | a,,
nebot kaZdy ze s¢itancu je délitelny tfemi, ... m + 1 | am,
nebot kaidy ze séitanci (m + 1)/, m 4+ 1 je délitelny
¢islem m + 1. Tim je dokdzina existence posloupnosti m
po sobé& jdoucich Cisel sloZenych.

Zvolime-li napf. m = 7, pak jist& posloupnost sedmi po
sobé jdoucich pfirozenych Cisel 8/ + 2, 8/ + 3, 8/ 4 4,
8/+5,8/+6,8 + 7,8/ + 8, 4. cisel 40 322, 40 323,
*) Misto puvodniho feckého jména Eukleides se uZiva larinizovaného

jména Buklides, ponévadz jeho dilo Stoichéia (Zdklady) stalo se nejvice
znimym 2 latinského piekladu Elementa (Zéklady).
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40 324, 40 325, 40 326, 40 327, 40 328 ma za Cleny jen Cisla
sloZend. UZitim rozsahlej$ich tabulek prvocisel byste mohli
snadno zjistit, Ze pravé nalezend posloupnost sedmi po sob&
jdoucich ¢isel sloZenych je vybrdna z posloupnosti 53 po
sob& jdoucich Cisel sloZenych, kterd zacind Cislem 40 290
a kondi Cislem 40 342. Vime tedy nyni, Ze existenci sed-
mi po sobé jdoucich Cisel sloZenych lze dokizat riznymi
pfiklady, k nimZ patfi i dtive nalezend &isla 90, 91, 92, 93,
94, 95, 96. .

Kdybychom chtéli najit 111 po sobé jdoucich Cisel slo-
Zenych metodou, kterou jsme ukdizali pfi dikazu véty T,
pak bychom ihned mohli udat jako prvni ¢len takové po-
sloupnosti Cislo 112/ + 2, jehoZ zapis v desitkové soustavé
mé 183 cifer. Ale uZitim né&kterych rozsdhlejSich tabulek
prvocisel bychom mohli zjistit, Ze jiZ mezi prvocisly 370 261
a 370 373 lezi 111 Cisel slozenych. Konstrukce ¢&iselné po-
sloupnosti, kterou jsme popsali pfi dikazu véty Tj,, ne-
slouZi oviem k tomu, abychom pomoci ni hledali m nej-
mensich po sob& jdoucich &isel sloZenych, ani k tomu,
abychom hledali interval ohranifeny dvéma prvodisly,
mezi nimiZ leZi pravé m ¢isel slozenych. M4 vyznam hlavné
tim, Ze ndm zajiltuje existenci posloupnosti m po sobé
jdoucich Cisel sloZenych. Vime nyni, Ze na otdzku, zda
existuje napf. milién po sob& jdoucich &isel sloZenych, je
odpovéd kladna.

T,y KaZdé prirozené &islo n > 1 je mosno rozloZit v soutin
n = PiDaPs - . . Ph—1Dhs U NEMZ Prspos. . - Pk JSOU Proo-
cisla, k je Cislo pfirozené, takZe nevylulujeme ptipad,
kdy soutin md jediného &nitele. Takovy rozklad Cisla se
nazyvd rozklad v prvolinitele a je mozny jen jedinym
zpusobem, md-li platit p; < p, < py ... = pr, nebo
nepokldddme-li za rizné rozklady liSici se jen pofadim
prvoéinitelii.
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Podle véty T;, md kazdé pfirozené C&islo 7 > 1 asponl
jednoho prvoéiselného délitele, z nich? nejmensi oznalme
p.. Plati pak n = pyny, kden,; = 1. Je-lin, = 1, pakn = p,
v souhlase s uvedenou vétou. Je-li n, > 1, najdeme opét
nejmen$f prvodiselny délitel p, ¢isla »,, takZe plati n, =
= py.ny kde n, = 1; odtud n = p,p,n,. Je-li n, = 1, pak
n = p,p,. Neni-li n, = 1, pokrac¢ujeme dile v rozkladu ob-
dobnym zpiisobem a dostaneme 7, = pyn,, odkud n =
= p1paDan, atd., aZ koneéné dospéjeme k rozkladu n,_,=
= pim, kde np, = 1, a proto n = p,p,...ps. Je zfejmé, Ze
pii tomto zpusobu postupného vybirani nejmensich prvo-
Ciselnych délitelt py,p,,p, atd. musime dospét vzdy k témuZ
rozkladu daného ¢isla # v prvocinitele. L.ze ovSem namit-
nout, Z¢ bychom snad mohli dospét k jinému rozkladu
¢isla n v prvodinitele, kdybychom prvociselné délitele roz-
klddanych Cisel vybirali podle jiného pravidla neZ v po-
stupu privé€ popsaném, kdy jsme pro ka?dé rozklidané
dislo vybrali za prvniho Cinitele jeho nejmensi prvociselny
délitel. Jesté v tomto ¢lanku ukdZeme jinou metodou jedno-
znacnost rozkladu pfirozeného Cisla v prvodinitele, a to
tak, Ze uvedeni ndmitka odpadne.

Ty Kazdé pfirozené &islo n > 1 je mozno rozlozit v soudin
pFirozenych mocmin riznych prvolisel qiy Goy .- -5 gm
tak, Ze

ry, r3 Ty Tm

n=4¢q 9 493 -.-4dm >

a to jedinym zpiisobem, md-Ii platit ¢, < g, < q5 ...
< gm nebo nepokldddme-li za rizné takové rozklady,
jeZ se lisi jen pofadim &initeli. Tento rozklad se Easto na-
zyvd kanonicky rozklad pFirozeného &sla n > 1 v prvo-
&nitele,
Tento rozklad se li§i od pfedchizejiciho jen tim, Ze soucin
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stejnych prvodinitel je nahrazen mocninou, jejimZ zakla-
dem je pfisluSné prvocislo a mocnitelem pfirozené &islo.

P¥iklad 38. RogloZte v prvodinitele tato Cisla: a) 360,
b) 420, c) 2047, d) 4519.
2)360 = 2.180 =2.2.90 =2.2.2.45=2.2.2.3.15 =

= 2.2.2.3.3.5=28.32.5,

V tomto pfikladé jsme chtéli osvétlit postup vySe popsany
1 tim, Ze jsme postupné hledali prvocinitele tvofici neklesa-
jici posloupnost. Jinak viak je moZno rozklad urychlit zpi-
sobem déle naznadenym:
b) 420 = 42.10=6.7.2.5=2.2.3.5.7=22.3.5.7.
c) 2047 = 23.89.
Prvni Cinitel 23 najdeme tak, Ze nejprve zkoumdme, zda
dané ¢islo ma prvociselné délitele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19
a konecné 23. Zjistime-li tak, Ze 2047 = 23.89, ustaneme
jiz v dalSim rozkladdani, kdyZ totiZ zpaméti (tj. ze znalosti
malé ndsobilky) nebo z tabulky I zjistime, Ze 89 je prvodislo.
d) Pii hleddni rozkladu d¢isla 4519 zkoumdme opét jeho
délitelnost Cisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, .. ., 61, 67, nebot p = 67
je posledni prvotislo, pro n& plati p < [/4519 = 67,2
(viz Tyg).

T,o Zndme-li kanonicky rozklad koneiného poltu priroze-
nych &isel v prvolinitele, pak jejich nejvétsiho spoleéného
délitele najdeme jako souéin mocnin vSech prvoéisel, kterd
se vyskytut v rozkladech viech danych Eisel, priems
za mocnitele zvolime nejmensi ze viech exponenti pri-
slusného proolisla ve vech rozkladech.

T, Zndme-li kanonicky rozklad koneéného poctu pfiroze-
nych &isel v prvoimitele, pak Jejich nejmensi spoletny
ndsobek najdeme jako soulin mocnin viech prvoczsel
kterd se vyskyruji v kanonickém rozkladu aspori jednoho
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z danych &isel, pFitemZ za mocnitele kagdého prvoéisla
zvolime nejvétsi ze vSech exponenti mocnin o témse
2dkladu v jednotlivych rozkladech. .
Tak napf. po urCeni kanonickych rozklada disel
840 = 23.3.5.7, 900 = 22.32.52%, 1100 = 22.52,11
snadno najdete (840, 900, 1100) = 22.5 = 20; [840, 900,
1100] = 22.32.52.7.11 = 138 600.

T, Je-li celé &islo b délitelem soucinu celych &isel a,y ay a je-li
b nesoudéiné s a,, pak je b délitelem a,.

Ziejmé plati a, | a,a, a podle pfedpokladu téZ b | a;a,.
Podle véty T,, musi byt i nejmensi spolecny ndsobek &isel
a;, b délitelem soulinu a,a,, tj. plad [a,, 8] | a;a,. Aviak
podle véty Ty, [a,, ] = a;b, nebot a,, b jsou podle pied-
pokladu ¢isla nesoudélnd. Ze vztahu a,b | a,a, plyne a,a, =
= a,bq a po zkrdceni a, = bg, cOZ znamena b | a,.

Véta T, byva nékdy pro svou dileZitost oznaCovana jako
fundamentdlni v&ta aritmetiky. Lze ji zobecnit a vyvodit
z nf i jiné disledky, zejména- véty o délitelnosti souéinu
pfirozenych &isel ay, ay, as, . . . ax prvocislem p.

Dasledek 1. Jesthize prvoéislo p je délitelem soulinu ce-
lych Cisel ajaqzay . . . ax a pritom neni délitelem £ddného z Eisel
Qys Qyy gy . « -5 Ak —q, pak Je délitelem &isla ay.

Daisledek INI. Fe-li proodislo p délitelem soucinu celych
Cisel aiaa, ... aw, pak je délitelem aspori jednoho &nitele
tohoto soutinu.

Nynf jeité stru¢né naznacime, jak je moZno dokdzat, Ze
rozklad pfirozeného &isla #» na prvolinitele lze provést jen
jedinym zptsobem, jak jsme to jiz vyslovili ve vétich Ty
a T,,. Pfedpokladejme, Ze existuji dva rozklady Cisla # na
prvodinitele, tj.

n=pipePs .- Pi---Pr= G2y --- gj--- gm (D1).
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Ziejmé plati p, | n, aviak také p, | ¢,4; ... ¢m. Podle da-
sledku II véty T,, musi byt aspoi 1eden Cinitel souinu
49z - - - gm d¢litelny prvoélslcm p1- Necht je to gj, takZe
plati pl ] g;. To vsak je moZné, jen kdyi p1 = ¢. Kdyby
tomu tak nebylo, pak by p, bylo mensi neZ g; a &islo g,
by mélo délitele p, < ¢;a nemohlo by byt tedy prvocislem,
jak jsme pfedpoklddali pfi rozkladu ¢isla n v prvodinitele.
Kritime-li rovnost souéini (7,1) Cislem p, = ¢; a pokra-
¢ujeme-li v dikazu naznaenym zpisobem, dokaZeme, Ze
dalsi prvocisla p, p3, ..., px se rovnaji vidy jednomu
z prvocisel ¢;, gos .. .5 qma Ze k= m.

P¥iklad 39. Urcete vsechna celd isla x, pro kterd je
y = x* + 4 prvodlislo.

Nejprve provedeme rozklad polynomu x* 4 4 na soucin
dvou polynomu zpiisobem, ktery byl vysvétlen na konci
kap. 1. Tak dostaneme

=x—2x+2)(x*+2x+ 2)=
= [ — D+ 1[G + 1° + 1.

K tomu, aby y bylo prvocislo, je nutné, aby jeden z &ini-
teld soucinu se rovnal 1, coZ miZe nastat jen v pfipadech
x = 4 1. V tom pfipad¢ se vSak druhy Cinitel rovnd 5,
coz je prvocislo. Polynom x* + 4 nabyva tedy prvocxselne
hodnoty jen pro x = + 1.

P¥iklad 40. Je-li prvocislo p = 7, pak pfirozené &slo
n = p* — 1 je ndsobkem ¢&fsla 240. DokaZte.
Dvojclen p% — 1 lze rozloZit v soudin tfi Ciniteld (p — 1)
@+ 1) (p*+ 1). PonévadZz p = 7 je liché prvodislo, je
kaZdy cinitel souinu &islo sudé. Ponévadz p — 1, p+ 1
jsou dv& po sobé& jdoucf sud4 ¢isla, je jedno z nich délitelné
4. Z toho plyne 16 | n. Pon&vadZ p = 7 je prvodislo, ne-
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miZe byt nisobkem ¢&isla 3, nybrZ musi byt ¢islem tvaru
3k + 1 nebo 3k — 1, kde k je Cislo celé. V prvém pripadé
plati p — 1 = 3k, v druhém p 4 1 = 3k a proto v obojim
pfipad€ 3 | n. PonévadZ p = 7 je prvocislem, nemuizZe byt
rovno &islu 5 ani jeho ndsobku, a musi byt Cislem tvaru
5k 4+ 1 nebo 5k 4 2. Je-li p = 5k + 1, pak p — 1 = 5k;
je-li p = 5k — 1, pak p + 1 = 5k; je-li p = 5k 4 2, pak
P+ 1= (5k £+ 2)* + 1 =5(5k* £ 2k + 1).0dtud ply-
ne 5 | n. Ponévadz Cislo 7 je délitelné Cisly 16, 3, 5, je déli-
telné téz ]e]lCh nejmensim spoleénym nasobkem, tj. Cislem
2¢.3.5=

P¥iklad 41. Dv& posloupnosti {a.},{bn} jsou ureny tak,
Ze pro n=1 plati: g, = 2%+1  20+1 L |, b, =
= 2%+1 _ 2n+1 | ] Dokaite, Z¢ pro kazdé pfirozené
¢islo n plat praveé jeden ze vztahii 5 | a, nebo 5 | by.

Soulin a.b, = 427+1 4- 1, jak snadno zjistime,

g+l 4] = (44 1) (4% —42-1 4 . + 1)[podle (1,4)].

Je tedy 5| anb, a podle disledku II véty T,, musi byt
aspoil ]edno z Cisel a,, b, délitelné 5. Neni viak moZné, aby
ziroveri platilo 5 | a,, 5 | bs, nebot v tom piipadé by muselo
€2 platit 5 | a, ; bn, Cili 5 | 2°+2, coZ je zfejm& nemoZné.

Proto je vZdy pravé jedno z Cisel an, b, délitelné 5. Sami
si snad najdete jiné zpisoby feSeni této wlohy.

Cvileni

7,1. V tabulce I vyhledejte viechna prvociselnd dvojéata
a urlete jejich pocet. Ndzvem prvociselnd dvojcata oznatu-
jeme takové dvojice prvoéisel {tns Pn+1)p pro n& plad
Pn+1 — Pn= 2. (Dosud nevime, zda prvociselnych dvoj-
¢at je nekonené mnoho.)

91.



7,2, Najdéte nejmensi pfirozené Cislo x, pro které funkéni
hodnota daného polynomu je &islo sloZené:
a)x®*+x+5 b)x®+x+11, ¢ x>+ x+ 17,

d) 22+ x+ 41, e) x2—33x + 289, f) x* —8lx +
+ 1681. .

7,3. Najdéte 13 po sobé& jdoucich cisel sloZenych. Ulohu
feSte dvojim zpuisobem: a) vypoltem vysvétlenym v textu
tohoto ¢lanku, b) uZitim tabulky prvodisel.

7,4. RozloZte v prvodinitele ¢isla: 8190, 8191, 8192, 23 727,
32767, 83 736.

7,5. Je ddna posloupnost pfirozenych &isel vzorcem pro
n-ty &len a, = n!. Pro kterd n jsou Cleny posloupnosti
{S,.},V niZ 53 =ap,5, = a, + Ay $3=0a, + a3+ ag .. .,
$s =a, + a; + ... + a, druhymi mocninami pfirozenyech
d&isel.

7,6. Urlete poslednich 249 cifer &isla 1000/ + 2 pfi jeho
zdpisu v desitkové soustavé. Udejte nejmensi polet po
sob¢ jdoucich sloZzenych {isel, mezi kterd patii &islo 1000/ +
+ 2,

7,7. DokaZte o polynomech a) x* 4 64, b) 4x* + 81, Ze
nemohou nabyt prvocliselné hodnoty pro Zadné celé Cislo x.
7,8. DokaZte, Ze kazdé pfirozené Cislo n > 11 je soultem
dvou Cisel sloZenych.

7,9. Najdéte vSechny aritmetické posloupnosn tii prvolisel
s rozdilem a) 2, b) 4.

7,10. DokaZte, %e existuje jedind p&ti¢lennd aritmetickd
posloupnost prvodisel s rozdilem 6.
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