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1. kapitola

PREDBEZNE POZNAMKY
POLOROVINA

Zopakujme si nejdifv nékteré véci, které zname ze $koly.
Pisludna tvrzenf si uvedeme vét§imou bez dikazi a olfs-
lujeme si je jako véty, abychom se na né mohli v dal$im
textu snadno odvolavat.

Predevifm poznamenavame, Ze slovo ¢&fslo znamena
viude v této knfice &slo redlné; piidavné jméno reilné
budeme pro struénost vynechavat. Cfsla budeme ozna-
¢ovat malymi pfsmeny latinské abecedy, tedy q, b, ¢, ...,
ky ...y @ ooy X, ¥, 2. Tak tomu je hned v prvnich vétach,
jejichZ obsah jisté snadno pochopite, zvlasté kdyz si pii-
slu¥nd ¢&fsla zndzornite jako body na ose &fselné, tj. na
piimce.

Symbol a < b oviem znamen4, Ze &fslo a je men3f nez
¢slo b; podobné ¢ > d znamena, Ze &fslo ¢ je vét¥f neZ
¢slo d. Je vam znémo, Ze jsou-li @, b dvé& pevné zvolend
¢sla, pak pro né plati pravé jeden ze vztaht

a<b a=5a>b (1,1)

Symboly >, < ptedstavujf tzv. ostré nerovnosti. Vedle
toho zavadime v matematice i neoséré nerovnosti; symbol
a < b znamen4, Ze &islo @ je mensf nebo rovno &islu 6.
Srozumitclnéj$f je, kdyz fckneme, Ze symbol a < b
znamend, Ze pro &fsla g, b platf bud prvni, nebo druhy
ze vztaht (1,1). N&kdy totiz nemiiZzeme piedem Fci, kte-
ry z obou uvedenych vztahti ¢ < b a a = b plati; vime
jen, Ze neplatf vztah tfet, e neplatf ¢ > &; to pravé
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zapisujeme stru¢né symbolem ¢ = . Podobné zipis
a = b znamend, Ze neplatf a <b, Ze tedy je bud
a > b, nebo @ = b. Neostré nerovnosti nebyly dffv tak
tasto uzfvany jako dnes, a proto star§f lidé na né nejsou
zvyklf; téZko pak chdpou napifklad spravnost zcela prav-
divého zapisu 4 = 4, a&koliv neffka nic jiného, nez Ze
tislo 4 nenf vét¥ nez 4.
Pristupme uZ k prvn{m vétim.

Véta L1, Je-lia <b, b <c, jetakéa <c.
Véta 1,2, Je-lia < b,jetakéa + ¢ <b + ¢ pro kaZdé c.
Véta 1,3. Fe-lia < b, jetaké a — ¢ << b — ¢ pro kaZdé c.

Obé poslednf véty si snadno zapamatujeme tfmto
heslem: smys! nerovnosti zdstane zachovan, pfi¢teme-li
(nebo odetteme-li) na kazdé jejf strané totéz &islo.

Véta 1,4. Fe-lia <b,c <d,jetakéa +c <b +d.

To se tasto vyjadfuje slovy, Ze nerovnosti stejného
smyslu je dovoleno séftat.

Véta 1,5. Fe-lia <bac >0, je také ac < be.

Aspoil zde si uvedme dikaz. Z predpokladu a < b
plyne podle véty 1,3, ze je 6 —a > 0. Soulin obou
kladnych &isel (b — a) . ¢ je oviem &fslo kladné, je tedy
(b —a).c>0 a podle véty 1,2 je pak bc > ac, jak
tvrdf nade véta.

_V&tu 1,5 si zapamatujeme slovy, %e smysl nerovnosti
zustane zachovdn, zndsobime-li obé jejl strany tymz
kladnym &fslem. Naproti tomu nasobenf zdpornjm &islem
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ma za nésledek obracenf smyslu nerovnosti, jak je pfesné
formulovano v dalsf vét¢, jejiz dikaz provedetc snadno
podle piedchazejfctho sami.

Véta 1,6. je-li a <b, ¢ <0, je ac > be.

Déleni nerovnosti néjakym &fslem d # 0 je uz v pod-
stat& obsaZeno ve vétach 1,5 a 1,6, protoze délit &fslem d
znamend totéZ jako ndsobit efslem ¢ = % Uvedeme to

uz stru¢né:

Véta 1,7, Jelia <b,d> 0, je % <

Véta 1,8. Fe-lia < b,d <0, je % >

Nékdy lze vyhodné pouZit této véty:

&l af o

Véta 19. Jeli 0 <b <a,je — < 5

Zde si stadf k dikazu uvédomit, ze —})— — % = aa 5 b
a Ze z danych pfedpoklada plync a—b> 0iab > 0.

Z analyucké geometrie si pfipomeneme nékteré tvary
rovnice pi{mky. Uzgcme jen pravouhlych kartézskych
soufadnic x, y v roviné, pfi¢emz se zdsadné smluvime na
tom, Ze soufadnicovou osu x budeme kreslit vodorovné;
z gcomctrického hlediska to nenf nutné, vime, Ze soufad-
nicové osy miZeme rizné otdéet okolo potitku do no-
vych poloh, ale v souvislosti s nefovnostmi se nafe vy-
jadfovan{ velmi zjednodudi, zvolfme-li osu ¥ vodorovnou
a osu y pak oviem svislou. (Viz obr. 1.) Kazda z téchto
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os soufadnicovych nenf nic jiného nez osa ¢&fselnd; obé
tyto osy majf spole¢ny potatek 0, totiz bod, jehoZ obé
soufadnice jsou rovny nule. Na vodorovné ose x vyna-
§ejme soufadnice obylejnym méfitkem tak, Ze ze dvou
bodt bude vlevo bod s men3f soufadnicf a vpravo bod
s vét¥f soufadnicf. Tak vlevo od podatku jsou na ose x vy-
znaéeny body, jejichZ soufadnice x je zdpornd, vpravo
od potatku jsou body s kladnou soutadnici x. Na svislé
ose » jsou podobné body s kladnou soufadnicf y zobra-
zeny nad po¢itkem a body se zapornou soufadnicf{ pod
pocatkem.

Mai-li bod 4 v této soustavé soufadnice x, », zapi§eme
to stru¢né symbolem A [x; y], nebo budeme hovofit jen
o bodu [x; ] atp. Je zfejmé, Ze body s kladnou soufadnicf
7 lezf nad osou x, kdezto body lezici pod osou x majf sou-
fadnici y zapornou. Podobné body leZici vpravo od osy y
majf soufadnici ¥ kladnou, body lezicf vlevo od osy y
majf soutadnici x zdpornou. Toto pohodlné uzivéanf slov
»vlevo, [ vpravo®, ,,nad* a ,,pod‘‘ je umoZnéno pravé
tim, Ze jsme osu x zvolili vodorovnou.

Zikladnfm tvarem rovnice piimky bude pro nds v této
kni*ce zndmy tvar smérnicovy

y=kx +yq, (1,2)

kde £ a ¢ jsou konstanty a x, y jsou proménné soutadnice
bézného bodu pifsluiné piimky. Nezapomeiime, Ze touto
rovnicf lze vyjadrit kazdou pimku v roviné s vyjimkou
pifmek rovnobéznych s osou y. Pfitom &fslo ¢ se nazyva
usek vytaty na3f pifmkou na ose y, nebot prisettk této
pffmky s osou y je bod [0; g], jak se snadno presvédiite
dosazenfm x = 0 do rovnice (1,2). Zvla§té tedy pifmka
prochdzejici poitkem a riznobéZna s osou y ma rovnici

y=kx: (1,3)
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Cislo k, vystupujic{ v rovnicfch (1,2) a (1,3), se nazyvé
smirnice pEisluiné p¥imky; ve $kole se dokazu_]e Ze je to
tangens smérového uhlu ¢ této piimky, tedy

k=1tgp; (1,4)

v obr. 1 je ndzorné vyznalen smérovy tihel ¢ pifmky m
a pHmky z.

-3 Obr. 1

Vodorovné pfimky, tj. pfimky rovnobézné s osou x,
jsou zfejmé charakterizovany tim, Ze jejich smérnice je
rovna nule, tedy £ = 0. Je-li k¥ # 0, pak uZ pifsluind
piimka nen{ vodorovnd; to se projevuje tim, Ze soutrad-
nice y bodu, ktery probiha tuto pifmku, se rizné méni;
bud roste, nebo klesi. Ale tim uZ jsme pfivedeni k ne-
rovnostem. Abychom si to px"csné vyjadfili (viz dale véty
1,10 a 1,11), uvédomfme si, Ze pro k # 0 je na pravé
strané rovnice (1,2) nebo (1, 3) Sfunkee linedrni (proménna
x je tu v prvn{ mocnin€). Znazornffe-li si graficky né-
jakou takovou funkci nebo tfeba i:jinou funkci (napf.
sin x, cos x, log x, atd.), vite, Ze nékdy s rostoucifm x roste



v urditém useku také y, tj. roste hodnota funkce; v tom
piipadé mluvime o funkci rostouct (v urditém useku).
JestliZe pfi rostoucim x klesd pifsluiné y, nazyva se ta-
kovad funkce klesajici (v uréitém useku). Pro linearn{
funkci dokdZeme snadno tyto dvé véty:

Véta 1,10. Fe-li k > O, je linedrnl funkce dand rovnict
(1,2) viude rostouct.

Dikaz. Zvolme x, < x, a oznatme

h=kx+q 9 =k +q.

ProtoZe je k > 0, je podle véty 1,5 také kx, < kx, a déle
podle véty 1,2 také kx, + g <kx, + g &ili y; <,.
Vzrostlo-li tedy x z x, na x,, vzrostlo také pfisluiné y z y,

na y,.

Vé&ta 1,11, Je-li k <O, je linedrni funkce dand rovnict
(1,2) vSude klesaytci.

Diikaz je stejny jako v pfedchazejicfm pipadég, jenom
se misto véty 1,5 uZije véty 1,6; pro », < x, vyjde pak
I > s

V obr. 1 jsou zndzornény oba  p¥{pady uvedené ve
vétich 1,10 a 1,11, PHmka m tam nakreslend m4 smé-
rovy thel ¢ ostry, je zde tedy podle vzorce (1,4) & > 0;
vskutku, roste-li x (tj. postupujeme-li po ose x zleva do-
Prava), zvétSuje se neustdle i soufadnice y pffslu§ného
bodu piimky m, funkce je rostoucf. Pf{mka n ma k£ < 0
a znazoriiuje na obr. 1 linedrnf funkci klesajici.

‘Nahradfme-li v rovnici (1,2) znamen{ rovnosti zna-
men{m nerovnosti, pfejde tato rovnice v nerovnost;
vznikd otazka, jaky geometricky vyznam ma takové ne-
rovnost, &ili které body majf tu v]astnost, Ze jejich sou-
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Fadnice «, y splitujf p¥sluinou nerovnost. Prozkoumdme
to hned podrobné.

Véta 1,12. Horni polorovina vytatd piimkou o rovnici (1,2)
je mnofina (tj. souhrn) vSech bodi [x ; y], jejichZ soutadnice
spliiugi nerovnost

| yZkx +gq (1,5)

a obrdcené kaZdy bod, jeho# soufadnice splituji tuto merovnost,
patit do zminéné horni poloroviny.

Dukaz je bezprostfednf. Je-li M [x ;] vnitinf bod
nadi horni poloviny, lezi pod nim na hrani¢ni pfimce m
jediny bod M, [x; y,], ktery ma stejné velkou soufad-
nici x jako bod M (viz obr. 2); je tedy y > y, a zdroveii

o = kx + ¢, nebot bod M, lez{ na pfimce m o rovnict
(1,2). Odtud vychdzf y > kx + ¢. Protoze body dané
hraniéni pffmky pocitime také k poloroviné jf vytaté,
musime i tyto body k na¥f poloroviné ptidat, a proto
musfme ve vzorci (1,5) pfipustit neostrou nerovnost.
Cely tento mySlenkovy postup lze obratit, ¢fmzZ je véta
1,12 dokdzana.

Viimnéte si, Ze celd tato ivaha spolivd na tom, Ze
svisla pffmka vedend bodem A protina hrani¢nf pfimku
m poloroviny pravé v jednom bodé M,; to je umozné-
no tim, Ze ptimka m o rovnici (1,2) neni rovnobéZna s
osou y. Jinak bychom ostatné nemohli mluvit o ,,horni*
poloroviné, vytaté touto pifmkou.

Pro dolnf polorovinu, uréenou pifmkou m, tj. pro po-
lorovinu opa¢nou k té, o nfZ hovoif véta 1,12, dokazete
uz obdobné sami tuto vétu:

Véta 1,13. Doint polorovina zgyrata ptimkou o rovnici (1,2)
Je mnoézna vech bodit [x; y], jejich? soufadnice splnujz ne-
rovnost
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ket g (1,6)

a obrdcené kaZdy bod, jehoZ soufadnice spliiuji tuto nerovnost,
pat¥t do zminéné dolnt poloroviny.

Svisl4 pfimka, kterou jsme nutné ve vétich 1,12 a 1,13
vynechaly, uréuje oviem také dvé poloroviny; jejich ana-
lytické vyjaddfenf najdete snadno sami a dostanete tento
vysledek:

7,

Obr. 2

Véta 1,14. Levd polorovina uréend hraniéni piimkou o rov-
nici x = ¢ (kde ¢ je konstanta) je mnoZina viech bodi, pro néZ
Je x < ¢, a pravd polorovina urlend touto piimkou je mnoZina
vSech bodii, pro néf je x = ¢ .

Analytické vyjadreni polorovin pomoci pfislu§nych
nerovnost{ budeme potfebovat i v piipadé, kdy hranién{
pifmka nenf uréena rovnicf ve smérnicovém tvaru, ale
kdy je uriena jakoukoli linedrnf rovnicf. Velmi jedno-
duché¢ pifpady ptimek rovnobéznych s osami soufadnic
viak uz pfitom vynechame, protoZe jsou zahrnuty ve
vétach 1,12 az 1,14, '
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Véta 1,15. Pfedpoklddejme, Ze v rovnici primky
ax +by +¢=0 (1,7)
jea >0, b > 0. Potom horni polorovina urlend touto [;fz'mkou
Je mnoZina viech bodi [x; y], pro néZ je
ax +by +¢=0, (1,8)

a dolni polorovina uréend touto primkou je mnofina viech bodi

[x; ¥], pro néZ je
ax +by +¢<0. (1,9)

Dukaz. Rovnici (1,7) pfepiSme na tvar y = kx + ¢
tim, Ze polozime k = — %, g=— %
rovina je pak podle véty 1,12 charakterizovdna nerov-
nost{ (1,5), tj. :

Horni polo-

ax ¢

)

v

J

¢ili (viz vétu 1,2)
— 49y 4 Lo 0
5 y 5 =0

Nisobenfm ¢&fslem & > 0 na obou stranach dostdvame uZ
odtud podle véty 1,5 Zddanou nerovnost (1,8). Z véty
1,13 dostavime uZitfm nerovnosti (1,6) stejnym zpui-
sobem nerovnost (1,9). Protoze myS$lenkovy postup lze
v obou téchto pripadech obritit, plyne z nerovnostf
(1,8) a (1,9) charakterizace ptisluSnych polorovin. Tfm
je véta 1,15 dokazana.

Véta 1,16, Predpoklddejme, Ze v roynici pFimky
ax —by +¢ =0 (1,10)



jea > 0,5 > 0. Potom horni polorovina urlerid touto p¥imkou
Je mnoZina vSech bodil [x; y], pro néZ je

ax—by +¢ =0, .(1,11)

a dolni polorovina urlend touto piimkou je mnoZina viech bodi

[x; »], pro néZ je
ax —by +¢=0. (1,12)

Diikaz je v podstaté stejny jako u véty 1,15. Pfepsanfm
rovnice (1,10) na smérnicovy tvar ted dostdvime y =
=kx + ¢, kde k = _‘;— g= % a odtud uzitfm vét 1,12
a 1,13 plynou opét nerovnosti (1,11) a (1,12).

Viimnéte si rozdflu mezi vétami 1,15 a 1,16. Vétu 1,16
nebudeme v dalifm potfebovat, je uvedena jen pro
dplnost vykladu.

Pro dalsf potfebu si pfipomeiime ze stfedni $koly je§té
vzorec pro rovnici pifmky, kter4 prochdzf danym bodem
(%15 7] a m4 smérnici £, totiZ

I—n=k(x—mxn); (1,13)

proménné soufadnice bé%ného bodu pifmky jsou zde
oznadeny ¥, y. Je-li pifmka uréena dvéma body [x;; 3]
a [x,; ,], je za pfedpokladu %, # x,

k=220, (1,14)

X — X

Pifklady k tomu znéte ze $koly, zde téchto vzorct po-
uZijte ve cvitenich 1,7 az 1,10.
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1,1.

1,2
1,3.

1,4.

1,5.

1,6.

1,7.
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Cviéent

Které z vét 1,1 a2 1,4 zistanou v platnosti, kdy? je vyslo-
vime pro neostré nerovnosti misto pro ostré nerovnosti, tj.
kdyz nékteré nebo viechny symboly < nebo > v nich
nahradime symboly =< nebo =?

Zustane ostra nerovnost zachovana, nasobime-li kazdou jeji
stranu ¢islem nula?

Rozhodnéte, zda je spravna tato véta: Je-li ¢ < b, ¢ = 0,
je ac = be.

LezZi potatek v horni nebo v dolni polorovmé vytaté pfim-
kou o rovnici a) 2x + 3y + 2 =0, b) 3x—5y + 1 =0,
c) ax + by = 0, kde b # 0?

Najdéte analytické vyjédrem polorovin vytatych ptimkou,
danou tzv. tisekovou rovnici —;T +<~':~ = 1, kde ptedpokla-
dime p # 0, ¢ # 0. (Cisla p, ¢ uruji tseky vytaté danou
pfimkou na osich soufadnicovych.)

Jak se zméni véty 1,12 az 1,16, nahradime-li v nich viechny
neostré nerovnosti ostrymi nerovnostmi?

Ptimka ma smérovy uhel ¢ = 30° a proch4dzi bodem
A [1; 3]. Uréete nerovnost charakterizujici horni polorovinu
vytatou touto piimkou.

Uréete nerovnost charakterizujici dolni polorovinu vyfta-
tou pfimkou, ktera prochazi body [—4; 5] a [I; 2].
Ktera polorovina je uréena nerovnosti

a)3x +4—12=20,b)x—y+1=20,c)x—2=0.

. Rozhodnéte, zda linedrni funkce znazornéni ptimkou p

jerostouci nebo klesajici a napiite ptisluinou rovnici v téchto
piipadech: a) ptimka p prochazi body [0; 0] a [3; 1];
b) ptimka p ma smérovy thel ¢ = 135° a proch4zi bodem
[1; 0]; c) ptimka p prochazi body [—1; 2] a [5; 2].
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