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4. kapitola

RESENI NEROVNOSTI

Uzitf analytické geometrie si ukdZeme na jednoduchych
dlohdch z feSenf nerovnost{. Zprvu je asi stejné snadné
i feSenf aritmetické, tfm lépe viak na téchto jedno-
duchych pifkladech pochopime metodu geometrickou.

Priklad 4,1. Pro kterd &fsla x je

_|’2‘_| >3 —x? 4,1)
Vyraz na kaZd¢ strané této nerovnosti pfedstavuje né-
Jjakou funkci proménné x, coz zapfSeme ve tvaru

|*]

f@) =150, gx) =3—=x.

Snadno sestrojime grafy funkef y = f(x) a y = g(x) ve
zvolené soustavé soufadnic (viz obr. 18). Graf funkce
f(x), majicf rovnici y = —lg‘—, je lomen4 &ara s kritickym
bodem v potatku a dovedeme jej snadno sestrojit podle
vykladu v kapitole 2. V obr. 18 je vyrysovan plnou ¢arou.
Jedté snazi¥f je graf funkce g(x), nebot je to linedrn{
funkce o rovnici y = 3 — x; tento graf je v obr. 18 vy-
rysovan tarkovanou (prerufovanou) &farou. Ponévadi
jde vesmé&s o ptimky (pffp. polopifmky), zjistime takika
pouh}’rm pohledem na obr, 18, Ze oba tyto grafy se pro-

53



tthaj{ v bod& 4 [2; 1]. Ale my hleddme takové x, pro
které je podle (4,1) f(x) > g(x¥). Snadnym rozborem
zjistime uZitfm véty 1,10 a véty 1,11, Ze pro x > 2
(vpravo od pruseéfku obou grafit) je f(x) funkce rostouct
a g(x) klesajici. Je tedy pro x > 2stéle f(x) > f(2) =1
a g(x) < g(2) =1 ¢&ili celkem f(x) > g(x). Podobné
vidime, Ze pro x < 2 je f(x) < g(x). Danou nerovnost
te¥f tedy viechna &fsla x > 2 a Z4dna jina.
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Obr. 18

Napi¥me to je§té ve tvaru mnoZinovém podle kapito-
ly 3. Nerovnost (4,1) je feSena pravé t€mi &fsly «, pro kte-
rd platf x € (2; + ).

Pirtklad 4,2. Reste nerovnost
v 1| — |2+ 8]x— 1| —2|x— 2| <x+ 2. (42)
PoloZme podobné jako prve .
f#) =lx+1]— x| +3|s—1]|—2]x—2],
g(x) =x 4+ 2,
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Graf funkce f(x) je lomena ¢ira se &tyfmi kritickymi
body pro hodnoty x = —1, x =0,x =1ax =2 Na
obr, 19 je vytaZzena plnou tarou. Graf funkce g(x) je
piimka, vyrysovani na obr. 19 irkované, Oba grafy
se protfnaj{ v bodé¢ 4 [—2; 0] a pak maji pro x = 2
spole¢nou celou polopifmku poéinajici v bodé B [2 - 4].
Podobné jako v pfedchédzejicim pifkladé vidime, Ze ne-

y=foo
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Obr. 19

rovnost (4,2), tj. nerovnost f(x) < g(x), je splnéna
pouze pro x € (—2; +2) ¢&ili pro &fsla x spliiujici nerov-
nosti —2 < x < +2, nebot jen v tomto useku je ¢ira
» = f(x) pod €arou y = g(x).

Zkuste vyfefit nerovnost (4,2) aritmeticky a porov-
nejte pak vyhody i nevyhody aritmetického fefenf proti
geometrickému,

V daljf dloze bude pro zaéatcénfka dilezita formulace
vysledku.
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Pifklad 4,3. ReSte nerovnost
o Blr—1—x+ 1) —3[x—2| + [z —4 >
> (11—3x—5]x—1]). (4,3)

Postup fe§enf nenf uZ pro nas novy. Pismeny f, g oznal-
me funkce dané rovnicemi

Obr. 20

d
y=glx,/
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S = 5 Blr—1]—x +1) —3|x—2|+ |x — 4]

2(%) = % (11 — 8% —5 |x— 1),

Jejich grafy jsou na obr. 20; jsou to lomené &4ry. Kri-
tické body funkce y = f(x) dostdvdme pro x = 1, x =2
a x =4, funkce y = g(x) mé jediny kriticky bod pro
x = 1. Podobné jako difv je i zde graf funkce y = f(x)
vyrysovan souvisle (plnou ¢arou) a graf funkce y = g(x)
tarkované.
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Na¥f dlohou je najft viechna takova x, pro ktera platf

Sx) > &(#), ‘ (4,4)

coZ je v tomto pf{padé jen strugny z4pis nerovnosti (4,3).
Pii tro¥ce geometrického citu snadno nachizime, Ze oba

grafy se protinajl v bodech 4 [—1; 2] a B [—g—; 2].

Vlevo od priisetfku A4 je nerovnost (4,4) oviem splnéna,
protoZe v intervalu (— oo; — 1) je podle vét 1,10 a 1,11
funkce f(x) klesajicf a g(x) rostoucf; skutetné je pro
x<—Iviude f(x) >f(—1) =2 =g (—1)> g(x). Dale je
3

nerovnost (4,4) splnéna vpravo od bodu B, tedy pro x > -,

jak uZ &tendb vySeti podobné jako prve snadno sam;
1 pro tato x je stdle ¢ara y = f(x) nad &arou y = g(x).

Pro zbyvajicf x, tj. pro —1 < x < - -, tomu tak nenf
a proto viechna fefenf nerovnosti (4,3) jsou takovd
Usla x, pro kterd platf x < —1 nebo x > —2—*). Slavko

nebo ma zde sviij zvla$tnf vyznam, kterého si brzy viim-
neme. Difve se viak pokusme zapsat na§ vysledek pomoc{
mnozinovych pojmii. Nadli jsme, Ze viechna é&fsla x,
kterd fe$i nerovnost (4,3), tvoif dva intervaly, totiZ
interval (— o0; —1) a interval [ g—; + oo]. MnoZina
*) Jiny moZny postup fefeni nerovnosti (4,3) je tento: uZitim vét
1,2 a 1,3 ji pfevedeme na ekvivalentni nerovnost tim, %e viechny
&leny z pravé strany nerovnosti 4,3 pfevedeme na jeji levou stranu.
Po jednoduchém poltu seznaite, Ze to vede k tloze ze cvideni 4,2.
Pro sestrojeni grafu pfisluiné funkce potiebujete viak (pti zacho-
vani métitek z obr. 20) mnohem vice mista.
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viech fefenf nerovnosti (4,3) je tedy sjednocenfm obou
téchto intervald, takZe mitZeme napsat: &fslo x je Fefenfm
nerovnosti (4,3) tehdy a jen tehdy, je-li

se[(—ws—n U (55 +o)| @)

Vyhada tohoto z4pisu fefenf nerovnosti (4,3) vysvitne
nejlépe na nékterych hodné jednoduchych prikladech.

1.
y
y = fx) 2
y = gix} A 1 B8 _
H } 4
-1 0 1
Obr. 21

Je zfejmé, Ze napifklad nerovnost |x| < 1 je FeSena
pravé témi x, pro kterd platf —1 < x < + 1 ¢ili pro

€ (—1; +1). Snadno to pozndme i z grafického vy-
jadfenf funkcf f(x) =|x| a g(¥) = 1 na obr. 21, nebot
pravé v intervalu (—1; +1) je &¢4ra y = f(x) pod &arou
y =g(x), tedy f(x) <g(x). Naproti tomu nerovnost
|| > 1 ¢&li f(x) > g(x) je FeSena pravé témi x, pro
kterd je

¥x <—I1 nebox >1, (4,6)
coz jsou &fsla z intervalld )
(—ow0;—1) a (I; +oo). (4,7)
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Viimnéte si, e oba tyto z4pisy (4,6) a (4,7) majf stejny
matematicky obsah (znamenajf prosté totéz), i kdyz
v prvnfm z nich uZfvime spojky nebo a v druhém spojky
a. Kazdy viak citf, Ze v zapise (4,6) nelze'uZit spojky a,
protoze ¢&fsla x, pro kterd je x < — 1 a x > 1, neexistujf;
prunik intervala (4,7) je totiZ mnoZina prazdnd, pfSeme
piece spravné (— o ; —1) ) (1; 4+ o) = 2.V béZné
fe¢i mivajf vSak spojky a a nebo vyznam protichtidny;
v gramatice ¢teme, Ze a spojuje skoro vidycky vyrazy
soufadné, spojka nebo spojuje nejlastéji dvé odporujict
si véty v souvétl odporova. Rikime napitklad: ,,Pajdu
na prochézku, nebo (pijdu) do biografu.” Tu jde vidy
o dvé mozZnosti, které se navzijem vyluéujf, odporujf si.
V matematice viak prdvé spojka mebo znamend velmi
¢asto spojeni soufadné. Vime uz, Ze m je prvkem sjedno-
cenf mnozin A, B, je-lim € A nebo m € B; pfitom tyto
dvé moznosti se nevyludujf, neodporujf si, protoZe m
mize byt docela dobfe prvkem obou mnoZin A, B sou-
¢asné. Podobné neostrd nerovnost a < b, kterou ¢teme
slovy ,,a je men$f nebo rovno 5* pfipousti obé moznosti
a <bia=>~ Ale véta, 2e ,tfi body v rovin& urlujf
trojdhelntk, nebo lezf v pt{mce ukazuje, Z¢ i v matema-
tice nékdy uZfvame spojky nebo tak jako jinde v dennim
Zivoté, kdyZ spojujeme dvé odporujici si tvrzenf. Pro
tuto nejednotnost vyznamu slovnfho vyjadfenf, kterd
nam v matematice ¢asto vadf, se nebudeme oviem zlobit
na jazykovédce. Uvédomime si, Ze Zivy jazyk podléhd
zménam, e na rozdfl od mrtvého jazyka (jako je latina)
se vyvijf a Ze tomu Z4dny jazykovédec nezabrani. Potre-
buje-li viak matematika, aby jejf pojmy byly vymezeny
jednoznalné, nezbyvd matematikim nic jiného, nez
uchylit se k vlastn{ symbolice a vyhnout se tak svrchu
zminéné ,,nedokonalosti lidské fe¢i. V nafich piikla-
dech je touto symbolikou mnoZinové vyjddfeni. Z4pis
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(4,5) mluvi jasn& a nenechdvd nikoho na pochybich
v zaleZitosti FeSenf nerovnosti (4,3). Podobné ne zcela
jasné zdpisy (4,6) a (4,7) nahradime snadno bezpe¢nou
formulact, Ze pravé pro x € [(— o; —1) U (1; + )]
jelx|> 1.

Z téchto pifkladd uz je vidét uZiteCnost mnoZinové
symboliky; z4roveni se ukazuje, Ze teorie mnoZin nenf
samoucelnd. A to jsme teprve v zalétcich, k teorii mno-
Zin jsme zde vlastné ani nepficichli. V dalifch piikla-
dech uZijeme mnozZinovych pojmil uz seuéné bez obsfr-
nych vykladd.

Pifklad 4,4. Méme-li zjistit, pro kterd ¢fsla x plati
nerovnosti
|2x — 1] < |*] < 3x + 2, (4,8)
zavedeme funkce
S(x) = [22—1], g(x) = |x], h(x) = 3% +2

a sestrojfme jejich grafy v obr. 22 (¢4ra y = f(x) je vyry-
sovdna plné, y = g(x) ¢arkované a y = A(x) teCkovangé).
Nerovnost (4,8) pak znf

S(%) < g(x) < h(x). (4,9)

Soustfedfme se nejdifv na nerovnost f(x) < g(x); meto-
dami ndm uZ zndmymi pozndvéme, Ze tato nerovnost je

splnéna pravé pro x vyhovujfcf nerovnostem —;- <x <l
nebot &¢iry y = f(x) a y = g(x) se protinajf v bodech
A [%, %] a B[1;1] ajenv tomto tiseku mezi body 4, B
lezf ¢ara y = f(x) pod &arou y = g(x). Hledejme déle
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Usla x, kterd te¥f nerovnost g(x) < h(x). Cary y = g(x)

a y = h(x) se protinajf v bodé C[— a vpravo

257

od tohoto bodu lezi uz viude &ara y = k(%) nad &arou
. - 1

y = g(x), je tedy pravé pro x > — 5 stile g(x) < h(x).

Zapi$me dosavadn{ vysledky mnoZinové:

N\
~ ;s
\\y= gtx) .':
4 §
\\\
NS
NG
2 A7
’_;."......._......._1 Obr. 22

Nerovnost f(x) < g(x) platf pravé. pro x e(—:l)’—; 1].

Nerovnost g(x) < k(x) platf prdvé pro xe [— %; + oo].

Nerovnost (4,9) ¢&ili (4,8) je tedy FeSena privé témi
tisly x, kterd lez{ v obou pravé vypsanych intervalech
zéroveti, tedy v jejich priniku. Snadno nachdzime, Ze je
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[s)0=2s +=)= (1)

je totiz (%, 1] C (—— %; +oo]. Méme tedy tento vy-
sledek: nerovnostem (4,8) vyhovujf viechna ¢&fsla
x € [%, l], tj. ¢isla x, pro kterd platf —;’— <x <l
a ?adna jina. -

Zavérem této kapitoly pfipojme jesté stru¢nou zmin-

ku o nerovnostech kvadratickych. Analytickd geometrie
nim nizorné pomaha i zde.

Pifklad 4,5. Reste nerovnost
¥ +x—2>0. (4,10)
V analytické geometrii se ve §kole uéf, Ze rovnice

=524+ x—2 [(‘.ili ¥+ Z (x + ] J pfedstavuje

parabolu o vrcholu V — ] jejf graf je na obr.

2 s
23. V na$f uloze se ptame po téch bodech této paraboly,
které lezf nad osou x. Osu x protind na$e parabola
v bodech 4 [—2; 0], B [1; 0,], jak zjistime Ffe§enfm
rovnice x* +x —2 =0. Protoze vlevo od vrcholu V
déva parabola funkci klesajicf a vpravo od vrcholu V
funkci rostouct, nachizfme ihned hledané fefeni: nerov-
nost (4,10) je splnéna pro body vlevo od bodu 4 a pro
body vpravo od bodu B, tedy prox < —2 a pro x > 1.
To je sjednocen{ dvou nekoneénych intetvall, nerovnost
(4,10) proto platf tehdy a jen tehdy, je-li

% € [(—w;—2) U (1; +0)]. (4,11)
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Ptipojme je§té aritmetické fe¥enf nerovnosti (4,10).
Pro kazdé x je x* +x—2 = (x + 2) (x — 1). Tento
soutin ma byt kladny. To nastavd bud tehdy, kdy% oba
vyrazy x + 2 a x — 1 jsou kladné, nebo tehdy, kdyz
jsou oba zdporné. Prvnf mozZnost vede k nerovnostem
x+2>0 x—1 >0, jeZ poZadujf, aby bylo zirovet
x > —2 a x > 1; jde tedy o priinik intervala

(—2; + o) N (15 +») =(1; +0). (412)

]
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Obr. 23 -3

Prvnf moznost diavé tedy fefenf x > 1. Druhd moZnost
nezavisle na prvn{ poskytuje daldf feSenf x + 2 < 0,
x — 1 < 0 a pozaduje tudfz, aby bylo zaroveii x << —2
a x < 1; to je prinik intervala

(—o;—2) N (—oo; 1) =(—o;—2). (413)
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Sjednocenfm téchto priniki, zapsanych formulemi
(4,12) a (4,13), vyerpame obé zm{néné moZnosti a do-
stivame opét reSenf ve tvaru (4,11). Je vidét, Ze i v arit-
metickém felenf se vyplatf mnoZinové myslenf{ pro svou
jednoduchou piehlednost.

Poznamenejme jeité pro tuplnost, Ze nékteré kvadra-
tické troj¢leny jsou bud stile kladné, nebo stile ziporné.
Pak je fefenf velmi snadné. Napifklad nerovrost
x* + 2x + 2 > 0 je splnéna pro viechna ¢fsla x, nebot
pro kazdé x je x* + 2x +2 =(x + 1)%4+ 1 =1 > 0;
pro kaZzdé a je totiZ 4 = 0, je tedy také (x + 1)2 = 0.
Geometricky to znamena, Ze parabola o rovniciy = x2 4
+ 2x + 2 neprotind osu x, ale le?{ celd nad ni. Nary-
sujte si ji, ma vrchol V [—1; 1].

Cvilenf

4,1. Reite nerovnost:
a) |¥ + |2 —x| < 2;
b) 2|12x — 3| = x + 5;
c) |x—2| > |2x + 3|;
d) 2x + 1 —2|x + 1| + |[x— 3| < |«|
4,2. Reite nerovnost
S5lx—1| —3|x—2[+ |x—4] +x—~5>0
a viimnéte si souvislosti s ptikladem 4,3.
4,3. Geometricky znazornéte feleni nerovnosti
a) |x—a| < b; b) |[x —a| > b, je-li oviem b > 0.
4,4. Geometricky Feste soustavu nerovnosti
2x +3 =3 +1=x+5. o
4,5. Pro kterd x je x2 —9x + 18 < 0?
4,6. DokaZte: pro kazdé s je x2 +x + 1 > 0.
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