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1. kapitola

POCITANI S KOMPLEXNIMI CISLY

Piiklad 1. Vypodtéte: (J/2 — i) — i(1 — i}/2)!

Reseni. Dany vyraz je rozdil dvou ¢lenty, z nich# druhy
je soucinem dvou komplexnich &isel: komplexni jednotky
i a Csla 1 — i}/2. Vime, %e nisobeni komplexnich Eisel
spliuje distributivni zdkon; je tedy

i(1 —i]/2) =i — i(i}/2).
Také asociativni zikon plati. MiZeme tedy psit
i—i)2)=i—d.i)2

Pismenem i jsme oznacili komplexni jednotku (0, 1).
Z definice nisobeni dostdvime, Ze

1.i=(0,1).(0,1) = (0 — 1) 4+ i(0 + 0) = —1.
Je tedy i(1 — i|2) =i — (—1))/2 =i+ /2. A nyni jiz
muZeme napsat vysledek:
2—i)—il —iJ2) =2 — -G + J2) = —2i.

P#iklad 2. Vypoctéte postupné (1 — )3 (1 — i)3,
(1—1is

Reseni. V nasich definicich jsme se nezminili o0 mocniné&
komplexniho &isla. Je-li vSak mocnitel pfirozené Cislo jako
v tomto pfipadé, je vyznam mocniny jasny: je to soucin
stejnych Ciniteld, jejichZ pocet je udin mocnitelem.

Jde tedy ve skuteCnosti 0 nasobeni:



A—i2=0-1—-1)=10—-1D+(—1— 1i=—2i,
I—ipP=0-11—-)1—-D=>10—1i1—1)=
= —2i(l —1) = —2{ — 2 =-2(1 4 1),

== —PA=i) = —2(1 + 1 — i) = —4

Vsimnéte si, Ze posledni vysledek je realné <islo
(1 — i)* = —4. Postupnym umocfiovinim komplexniho
¢isla (s nenulovou imagindrni C4sti) miZeme tedy dostat
i Cislo redlné. Konecné nejjednodussim piikladem j je ¢islo
?=ii=—1

V obou predeslych pfikladech jsme nasobili komplexni
cCisla. Ale nezatéZyjme si pamét definici; komplexni Cisla
ndsobime prosté | jako dvojcleny, pfi CemZ souCin i.i ==
Ovéfte si sami, Ze tento zpusob nasobeni se ShOdU]C S df:—
finici!

\Y prlklade 2 jsme se sctkali se soudinem (1 ¥+ i)(1 — i).
Co je zajimavé na obou Cinitelich ? Ano, lisi se jen znanén-
kem u imagindrni Casti. Jak vite, fikime takovym dvéma
komplexnim &islim &isla komplexné sdruzena. Jejich cha-
rakteristickou vlastnosti ]C, Ee jejich soudin ‘i sou(:et je
vzdy redlné Cislo.

. P¥iklad 3. Necht 2, z jsou Cisla komplexné sdtuzens,
a Cislo redlné. Dokazte, Ze Cislo 2 + ai je komplexng sdru-
Zené k Cislu 2 — ai!

Reseni. Oznatime-li 2, redlnou Cést 2, 2, jeho i 1magmarn1
Cast, je 2 = 2, + 12y, 2 = 2, — i2,. Pak

z+a1=zl-—122—}—41:31—}—1((1—-22).

ProtoZe zy, 25, a jsou vesmes redlnd &isla, je islo komplex-
né sdruZené k z + ai rovno 2, — (e — 2,) Cili &, + 2,0 —
—al =z — al.
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PFiklad 4. Vyjidfete v algebraickém tvaru &slo

1 7,05
A—D2—iB—i) ¢,

Reseni. Podle definice podilu dvou komplexnich &sel je

toto Cislo feSenim rovnice
A—-—D2—i)3—ix=1.

Jak vite ze §koly, m4 takovd rovnice vidy feSeni, pokud
koeficient pfi neznimé neni nula. Mohli bychom tedy —
po vynasobem komplexmch Cisel na levé strané rovnice —
vypocitat redlnou a imaginirni ¢4st x ze soustavy rovnic
o dvou neznamych s reilnymi koeficienty. Je vSak jedno-
dussi certa. V3e, co potfebujeme, je zbavit se komplexnich
¢isel ve jmenovateli zlomku (i za cenu toho, Ze se objevi
komplexni ¢islo v Citateli). To neni tak tézké. Stadi pouZit
komplexné sdruzenych Cisel. Jak jsme jiz uvedli, jejich
soucCin je vZdy Cislo redlné. Stai tedy ndsobit Citatel i jme-~
novatel zlomku ¢islem komplexné sdruZenym s Cislem ve
jmenovateli. Nemusime vSak proto ani nisobit viechna tfi
¢isla ve jmenovateli! Miizeme misto toho ndsobit zvlist
¢islem komplexné sdruZenym ke kazdému d&initeli:

1 . 1
M—DER—DE—-1) (A-DC-DE—i)
(1 HR24+1DB+1) _
TA+DE+DGFD
A+DE+)E+i)
T DI —-DR+DC—DEFDB—1)

Nyni provedeme nisobeni ve jmenovateli podle pravidla
o souctu étverc: (A + iB) (A — iB) = A% + B2
Dostaneme




’ 1 _ A+i)ERA)G+1H)

A—i)2—i)B—i 2.5.10 ’

V poslednim zlomku se jiZ vyskytuje jen nisobeni, ni-
koliv déleni komplexnich &isel. Upravme tedy Citatel na
algebraicky tvar:
I+DC+NBCF+D=[C-D+iC+ NG +i) =
=1+4+3%)B+1)=0C3—3)+i9+ 1) =101
Dosazenim dostdvime konecny vysledek:

1 1 .
= —1,
1—-D2—-1)@—1i 10

V minulém pfikladu jsme nisobili zlomkem, v jehoZ &i-
tateli i jmenovateli byl soudin tychz komplexnich éisel.
MiiZzeme si vSak byt jisti, Ze jsme nendsobili vyrazem 0/0,
ktery nemd pro nis smysl? Ano, miZeme. A neni tak ne-
snadné to dokizat.

Pi#iklad 5. UkaZte, Ze soufin dvou komplexnich &isel je
roven nule pravé tehdy, je-li aspoii jeden z Ciniteld 0.

ReSeni. M&me dvé komplexni &isla a = a, + a,i, b =
= b, + b,i. Jejich soulin je ab = (a;b, — azb,) + (a:b, +
+ a,b,)i. Pfedpokladejme, Ze a -« 0, ale ab = 0. To zna-
mend, Ze redlnd i imaginirni Cist soudinu ab je nula, tj.

ab, — azb, =0,
ab, + a,b; = 0.

Protoze a + 0, aspon jedno z Cisel ay, a, neni nula. Bu-
diz to napf. a,. Z prvni rovnice pak plyne b, = a,b,/a,, coZ
dosazeno do druhé rovnice d4

2

a
a1b2 + a—z b2 - 0
wege 1
cili
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a2 2
ara, o
a4

Ale z pfedpokladu @, -+ O plyne, Ze soucet druhych mocnin
je kladny a tedy rizny od nuly. Mime tedy dvé (redlnd)
Cisla, z nichZ prvni neni nula, ale jejichZ soulin je nula.
Musi tedy byt b, = 0. ProtoZe b, = a,b,/a,, je také b, =
=0¢libd=0.

Tim jsme dokizali naSe tvrzeni za pfedpokladu, Ze
a, = 0. Je-li a, =0, plyne z prvni rovnice —a,b, =0
a z druhé a,b; = 0. ProtoZe viak a je nenulové Cislo a
a, = 0, musi byt @, « 0. Je tedy b, = 0, b, = 0.

ProtoZe v opadném sméru je naSe tvrzeni ziejmé (je-li
aspon jeden Cinitel nula, je ovSem i soucin roven nule), je
tim diikaz proveden. Vyjdeme-li z pfedpokladu & = 0, jde
jen o zdménu v oznaceni.*)

Jaky disledek plyne z toho pro pfiklad 4 ? ProtoZe Zadny
z Ciniteld sou¢inu (1 — 1) (2 — i) (3 — i) neni nula, ne-
miZe byt ani soudin nula a nemusime tedy mit obavy
o spravnost naseho postupu.

Pi#iklad 6, DokaZte, e rovnaji-li se dvé komplexni &isla,
rovnaji se navzjem jejich prosté hodnoty a jejich argu-
menty se li$i nejvySe o celistvy ndsobek 27, Obricené,
maji-li dvé Cisla stejné prosté hodnoty a je-li rozdil jejich
argumentd 2z (n je celé ¢islo), jsou si tato Cisla rovna.

Refeni. Mieme se omezit na nenulovi komplexni &isla,
nebot pro nulu neni argument definovan. NapiSme obé&
¢isla v goniometrickém tvaru

*) Duikaz téhoZ? tvrzeni jste provedli ve $kole (srov. Matematika II,
str. 147 — 148) jinym zplsobem. Viimnéte si viak, Ze rozdil v metodé
neni tak velky, jak se zdi: v obou pfipadech jsme podstatné uzili

poulky, Ze je-li a # 0, je [a| = Va‘f + a:f,_i 0.
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a = |a| (cosa + i sina),

b = |b] (cosp + i sinf).
Je-li a = b, musi se podle definice rovnosti komplexnich
¢isel rovnat vzdjemné reilné a imagindrni &isti obou Cisel.
Aviak Re a = |a| cosa, Im a = |4 sina, Re b = |b] cosp,
Im b = || sinf, takZe musi platit

|a] cosa = |b| cosf,
|a| sina = |b| sinf.

Z t&chto dvou rovnic okamZité plyne |a| = [b]. Staci napf.
umocnit ob& rovnice (tj. jejich levé i pravé strany) na dru-
hou a secist. Dostaneme

|a|*(cos®a + sin%a) = |b|*(cos?p + sin?B),

a to je podle znamého vztahu z trigonometrie totéZ jako
la|?2 = |b|%. ProtoZe obé prosté hodnoty jsou oviem nezi-
porna Cisla, plyne odtud |a| = |b].

ProtoZe jsme se od zaCitku omezili na nenulovd {&isla,
muZeme obé& rovnice vyjadfujici rovnost redlnych a imagi-
narnich &asti Cisel a, b délit Cislem |a| = |b|. Dostaneme

cosa = cosfl, sina = sinp.

Prvni rovnice je splnéna, je-li a = § 4 2nn nebo a =
= —PB + 2nx (n je Cislo celé¢). Kdyby vsak platil vztah se
znamenim —, dostaneme dosazenim do druhé rovnice
sin (—f + 2nx) = sinf. ProtoZe sin (—f + 2nn) = —sing,
plyne odtud —sing = sinf. To viak plati, jen je-li sinf =
= 0 Cili B = kn. Potom @ = —kn + 2nn = kn +

+ 2(n — k)n = § + 2nyn. Plati tedy i potom a = 8 +
+ 2n,7 (n, je celé Cislo).

Obracené, jsou-li rovny prosté hodnoty dvou komplex-
nich &isel a, b a 1liSi-li se )euch argumenty jen o celistvy
nisobek 27, pak plati oviem také cosa = cosf, sina =

= sing. J&sthie najdeme redlné a imagindrni &asti danych
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Cisel z jejich zdpisu v goniometrickém tvaru, dostdvime
ihned

Re @ = |a] cosa = |b| cosf = Re b,

Im a = |a| sina = |b| sinf = Im b.
Tyto vztahy znamenaji ovSiem ¢ = b. Tim jsme nase tvrzeni
dokdzali v obou smérech. Je-li ¢ = 0, musi oviem byt
16 = 0. Prosté hodnoty se tedy rovnaji, o argumentu oviem
nema smysl mluvit.

Piiklad 7, Jedin pravidelny n-thelnik sestfedem v po-
¢tku, vepsany do kruZnice o poloméru r. Jeden jeho vrchol
je bod (r, 0). Napiste v goniometrickém tvaru komplexnf
Cisla, zndzornénd vektory umisténymi v pocatku, jejichZ
koncové body tvofi vrcholy daného #n-thelnika!

Refeni. Oznaéte vrcholy Ay, A4,, ..., An, A, = (r, 0).
Pak prvni Cislo, zndzornéné vektorem PA,, je redlné Cislo r
¢&ili

2, = r(cos 0 + isin 0).
Také absolutni hodnota vSech ostatnich isel je r, nebot
koncové body vektort leZi na kruZnici o poloméru r. Jaky
bude obecné argument téchto ¢isel ?

ProtoZe jde o pravidelny n-thelnik, jsou uhly <t 4;,PA4,,
X A,PA, atd. stejné. Je jich celkem n (posledni je <t
X AaPA,) a jejich soucet je oviem 360°; kaZdy z nich je

tedy roven —:— 360°. Argumenty &isel jsou oviem urceny uhly

X A,PA,, < A\PA,, ..., < A PA,. Tyto 1hly dostane-
me s¢itdnim nékolika stejnych Ghld, takZe

{ AIPAz == % 3600,
2

{AIPA:’: {AIPAz"*' {AzPA:;: "1—3600
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atd.,obecné < 4,PAx = —k%l— 360°. Goniometricky tvar
Cisel, znazornénych vektory PAy, je tedy

k=1 360° +isin £ =L 360°).
n n

2y = r(cos
Vzorecplatiprok=1,2, ...,n — 1, n.

Piiklad8. Najdéte viechnakomplexni Cisla, zndzornénd
vektorem velikosti 13, jestlize koncovy bod vektoru leZi na
obvodu obdélnika se stfedem v pocatku a jednim vrcholem
v bodé¢ A(12, 7). Strany obdélnika jsou rovnob&Zné s osami
soufadnic.

A(12,7)
J

Obr. 1

Reseni. Z obr. 1 je vidét, %e koncovy bod vektoru musi
leZet bud na svislé, nebo na vodorovné strané obdélnika.
LeZi-li koncovy bod vektoru na vodorovné usecce, je jeho
soufadnice y rovna soufadnici bodu A4, tj. sedmi, nebo sou-
fadnici prot¢jsiho vrcholu (tj. —7). Oznalime-li ¢ prvni
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soufadnici koncového bodu, je velikost vektoru v obou pfi

padech rovna |/c 4 49. Podle poZadavku tlohy ma tato
velikost byt rovna tfinacti, tj.

V2 +49= 13,
¢ + 49 = 169,
¢z = 120, L
¢ = + 2J/30.

Je tedy koncovy bod vektoru (4 2V30, + 7), pfiCemiZ
je ptipustné kterdkoliv kombinace znamének. ProtoZd vime,
Ze prvni a druhd soufadnice koncového bodu vektoru je
soucasné redlnd a imaginarni ¢ast komplexniho éisla, zna-
zornéného timto vektorem, dostavame tim Ctyfi feSeni nasi
tilohy, komplexni &isla 2)/30 + 7i, —2)/30 + 7i, 2}/30—
— 7i, —2)/30 — 7i.

LeZi-li koncovy bod vektoru na svislé uselce, je jeho
prvni soufadnice 4- 12. Pak jeho druha soufadnice 4 musi
spliiovat obdobnou podminku jako prve:

V& + 144 = 13,
d® + 144 = 169,
d= 45.

Cislo d = 4 5 je zarovedl imaginarni &4sti komplexnich
Cisel, kterd jsou (dalSimi) feSenimi nasi ulohy. Kombinaci
znamének dostdvime dalsi Ctyfi feSeni, Cisla 12 4 5i,
—12 + 5i, 12 — 5i, —12 — 5i. Na obr. 1 jsou narysoviny
viechny vektory, znazorfiujici feSeni nasi tilohy.

Pfiklad 9. Reste rovnici B
B 3+ 4 —2z==z
(2 znamena dCislo komplexné sdruZené k z.)
Refeni. Vypottéme druhou mocninu komplexniho &isla
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3 + 4i na levé stran€ a upravme rovnici na anulovany tvar.
PiSme pfitom z = x + iy:

—7+24 —2x+2yi—x—3i=0,
—3x—7+(y+24i=0.

Mime tedy zdinlivé jen jednu rovnici pro dvé neznimé
x a y. Ve skutednosti viak jde o dv& podminky. Je-li kom-
plexni {islo rovno nule, pak jeho redlnd i imagindrni &ist
musi byt nula. Redlna &ast Cisla na levé strané rovnice je
—3x — 7, imaginarni Cast je y + 24. Mame tedy dvé rov-
nice, kaZdou z nich pro jednu neznidmou:

—3x—7=0,
y+24=0.

Odtud dostaneme ihned x = —7/3, y = —24, takZe fefeni

naif rovnice je komplexni &islo z = =7 _ 24i. Zkoutku

3
provede ¢tenaf snadno sim.

P#iklad 10. Reste rovnici

1+ 1\2 1 .

(1—_7) tp =i

Reseni. Nejprve upravme zlomek na levé strané rovnice:
(1+i)2_ 1+ iy _(2i)2__1
1—i '

S A—ip 4 4
Tim se nase rovnice zjednodusila na tvar
SRR I )
Z
Nezndmai z je ve jmenovateli. Zde viak nebudeme ndsobit

16



Cislem komplexné sdruZenym; dostali bychom z/|z|%, coZ
je vyraz spiSe sloZit&jsi, protoZe neznama se v ném vyskytuje
jak v Citateli, tak i ve jmenovateli. Nejjednodussi je pricist
nejprve k obéma strandm rovnice jednicku:

1o
)4

Nyni znisobime obé strany rovnice &islem z. Tim odstra-
nime zlomek, musime si v3ak zapamatovat podminku, Ze
2z + 0. Rovnice

1=(2+i)z
m4a oviem jediny kofen (zfejmé nenulovy)
1
. Z = .
241

Abychom dostali feSeni rovnice v algebraickém tvaru,
vynisobime Citatel i jmenovatel zlomku ¢islem komplexné
sdruzenym 2 — i:

2—i 2—1i
z= — = .
+)2—1i) 5
Toto ¢islo je rizné od nuly, takZe je feSenim (a to zfejmé
jedinym) dané rovnice.

Piiklad 11. ReSte rovnici
(z—3)2+(z+i2=4.
Reseni. Nejprve rovnici upravime. Na levé strané umoc-
nime a podle moZnosti slouCime:
22 —62 + 22+ 2iz + 4= 0.
V rovnici se vyskytuje jak nezndm4 2, tak i &islo k ni kom-
plexné sdruzené z. Proto je lépe rozdélit z na reilnou
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a imagindrni Cist: z = x + yi, tak¥e 2 = x — yi. Do-
sadme!
(x + y1)* — 6(x + yi) + (x —yi)> + 2i(x — i) + 4 =0,
x% — 9% 4 2xyi — 6x — O6yi + x% — y* — 2xyi + 2xi +
(2x? — 292 — 6x + 2y + 4) + i(—6y + 2x) = 0.
Redlnd i imagindrni ¢ast Cisla na levé strané rovnice musi se
tedy rovnat nule:
2x2 — 292 —6x — 2y +4 =0,
2x — 6y = 0. -
Z druhé rovnice vyjadfime x = 3y a dosadime do prvni. Po
jednoduchych tpravich dostaneme
4y —4y 4+ 1=0.
To je kvadratickd rovnice pro y; hleddme jeji redlné
kofeny, protoZe y je imagindrni Cast komplexniho Cisla z
a tedy Cislo redlné. Podle vzorce je

_4+]16—16 _ 1
8 2
Existuje tedy jediné feSeni pivodnirovnice, x = %, y = 15
¢ili 2= % + %i. Zkousku lze provést dosazenim a pfimym

vypoctem.

Cviceni

1. Napiste v algebraickém tvaru komplexni isla
5-—-3i . 1+ 2i 2 —-1i
a 1+ 20)% b - .
@ — R R
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{(@ —6 —is;(b) —2/5]
2. Napiste nisledujici &isla v goniometrickém tvaru:
@ —)3+i;  ® —7i; (©4+3i
[(@) 2 (cos 150° + isin 150°); (b) 7 (cos 270° - isin 270°);
(c) 5 (cos 37° + isin 37°) — tento vysledek je piiblizny, protoZe jsme
pouzili tabulek.]

3. Je-li; &islo komplexné sdruzené k z, dokaZte, Ze plati
2+ip
3--4

4. Reste rovnice

@ 5 — 1))z + 2z = 22i; (b) 7i —

— 302 12
T2 3(i+ 1)
[(@1 — 7i5(b) — (2 + i).]

5. Bud dan rovnostranny trojihelnik o strané délky a, jehoZ jeden
vrchol je v po&itku, druhy na ose x a tfeti v prvnim kvadrantu (tj. ob&
jeho soufadnice jsou kladnd &sla). Napiite v goniometrickém a alge-
braickém tvaru komplexni ¢isla, zndzornéna vektory s koncovymi body
ve stfedech stran trojthelnika.

a
s ? (cos 60°-+ isin 607) =

INEE

a
[; (cos 0 - isin Q) =

%( 3 D), V— (cos 30° - i sin 30°) = — (3 -+ V3. ]
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