Komplexni ¢isla a funkce

2. kapitola. Kvadraticka rovnice a odmocnina z
komplexniho ¢isla

In: Jif{ Jarnik (author): Komplexni ¢isla a funkce. (Czech). Praha:
Mlada fronta, 1967. pp. 20-34.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403631
Terms of use:

© Jifi Jarnik, 1967

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/403631
http://dml.cz

2. kapitola

KVADRATICKA ROVNICE
A ODMOCNINA Z KOMPLEXNIHO
CISLA

Ve skole jste se zabyvali podrobné tzv. kvadratickou rovnici.
Je to rovnice
ax® +bx+c=0, a £0.

Piedpoklddali jste, Ze koeficienty rovnice a, b, ¢ jsou redlna
cisla. Ukazalo se, Ze dileZitou veli¢inou pro zkoumani ta-
kové rovnice je tzv. diskriminant, tj. ¢islo b2 — 4ac.

Vysledky se daly shrnout takto: Je-li diskriminant kva-
dratické rovnice kladny, ma rovnice dva ruzné kofeny; oba
tyto kofeny jsou redlna Cisla. Je-li diskriminant nula, mi
rovnice jediny kofen, ktery je opét reilny. (Rikime mu
nékdy kofen dvojndsobny — pro¢?) Je-li diskriminant
zdporny, existuji opét dva kofeny rovmice a jsou to
Cisla komplexné¢ sdruZeni (s nenulovou imagindrni
Casti). .
UkdZeme, Ze i kvadratickd rovnice, jejiz koeficienty jsou
Cisla komplexni, ma vidy feSeni. Jeji kofeny jsou obecné
komplexni Cisla, nemusi vSak byt navzdjem komplexné
sdruZena. Za¢neme v3ak s nejjednodussimi pripady.

PFiklad 12. Ovéfte, Ze rovnice x2 = —5 4+ 12ima ko-
feny x, =2 4 3iax, = —(2 + 3i).

I Refeni. Mocnina komplexniho &sla s pfirozenym mocni-
telem je oviem definovina stejné jako mocnina Cisla redlné-
ho. Vyraz x? znamen4 tedy soudin x.x. Ziejmé tedy
BX=02+3iW2+3M)=4—-9+2.6i=—-5+12.
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TentyZ vysledek dostaneme ovSem i pro x,, nebot xz =
=(—x)=xl= —5+12i

Priklad 13. Najdéte komplexni Cislo x, proné% plati
x2 = —2i

Reseni. Existuje-li takové &islo x, lze je napsat v al-
gebraickém tvaru jako x = x; + x,i. Pak naSe rovnice m4
tvar

¢ili

(xl 'J[“ xzi)z - '_2i

xf — x: -+ 2x,x,0 = —2i.
Z definice rovnosti komplexnich ¢isel vyplyva, Ze redlni
Cast Cisla na levé strané této rovnice je nula, imaginarni je
—2:
xf — xg =0, 2xx,=—2.

Levou stranu prvni rovnice rozloZime na soucin podle
vzorce pro rozdil ¢tvercu: xf — x: = (x; + x5) (%, — x).
Tim se zbavime druhych mocnin. Vime, Ze rovni-li se
soucin dvou cisel nule, musi aspoil jeden z Ciniteld byt
nula. (V tomto pfipadé jde o reilnd Cisla, nebof x;, x,
jsou redlnou a imaginirni ¢asti komplexniho éisla x, ale
v pf. 5 jsme toto tvrzeni dokdzali i pro komplexni ¢isla.)
Je tedy bud x, + x, = 0, nebo x;, — x, = 0. V prvnim
pfipadé je x, = —x;, v druhém x, = x,.

Dosud jsme viak viibec nepouZili druhé rovnice. Dosa-
dime-li do ni x, = —x;, dostaneme —fo = —2 &l
:c2 = 1. Tato rovnice ma dva reilné kofeny 1 a —1. Pro

prvnj kofen dostivime x = x, + x,i = 1 — i, pro druhy
x = —1 +1i. Jak snadno ovéfime, jsou ob& tato Cisla
kofeny dané rovnice.

Predpokldddme-li, e x, = x,, dostaneme dosazenim do
druhé rovnice fo = —2. Tato rovnice viak nemd redlné
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kofeny! ProtoZe x, je redlna Cist komplexaiho &isla, je pro
né pfipustna jen redlnd hodnota. Neddva tedy podminka
X, = X, ve spojeni s rovnici 2x,x, = —2 Zziddné feleni,
vyhowvujici podminkdm ulohy.

Existuji tedy dvé komplexni Cisla, kterd jsou kofeny dané
rovnice: ¢islo 1 — i a Cislo —1 + i. Tato dv¢ cisla se lisi
pouze znaménkem: 1 —i= —(—1 4 i) a nejsou tedy
komplexné& sdruZena.

Predeslé dva ptiklady nas vedou k otdzce, zda vidy
existuje druhd odmocnina z komplexniho Cisla. Pokusme se
dokdzat, Ze ano.

PFiklad 14. Je didno komplexni Cislo a. Najdéte (v al-
gebraickém nebo v goniometrickém tvaru) Cislo x (resp.
vSechna ¢isla x) pro néZ plati x2 = a.

Reseni. Napiseme-li obé Cisla v algebraickém tvaru, je

X =%, + Xi,a = a; + a,l.
Existuje-li Cislo x, vyhovujici podminkim qlohy, musi
platit

&ili

(%1 + x,0)% = a; + a,i

(x2 — x:) + 2x,%,1 = a;, + a,i.

Aby rovnice byla splnéna, musi se navzajem rovnat realné
Casti a imaginarni Cdsti Cisel na levé a pravé strané rovnice:

xi - x: = Ay 2x1x2 = dg.

To jsou vSak pomérné sloZité rovnice (jde o soustavu
dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych). ProtoZe a,
neni obecné nula, nemtZeme pouZit vyhodného rozkladu
jako minule. Nebylo by lépe pouZit goniometrického vy-
jadfeni komplexnich &isel? Vime, Ze Moivrova véta diva
pomérné jednoduchou formuli pro druhou mocninu kom-
plexniho ¢isla. Zkusme to: '
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x = p (cos 6 + 1sin 6),

a = r (cosa + isin a).
Podle Moivrovy véty je

x% = 02 (cos 2 0 + isin 20).
Protoze ¢islo x je predpoklidanym kofenem rovnice
x% = a, musi se podle pf. 6 rovnat jak prosté hodnoty, tak
i argumenty Cisel x2, a. Argument se oviem muZe lisit
o celistvy nidsobek 27z. To znamenid ¢*=7r, 20 = a +
+ 2n7.
ProtoZe ¢ i r jsou prosté hodnoty komplexnich Cisel,

jsou nezdpornd a tedy o = Vr. Z druhé rovnice dostdvime

0= ke + nz. Tato rovnice divéa dvé podstatné riizné hod-

noty pro 6. Bud je 6 = ; a, nebo 6 = ; a + 7. (V obou

piipadech miZeme ovSem pfiist je$té nasobek 27.)
Resenim rovnice x2 = a jsou tedy dvé &isla

V?(cos ; a -+ isin ; a) R V?[cos(; a4+ n) +

+isin<%a+n)].

Kdyz si uvédomime, Ze cos (»21~ a+ n) = —Cos -;— aa
stejné sin (;— a-+ n) = —sin ; a, vidime, Ze stejné jako

v pfipadé realného kladného ¢&isla a se oba kofeny lisi jen
Znamenim.
V nekterych pipadech je viak piece jen vyhodnéjsi uZit

algebraického  tvaru ‘pro odmocninu komplexniho Cisla.
Vratme se proto-jeit€ k nadim rovaicim
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x‘l‘ — x: = a;, 2X;X; = ay

a zkusme je fesit.
Je-li x, =0, plyne z druhé rovnice x, = a,/2x;, coZ

dosazeno do prvni rovnice da
a

x2 —

2
—2_ =g,
1 4xf 1

ProtoZe pfedpokladime x;, = 0, md tato rovnmice tytéZ
kofeny jako

1
x‘:——alxi—za22=0.

To je bikvadraticka rovnice, z niZ vypolteme
a, + Va2 + ag
x2 _ 1 ;
1 2
znameni minus pfed odmocninou musime vSak vyloudit.
(Prog? Cislo x; = 0 mi byt redlné a proto x2 > 0; ale
a = ]/af + é:'= lal.)

Odtud jiz snadno dostaneme x, = :i:l/% (g, + lal).

Dosazenim do prvni rovnice vypodteme x,:

1 1
g= 2 — @ =5 (@ + la) — a = 5 (sl —ay),

1
1
et |/Fa—a

Znameni u odmocnin je tfeba volit tak, aby byla splnéna
drubi rovnice. To znamend, je-li g, kladné, musi byt obé
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znameni -+ nebo obé —. Je-li @, zdporné, musime zvolit
znameni opacni. Pfipad a, = 0 vede oviem podle znameni
a, bud k vysledku x; = 0, nebo x, = 0. Podrobnou diskusi
téchto piipadi pfenechivime Ctendfi. (PouZijte odvoze-
nych vzorct k feSeni cviCeni 2 a porovnejte obé metody —
algebraickou a goniometrickou!)

Naudili jsme se Fesit ryze kvadratickou rovnici s kom-
plexnim koeficientem. Obratme se nyni k obecnému pii-
padu.

P#iklad 15. DokaZte, Ze kvadratickd rovnice
az2 4+ bz+c¢c=0,
v niz koeficienty a, b, ¢ jsou komplexni isla, a = 0, ma
v oboru komplexnich &isel vzdy feseni.

Reseni. PouZijeme v podstaté té%e metody jako pro rov-
nici s redlnymi koeficienty: pfevedeme tlohu na feSeni
ryze kvadratické rovnice (ovSem s komplexnim ¢islem na
pravé stran€). Pfedeviim budeme rovnici, jak nékdy fi-
kdme, ,normovat®, tj. budeme délit obé strany rovnice
Cislem a (jez je podle pfedpokladu rizné od nuly). Nevadi,
Ze a je komplexni ¢islo. Dostaneme rovnici

b c
2 _ e
224 —2z+4+ — =0,

ktera ma pfesné tytéZ kofeny jako rovnice ptivodni. Oznad-
me bla=p,c/la= q(p, gjsou komplexni ¢isla, kterad
oviem dovedeme napsat v algebraickém tvaru). Pak
v rovnici

224+ pz4qg=0

muzeme doplnit dvojClen z® + pz tak, abychom dostali
druhou mocninu linedrniho dvojclenu; aby se rovnice ne-
zménila, musime stejné Cislo zase odeCist:

25



1 1
2 2 2 —
z—l—pz+4p ) +¢g=0.

Nyni miZeme rovnici napsat ve tvaru

1 \2 1,
(s+g2) =491
a vyraz v zavorce na levé strané mi¥eme poklddat za novou
neznimou; oznacme ji tfeba u:

u—z+——p

Ale rovnici #? = d, kde d je libovolné komplexni &islo, jiz
umime fefit! V pf. 14 jsme dokazali, Ze m4 feSeni (a to dva
ruzné kofeny, liSici se znaménkem, je-li d = 0). Vypocte-
me-li jeji kofeny, miiZeme pouZit rovnici

Z2=U— ’Ep
a vypoditat opét dvé hodnoty nezndmé z.
Priklad 16. Reste rovnici
iz? — (7 4 3i)z 4 10,5 — 9i = 0.

Rejeni. Budeme postugovat jako v obecném pfipadé.
Nejprve budeme délit obé strany rovnice koeficientem pii
2% 1j. imagindrni jednotkou i. ProtoZe 1/i = —i, znamena
to ndsobit obé strany rovnice Cislem —i:

22— (3—T7i)z—9—1051=0.

K doplnéni prvnich dvou &lent potfebujeme &islo (3—_2ﬂ
Dostdvime .
— (3 — Tz +( — ) + 10,51 + (—271) ,
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2 .
[z _ ; G— 7i)] — 9+ 10,51 + %(9 — 49 — 42i),
s—Lta o w] ==
[s-20-m] =
Zbyva fedit ryze kvadratickou rovnici #? = —1. Kofeny

této rovnice jsou oviem Cisla i, —i. Pro neznimou 2z musi
tedy platit vztah

z—%(3—7i)=i
nebo
a3 (BT = —i,

coZ davd dva kofeny puvodni rovmice: z = —é— (3 — 5i)

az=%(3—9i).

Ovéite dosazenim a vypoctem, Ze jde skutedné o kofeny
pivodni rovnice!

Z pi. 15 plyne, Ze vzorec pro feSeni kvadratické rovnice
plati 1 pro rovnici s komplexnimi koeficienty. Musime v3ak
spravné chdpat vyznam odmocniny.

Je ptirozené oznatit v tomto ptipadé }/d (d je komplexni
¢islo) libovolné Cislo u, jeZ je feSenim rovnice 2 = d.
Pak zpétnym postupem dostivime

Z=—-%p+]/(7,

__1 1.
z——§P+V1P —9q
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a dosadime-li p = b/a, ¢ == c/a, vyjde po jednoduchych
upravich
— b+ | —4ac 4ac
2a
Protoze obé {isla vyhovujici rovnici #? = b% — 4ac se lisi

navzijem jen znamenim, muZeme tento vzorec psit opét
ve tvaru

Z ==

— b:tl/bz—tlac
2a

Znameni 4+ u odmocnjny m4 nésledujici vyznam: Najde-
me-li jedno feSeni rovnice #®> = b%® — 4ac, miZeme je

oznatit |/5* + 4ac. Pak dalsi feSeni je prost& — |/5% — 4dac.

P

Pt#iklad 17. NapiSte kvadratickou rovnici, kterd ma
kofeny (a) 3, —1/2; (b)2 4+ 1,2 —i;(c)i, 1;(d) I + 2i.

Reseni. Kvadraticka rovmce, kteria ma kofeny u, v, se dd
napsat ve tvaru soucinu kofemovych Ciniteld (x — u)
(x—1v)=10.To jste poznali ve §kole a )e zfejmé, Ze to platd
1 v ptipadé, kdy vysledna rovnice nema reilné koeficienty.

Maime tedy

1N e, 5.3
@) (x—3)‘(x+~2~)—0c111x—Ex—i—E—anbo

2x2 —5x —3 = 0;
(b) [x—(2+1)] [x—(2—1]=0
2 —4x+5=0,

© G—i)E—1=0,
v—(1+)x+i=0,

@ [—QQ+20P2=0 .
x-2-+4)x+ (—3+4i)=0.
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V prvnich dvou pfipadech jsou koeficienty rovnic realna
cCisla, v ptipadé (c) nikoliv. Je to proto, Ze Cisla i, 1 nejsou
komplexné sdruZzena. Také v pfipadé (d) jsou koeficienty
komplexni Cisla. Zde mame jediny dvojnasobny kofen
nebo, jak nékdy fikime, dva splyvajici kofeny 1 -+ 2i,
1 4 2i. Tato &isla také nejsou komplexné sdruZena (jen
redlné Cislo je komplexné sdruZené samo k sobé!). To je
diivod, pro¢ koeficienty vysledné rovnice nejsou redlni
Cisla (srov. ddle pf. 18).

PiesvédCme se nyni, Ze tento vysledek je mnohem obec-
néjsi, neZ jsme zatim ukazali.

Pfiklad 18. Je-li komplexni &islo » kofenem algebraické
rovnice s realnymi koeficienty, je kofenem téZe rovnice

i &islo u komplexné sdruZené k ». DokaZte toto tvrzeni!

Reseni. Algebraicka rovnice se da psat ve tvaru

apx® +axnl+ ... +a,  x+a,=0,
kde 7 je pfirozené &islo, a, -« 0. Podle naseho predpokladu
jsou vSechny koeficienty této rovnice ag, @y, - . .5 An_q, @n
redlnd Cisla. Dosadime-li do levé strany rovnice cCislo
komplexné sdruZené ke kofenu u, dostaneme ayu" +
+ aur! + ... 4+ an_, u + ap. Vime viak, Ze Cislo kom-
plexné sdruZzené k soulinu (souctu) komplexnich disel
je soudin (soucet) Cisel komplexné sdruZenych k Cinitelim
(sCitancam). TotéZ plati oviem i o mocniné, nebot umoc-
fovani (s pfirozenym mocnitelem) je definovidno pomoci
ndsobeni. Vzhledem k tomu, Ze koeficienty rovnice jsou
redlnd Cisla, je ax = ax (k=0,1,...,7n— 1, 7). Dosta-

vame tedy ihned ’

aut + aurt + ... +ap u4 an=

= aoun + alu”_l "+— .« —+— an_lu + an:
ProtoZe viak &islo u je podle pfedpokladu kofenem rovnice,
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je Cislo na pravé strané Cislem komplexné sdruZenym
k nule a tedy samo je rovno nule. Tim jsme dokazali, Ze

také u je kofenem rovnice.

Zduraznéme jesté jednou, Ze pfedpoklad reilnosti koefi-
cientl jsme podstatné pouZili v tvrzeni, Ze jejich komplexné
sdruzené hodnoty jsou taZ Cisla.

Nakonec je$té poznamenejme, Ze tohoto vysledku se
uZiva v ditkazu tvrzeni, Ze kazda algebraicka rovnice lichého
stupné s redlnymi koeficienty ma aspoi jeden realny koten.

Na zavér této kapitoly si vSimneme jest€ odmocnin
z komplexniho &isla vysSich fadu.

Piiklad 19. Co tvoii koncové body vektorii, znézorfiuji-
ci vSechny hodnoty ,tfeti odmocniny z jedné®, ftj.
viechna feSeni rovnice 2° = 1?

Reseni. Vime, Ze v redlném oboru ma tato rovnice jediny
kofen, Cislo jedna. Znidme totiZ vzorec

B—l=E—-—DEE+2+1)

(neznéte-li ho, snadno ho ovéfite nisobenim a sloucenim
na pravé stran¢). Aby prava strana byla rovna nule, musi
byt bud z = 1, nebo 22 + z + 1 = 0. Tato kvadratickd
rovnice m4 vak diskriminant 1 — 4 = —3, coZ je zdporné
¢islo. Nema proto Zddné feSeni v mnoZiné redlnych Cisel.
Jak snadno zjistime, jsou jeji kofeny komplexni d&isla

; (-1 +i}3)a ; (—1—i|/3). (Ovéfte si znovu vy-

podtem, Ze obé tato Cisla umocnéna na tfed daji skuteéné
jednotku!)

Maiame tedy tfi kofeny rovnice 22 = 1 a mohli bychom
z nich odvodit i podminku pro vektory, které jsou jejich
geometrickym znazornénim. Jednoduss$i vSak je pouZit
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od pocatku Moivrovy véty. Vyjadiime-li 2 v goniometric-
kém tvaru z = r (cosa + i sina), je podle Moivrovy véty
2% = r3(cos 3a + isin 3a),
takZe nasi rovnici lze psit ve tvaru
% (cos 3a + isin 3a) = 1
nebo jednoduSeji cos 3a + isin3a = 1, protoZe 7° =
= |28 = 1. (Samozfejmé je potom také r = 1, tak¥e
prosti hodnota viech t¥f reseni dané rovnice je rovna 1ed.ne )
Je tedy
cos 3a = 1, sin 3a = 0,
coZ nastane pro 3a rovné nisobku 2z (tj. 3a = 0°, 360°,

720° ...). Je-li 3a = 2nm, je a = 2 Proin=0 je

3
a=0n=1 davaa=~3——c1h a=120° n =2 divd
o = ¥ &li o — 240°. Dalsi hodnoty &sla n (i z&porné)

3
davaji n&kterou z téchto hodnot zvétSenou (¢i zmensenou)
o nisobek 2 x. Takovd hodnota argumentu divd oviem
totéZ komplexni &islo (i tentyZ vektor) jako hodnota pi-
vodni. Mime tedy tfi kofeny. Prostd hodnota v3ech t¥ je
1 (tj. vSechny koncové body pfisluSnych vektort le%i na
jednotkové kruZnici se stfedem v pocdtku), argumenty se

li§i navzdjem o 120° = % 360°. Jsou tedy tato tfi Cisla

znizornéna vektory, jejichz koncové body jsou vrcholy
rovnostranného trojihelnika (wz obr. 2).
Obdobnou metodou miizeme fesit i obecny piipad.
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Obr. 2

PFiklad 20. Dokazte, Ze je-li ¢ komplexni &islo riizné
od nuly, existuje privé »n rtznych komplexnich disel ta-
kovych, Ze x» = a. Je-li a = 0, je oviem také x = 0.

Reseni. Pipad a = 0 je zfejmy. Budi? tedy a -0
a necht goniometricky tvar Cisla @ je a = r(cosa + i sina).
Existuje-li ¢islo x tak, Ze x® = g, je moZno je psit také
v goniometrickém tvaru jako x = p (cos 6 + isin 6) a md
platit
o™ (cos n0 + isin nf) = r (cos a + isin a).

Aby se tato dvé komplexni ¢isla rovnala, musi byt g7 = r
a Cislo 76 musi byt argumentem ¢&isla a, €ili 70 = o + 2kx,
kde % je celé Cislo.

ProtoZe r > 0, existuje V; >0, takZe o = ]/1T (o je pros-
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td hodnota Cisla x, takZe zdpornd hodnota odmocniny
pro sudé » neni pfipustnd). Pro argument 6 dostivime n

podstatmé riznych hodnot: %, e _:27‘ 5 a —:4“ > eeey
a+ (”n_ D2 Dalii hodnoty uz nedivaji nové felent

rovnice, protoZe se liSi od nekterého z uvedenych feSeni
o nisobek 2 z. Naproti tomu uvedené hodnoty ddvaji sku-
te¢n¢ podstatmé riizné hodnoty argumentu, takZe existuje
opravdu privé n riznych fefeni rovnice x*» = a. V obec-
ném zdpisu jsou to Cisla

v VF(cos at 2k isinizﬁ),
- :
E=0,1,2,...,n— 1.

Cviéeni

1. Napiste kvadratickou rovnici, kterd ma kofeny

(a) 2 — 3i, l‘; (b) 2 —3i,i; (c) 1, 0; (d) jediny kofen 2 — 3i.
(22 +33G—~1z+2—3i=0;
®22+20—1)z+3+2i=0;()3z%2—iz = 0;
d2z2—-2.2—3)z—(5+ 12i)) = 0.]

2. Reste rovnici

@iz + (3 —-2i))z—6=0;()22 - 2iz—-1=0.
(@2, 3; (b)i]

3. Najdéte viechny kofeny rovnice

(a)z4 = 1; (b)z¢t = —1 a napiteje v a.lgebraickém tvaru.

1
(a) 13 “1, is —i§ (b) + == (1 1), — (l )]
[ V2 V
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4, Znizornéte feseni minulého cviéeni graficky! Co tvoii koncové
body vektoru, znézoriujicich kofeny rovnic?
[V obou pfipadech vrcholy ¢&tverce o uhlopficce délky 2; (a) jsou
vrcholy na osich soufadnic, (b) jsou vrcholy na pfimkich
y=x%y=—x]

S. Napilte rovnjci, kterd ma”viech osm kofent ze cviteni 3 za

fedeni!

[ = 1]
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