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4. kapitola

KOMPLEXNf FUNKCE

Pamatujete se ze skoly, Ze v definici pojmu funkce vystu-
povaly dv& mnozmy ‘mnozina hodnot promenne (obor
funkce) a mnoZina hodnot funkce. Obé tyto mnoZiny byly
dosud mnoZiny redlnych Cisel. Neni vSak Zidny zavainy
dtvod, pro¢ bychom nemohli svoje tivahy zobecnit na
Cisla komplexni. Jsou vlastné dvé moZnost takového zobec-
néni. Pojednejme nejprve o jednodussi moZnosti. Pfedpo-
kladejme, Ze mnozina hodnot funkce je mnoZina kom-
plexnich Cisel, zatimco proménna zustivd v oboru Cisel
redlnych. Hovofime pak o komplexni funkci redlné pro-
ménné,

Definice komplexni funkce redlné proménné se nijak
podstamé nelisf od definice reilné funkce. Jedinou zménou
je, jak uZ jsme uvedli, Ze hodnoty funkce sméji byt cisla
komplexni. Zdiraznéme v3ak znovu, %Ze hodnotami pro-
ménné zistavaji prozatim ¢isla redlna.

Takto definovani funkce mé vlastnosti velmi podobné
vlastnostem rediné funkce. MiiZeme dokonce fici, Ze jakou-
koliv dlohu o komplexni funkci reilné proménné muZeme
pEevést na dlohu o funkcich redlnych. Plati totiZ:

Je-li ddna komplexni funkce redlné proménné rovmici
z = F(t), pak rovnice x = Re F(t) a y = Im F(t) definuji
redlné funkce redlné proménné, pricems obor promémné zi-
stdvd nezménén.

Diikaz tohoto tvrzeni je velmi snadny. Pro kaZdou hod-
notu proménné ¢ z oboru funkce F je F(r) komplexni
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¢islo. MiZeme je tedy psat ve tvaru F(z) = Re F(t) + iIm
F(z). Redlna i imagindrni ¢ast F(¢) je oviem redlné Cislo.
Kazda z rovnic x = Re F(t), ¥y = Im F(z) pfifazuje tedy
libovolnému redlnému ¢t z oboru funkce F pravé jedno
realné Cislo. (Jinak by totiz pfifazeni z = F(¢) nebylo
jednoznaCné.) A to oviem znameni, Ze rovnice x = Re
E(), y = Im F(¢) definuji reilné funkce, jejichZz obor je
roven oboru funkce F (z).

PFiklad 27. Definujme funkci f pfedpisem: Redlnému
Cislu x je pfifazeno komplexni Cislo, jehoZ redlnd i imagi-
narni ast je rovna x. Jaky je obor a mnoZina hodnot
funkce? Jak lze znizornit mnoZinu hodnot funkce geo-
metricky ?

Reseni. Oborem funkce je zfejmé celd mnozina realnych
cisel. ProtoZe f(x) = x + xi, je f(x) znizornéna vektorem,
jehoZ koncovy bod (pfi umisténi v pocatku) mad ob& sou-
fadnice stejné. To znamend, Ze leZi na pfimce, ktera puli
thel mezi osami soufadnic. MnoZinu hodnot funkce lze
tedy znizornit geometricky pfimkou s rovnici y = x.

Tato pfimka neni v3ak ,,grafem funkce* v tom smyslu,
jak jej zname z teorie redlnych funkci. Je jen znizornénim
mnoziny funkénich hodnot bez jejich vztahu k proménné.
Uvédomte si napfiklad, Ze geometrickym znizornénim
mnoZiny hodnot funkce g(x) = 2x + 2x1 nebo dokonce
Ax) =tgx + itgx je taZ pfimka, i kdyZ tyto funkce
pfirazuji téZe hodnoté proménné naprosto riznd Cisla.

Priklad 28. Vztah f(x) = (x + ai) kde a je realné Cislo,
definuje komplexni funkci reilné proménné. Stanovte jeji
redlnou a imagindrni &4st a urcete, pro které hodnoty
prom?nné je f(x) &islo redlné nebo Cislo ryzej imagi-
narni!
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Refeni. Plati

(x + ai)® = x® + 3x%ai + 3xa%? + &% =
= x% — 3a%x 4 (3ax? — @i
Je tedy
Ref(x) = x* — 3a%, Imf(x)= 3ax? — a°.

Reilnd &ast je rovna nule, plati-li x = 0, nebo x% = 3a?
Gili x = +)/3a. Imaginirni Cist je rovma nule, je-li
3ax? — a® = 0. Vylouc¢ime-li pfipad a = 0, kdy jde o reil-
nou funkci, dostavime z této rovnice 3x2 = a2 Cili x =
= +af)3.

Dana funkce nabyva tedy redlné hodnoty pro x =
= + afJ/3 a ryze imaginirni hodnoty pro x = 0 nebo
x= 4 V3-a. Je-li ovéem a = 0, jde o reilnou funkci,
takZe vSechny jeji hodnoty jsou redlné.

Piiklad 29, PopiSte geometricky mnoZinu hodnot kom-
plexni funkce realné proménne f(@) = u, kde % je kom-
plexni ¢&islo. Jak se zméni tato mnoZina, pfi¢teme-li kom-
plexni &islo v, tj. definujeme-li funkci f; (¢) vztahem f,(z) =

=yt 1 v?

Reseni. Cislo f(r) méd redlnou &ist ¢ Re u, imaginirni
t Im u. PiSeme-li ¥ = u; + u,i, je zndzornénim hodnoty
funkce f (z) bod (u,2, u,t), takZe

X = uyt, y = Uyl.

To jsou tzv. parametrické rovnice (¢ se nazyvé parametr).
Vyloudime-1i z téchto rovnic z, dostaneme vztah'mezi x a y.
Vyjadfeme napf. ¢ z prvni rovnice a dosadme do druhé:

Uy

r = xfuy, yzzx.
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Posledni rovnice je rovnici pfimky prochizejici politkem,
jejiz smérnice je 142/u1 (1e-h #, =0, je rovnice piimky
prost€ x = 0; je-li ziroved i u, =0, jde o konstantni
funkci f (£) = 0). MnoZina hodnot funkce je tedy znazor-
néna primkou.

Funkce f; (t) = ut + v pfifazuje &islu ¢ hodnotu funkce
fzvétSenou o komplexni &islo v = v, 4+ v,i. Geometricky to
znamend, Ze bod, ktery znizorfiuje funkcni hodnotu f (z), je
tfeba posunout o vektor v (v, v,).

Rozdélime-li £, (¢) na redlnou a imagindrni ¢ast, je

Refi(®)=ut+v, Imf, ()= u2t+'02
Soufadnice odpovidajiciho bodu jsou tedy
X=ut+ T, y=1uUytl - Vs
Vyloucime-li z téchto rovnic parametr ¢, dostaneme opét
rovnici pfimky
y= %(x—vl) + s
1

Smérnice pfimky se nezmeénila (jsou tedy obé pfimky
rovnob&Zné), ale kazdy bod pfimky je posunut ve sméru
OSY ¥ O Uy — Uy Uy/tty.

P¥iklad 30. Pro které hodnoty komplexniho Cisla w je

prostd hodnota funkce £ (x) = &—1%- rovna jedné pro
vSechna redlné Cisla x?
Resent. Je-li w = u + oi, je
—x (u— x)z-—]:ifzj o

bl = ' o1~ Vatorre
_l/u2+v2+x2—2m
TV w4 0?4 a2 2ux
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Pokud u# + 0, je zfejmé (A (x)] = 1 jen pro x = 0. Je-li
u=0, je |h(x)] =1, nezdvisle na hodnot¢ imaginirni
Castv.

Cislo @ musi tedy byt ryze imaginirni. Je-li @ - 0, je
mnoZina hodnot funkce % znizornéna jednotkovou kruZ-
nici o stfedu v pocdtku bez bodu z = —1%); je-i w = 0,
je A (x) = —1 pro viechna x = 0.

Pfiklad 31. Znizornéte graficky mnoZinu hodnot
funkce
f(x) = cos x + 1isin x.

Jak se zméni mnoZina hodnot, definujeme-li g (x) =
= [f@x)}=?

Reseni. ProtoZe cos?x + sin®x = 1, jsou viechny funk&ni
hodnoty f(x) znizornény body na jednotkové kruZnici
se stfedem v polatku. Obricend, soufadnice libovolného
bodu na této kruZnici lze psat ve tvaru cos x, sin x pro
néjakou hodnotu x z intervalu < 0, 2z). MnoZzina funk¢nich
hodnot je tedy znizornéna jednotkovou kruZnici. KaZdy
bod této kruZnice znizorfiuje funkéni hodnotu nekonecné
mnoha hodnot proménné, které se vzdjemné lisi o celistvy
ndsobek 2.

Funkce g (x) = f» (x) je definovana vztahem

g (x) = (cos x + 1isin x),
coZ podle Moivrovy véty je totéZ jako
g (x) = cos nx + 1 sin nx.

Mnozina hodnot této funkce je zndzornéna toutéZ jednot-
kovou kruZznici, nebot také cos? nx + sin?#x = 1. Samo-

. w—x .. ..
*) Rovnice -1 =- . Mafelenijen prow = 0.
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ziejmé i obricené je moZné kaZzdy bod na této kruZnici
vyjadfit jako (cos nx,sin nx); hodnotu x stali zde vzit

dokonce z intervalu (0, % 27).

Cviéeni

1. Vypoététe reilnou a imaginirni ¢4st funkce realné proménné
x—1+1)

f@ = 1=

x2 —2
[R°f("> B R m]
- 2. Napiste lineirni funkci redlné proménné, ktera nule pfifazuje
Cislo 2—5i a &slu 3 komplexni jednotku —1i.
[Fun.kce % (—2--4i)yx - 2 — 5i.]
3. Zndzornéte geometricky mnoZinu hodnot funkce

g@=1t-V1 -1z}
je-li r redlna proménni. Co je oborem této funkce ?
[PalkruZnice o stfedu v poéitku a poloméru 1, lezici nad osou x.
Oborem funkce je interval {—1, 1).]
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