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6. kapitola

EXPONENCIALNI FUNKCE
A LOGARITMUS

Mezi funkcemi, o nichZ jste hovofili ve $kole, byla i tzv.
exponencidlni funkce e?. Tato funkce je zvlaStnim pfipa-
dem obecné exponencidlni funkce a* (o zdkladu a).
Definice cisla e vyZaduje jisté znalosti o posloupnostech
¢ fadich*). Cislo e je totiz limitou posloupnosti, jejiZ

obecny (n-ty) &en je (1 T %) " Jinak se d &slo e defino-
vat jako soucCet nekonecné fady

1 1 1 1
LIS TS BN 3% LA N W
Tyto vzorce ndm umoziuji vypocitat s libovolnou pfedem
danou pfesnosti hodnotu ¢isla e, kterd je e = 2,71828. ..
Tato zdanlivé ndhodnd a um¢la definice ma hluboky vy-
znam. UmoZiiuje ndm napi. sestavit tabulky pfirozenych
logaritmi (tj. logaritmil o zékladu e). Z nich pak lze podle
znamého vzorce log,x = Ig x/Ig a vypocitat logaritmy o li-
bovolném (kladném) zdkladu, tedy tské napf. desetinné
logaritmy. Témito otizkami se oviem nemiZeme zde za-
byvat.
y%/"unkce e? se vyskytuje v fadé fyzikilnich a technickych
aplikaci. Tak napf. kfivka, vytvofend provazem nebo feté-
zem, zavéSenym volné (tj. tak, Ze muze klouzat) ve dvou

+ ...

*) Ctendf, ktery tyro znalosti nemd, mize viak bez obav pokradovat
v Cetbé této kapitoly!
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bodech, ma rovnici y = e 4 e-* Cili y = e + 1/ez. Tato
kiivka se tradi¢né nazyva fetézovka.

Rovnice popisyjici kmitdni hmotného bodu je x = cos ¢
(¢ oznaluje Cas). V praxi jsou vSak mnohem obvyklejsi
tzv. tlumené kmity. Tlumeni je vyjidfeno exponencilni
funkci e, takZe rovnice tlumenych kmitua je x = e~*cos t.
Zatimco v prvnim pfipadé kmitd hmotny bod stile mezi
body x = —1 a x = 1, v druhém pfipadé se vychylka
stdle zmenSuje, nebot funkce e~ je klesajici.*)

Exponencidlni funkce se objevuje také ve vzorcich pro
rozpad radioaktivni latky, pfi vypoctech v teorii pravdé-
podobnosti (Poissonuv zakon) atd.

Mnohé z téchto aplikaci — napf. v elektrotechnice —
vedly k myslence roziifit exponencidlni funkci na funkci
komplexni proménné, a to tak, aby jeji podstatné vlastnosti
zustaly zachovany. Pckusime se nyni naznacdit tuto cestu.

Definujme funkci komplexni proménné E(z) vztahem:
Je-li 2 = x + yi, pak

E(2) = e*(cos y + isiny).

Je-li z realné Cislo, je takto definovana funkce totozna
s exponencidlni funkci e#, nebot v tom pfipadé je z = x,
vy = 0,cos 0 = 1, sin 0 = 0. Spole¢né s nékterymi dalSimi
vlastnostmi, které jsou obdobné vlastnostem exponencialni
furkce v redlném oboru, nds to vede k tomu, Ze funkci
E(z) nazyvidme také exponencidlni funkci v komplexnim
oboru. Casto se pro ni pouZivé i stejné oznaceni e? nebo
exp z.

Exponencidlni funkce je jedna z tzv. elementarnich funk-
¢i komplexni proménné. NemiZeme v této kniZce rozebirat
jeji vyznam pfili§ do hloubky ; pfesto ndm vSak ddva prile-

*) \Y uvedenych prikladech jsme pro jednoduchost vynechali fyzi-
kalni konstanty.
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Zitost ukdzat bliZe zpisob, jak se zkoumaji vlastnosti kom-
plexnich funkci, a procviéit znovu nasSe znalosti algebry
komplexnich isel.

Piiklad 39. Z definice funkce E(z) odvodte jeji nisle-
dujici vlastnosti:
(a) |E(2)| = eRez; je-li z ryze imaginarni, je |E(2)] = 1.
(b) E(2) + 0 pro kazdé komplexani &islo 2.
(c) E(z + 2m) = E(2), E(z + =ni) = —E(=2).

Reseni. (a) Pro libovolné redlné &islo y plati

[cos ¥y + isiny| = |/cos®y + sin®y = 1.
ProtoZe prosta hodnota soucinu se rovnd soucinu prostych
hodnot ciniteld, je

|E(2)| = ez|cosy + 1 smyl = eRez,
(Pfipomefime, Ze hodnota exponencidlni funkce redlné pro-
ménné je vidy kladné Cislo!) Je-li z ryze imaginirni, je
Rez=0atedy |[E(z)] = e = 1.

(b) Kdyby bylo E(z) = 0, muselo by platit také |E(2)| =0
(srov. pf. 6). To vSak neni moZné, protoze |E(z)| = eReza
vime, Ze exponenciilni funkce redlné proménné je rizna od
nuly pro viechny hodnoty proménne

(c) Tyto vlastnosti ovéfime snadno pfimym vypoétem

E(z + 2ni) = E[x + i(y + 2#)] =
= e?[cos (y + 27) + isin (y + 27)] =
= e?(cos y + isiny) = E(2),
E(z) + i) = E[x + i(y + #)] =
= ef[cos (y + n) + isin(y + #n)] =
= e#(—cosy — isiny) = —E(2).

P¥iklad 40. DokaZte, Ze nisledujici vlastnosti, znimé
pro exponencidlni funkci redlné proménné, plad obdobné
i pro E(2):
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(a) e? + 2 = ereg;
(b) e-? = 1/er;
(c) je-li n pfirozené Cislo, je (e?)r = en>.
Reseni. (a) Jsou-li u, v komplexni &isla, u = u; + u,i,
9 = v, + 9,i, pak podle definice je
E(u + v) = eRe(v+v) [cos Im(x + @) +- isin Im(x + v)] =
= et + % [cos(uy + v;) + isin(u, + v,)],
E(u).E(v) = e* (cos u, + i sin u,). e (cos v, +
+ i sin v,).
Cisla u,, v, jsou reilnd, takie e en = e +* Podle
definice ndsobeni komplexnich Cisel dostdvime
E(u).E(v) = e* + % [coSs #, COS U, — Sin %, sin v, +
-+ i(sin u, COS v, + COS U, Sin v,)] =
= et *+ % [cos(u, + v,) + i5in(u, + v,)].
Porovnime-li posledni vyraz s vyjadfenim hodnoty
E(u + v), dostivame vztah E(u + v) = E(u)E(v), platny
pro libovolna komplexni Cisla #, . Tento vztah je analogii
vztahu (a).

Abychom dokdzali (b), vyjadfime komplexni ¢islo 1/E(x)
v goniometrickém tvaru:
1
‘et (Cos U + 1sinu,)
CoS u, — 1sin u, _
" (cos up + 15in %) (COS Uy — 18I0 Up)
COS u, — 1sin uy
cos® u, + sin®u,
= e~ (cos up — isinuy) = E(—u).
& {e tedy skutecné¢ E(—u) = 1/E(u) pro ka2dé komplexni
slo u.
K ditkkazu (¢) miZeme vyhodné pouZit Moivrovy véty,

= "%

=gt
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protoZe funkénf hodnota E(x) je vyjadfena vlastné v gonio-
metrickém tvaru. Podle Moivrovy véty platt

[E@)]* = [e® (cos u, + i sin u,)]* =
= enth (cos nu, + i sin nu,), takZe [E(w)]* = E(nu).

Priklad 41. Najdéte vSechna komplexni &isla, pro né2
je prostd hodnota funkce E(z) vét$i (mensi) neZ jedna!

Reseni. Je-li z = z; + z,i, vime z pt. 39, %e |E(2)| = ea,
Je-liz; > 0,jeen > 1,je-li 2, < O0,jeexn < 1,a koneéné
pro z, = 0 jeea = 1. ProtoZe z, je redlnd &ast Cisla 2z, mi-
Zeme odpov&dét na nds problém takto:

Prosta hodnota E(z) je vétsi (rovna, mensi) neZ jedna
pravé tehdg, je-li realna Cast Cisla z kladna (rovna nule,
zaporna). Cisla, pro néz je prosta hodnota E(z) vétsi (men-
§i) neZ jedna, jsou zndzornéna body v pravé (levé) polorovi-
né (tj. vpravo ¢i vlevo od imagindrni osy). Body na imagi-
nirni ose, zndzoriujici ryze imaginarni Cisla, maji funkeni
hodnoty, jejichZ prosta hodnota je rovna jedné.

PFiklad 42. Funkce E(z) je podle definice zobrazenim
mnoziny komplexnich cisel do sebe. Zjistéte, co je obrazem
imaginarni osy v tomto zobrazeni. Co je obrazem usecky na
imaginirni ose mezi pocitkem a bodem, znizorfujicim
Cislo 271 ? Na zaklad€ tohoto vysledku usuzujte, zda funkce
E(2) je prosta*).

ReSeni. Na imagindrni ose leZi isla ryze imaginarni, tj.
takovd, jejichZ realna Cast je nula. MiZeme je tedy psat ve
tvaru yi. Hodnota funkce E(yi) je potom rovna cCislu
cos y + isiny, takZe |E(yi)] = 1. Funk¢ni hodnota ryze
—*‘)_E;t-)_s—t:);_nazyva'me funkci, ktera riznym hodnotdim proménné pfi-
Tazuje rizna Cisla. Napf. funkce f (x) = 1/x je prostd, funkce g (x) = x?
neni prosta, nebot &islim x, — x je ptifazeno totéz &islo.
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imagindrniho ¢isla leZi tedy na jednotkové kruZnici se stie-
dem v pocatku. Naopak, je-li ddn bod na této kruZnici, je
jim znazornéno komplexni Cislo, které miZeme psit ve
tvaru cos 0 + isin 0. Podle definice je vSak

cos 0 + isin 0 = E(if),

takZe dany bod je zndzornénim hodnoty funkce E pro argu-
ment i0. Tim jsme ukdzali, Ze kaZdy bod na jednotkové
kruZnici ma svij vzor, jimZ je ryze imaginarni Cislo.*)
Obrazem imagindrni osy v zobrazeni, daném funkci E(z),
je tedy celd jednotkova kruZnice se stfedem v pocitku.

UvaZujeme-li nyni misto celé imagindrni osy jen usecku
mezi pocitkem a bodem 2xi, je vysledek stejny. Obrazem je
zase celd jednotkova kruZnice, protoZe kazdy jeji bod zobra-
zuje komplexni islo, které lze napsat ve tvaru cos 6 +
+ isin 6, kde navic plati 0 < 6 < 2x. Stejny vysledek do-
staneme také, vezmeme-li libovolnou usecku délky 27z na
imagindrni ose.

Vyjadfeno jinak: Jestlize ryze imaginarni Cislo i0 je
zobrazeno funkci E(z) na jisty bod jednotkové kruZnice,
pak tentyZ bod je znazornénim funkéni hodnoty pro vsech-
ny hodnoty proménné tvaru (6 + 2nn)i, kde 7 je celé Cislo.
Zobrazeni, definované funkci E, neni tedy prosté. (Srov.
pf. 39 c.)

Viimnéme si je$té nakonec, Ze hodnota komplexni funkce
E(2), z = x + i, je v definici vyjidfena v goniometrickém
tvaru. Je tu soucin redlného (kladného) Cisla e®, které je
-prostou hodnotou isla E(z), a komplexni jednotky cosy —I—
~+ isin y, jejimZ kolem je — ndzorné feeno — ,,0tolit*
redlné &slo ez do sméru daného argumentem y (méfenym
v obloukové mife).

*) Je li dana funkce f (x), pak vzorem ¢isla y nazyvéme hodnotu
proménné xo, pro kterou plati f (xo) = .
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Vime, Ze kaZdé redlné kladné &islo p se dd napsat jako
mocnina e, kde ¢ je tzv. pfirozeny logaritmus {isla p,
znaeny obvykle lgp. MiZeme tedy fici, Ze pfirozeny
logaritmus {isla p je (redlné) Cislo, na néZ musime umocnit
ziklad e, abychom dostali ¢islo p. Nemohli bychom obdob-
né definovat i logaritmus komplexniho ¢isla? Ano, je to
moZné. Mdme k tomu jiZz vSechny potfebné znalosti. Nej-
dileZitéjsi je, Ze jsme definovali exponencidlni funkci
komplexni proménné a Ze znime jeji zikladni vlastnosti.

PFiklad 43. Je-li z komplexni ¢islo riizné od nuly, na-
piSte v algebraické formé Cislo #, jeZ je FeSenim rovnice
E(u) = =.

Reseni. Necht goniometricky tvar &isla z je

2z = r(cos a + isin a).
JestliZe existuje Cislo # = u; + u,i takové, Ze E(u) = z, je
podle definice
E(u) = e* (cos uy + 1sin u,).
Porovnime-li toto &islo s Cislem =z, je zfejmé, Ze musi
platit :
€h =7, COSu,= COSa, Sin#, = sin a.

(Srov. pf. 6.)

Cislo r je kladné ¢&islo, takZe existuje jeho prirozeny
logaritmus a je uréen jednoznacné. PoloZime-li u, = Ig »,
je prvni podminka splnéna. Abychom splnili druhou pod-
minku, stali poloZit #, = a; podminka je oviem splnéna
i tehdy, zvétSime-li », (nebo zmensime-li je) o celistvy
nisobek 27. KaZdé &islo » = lgr + i(a 4+ 2an), kde 7 je
celé &islo, je tedy feSenim dané rovnice.
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Poznali jsme, Ze Cislo # = Ig |z| + i arg 2*) mé vzhle-
dem k &islu 2 vlastnost, obdobnou zédkladni vlastnosti pfi-
rozeného logaritmu kladného ¢&isla. PouZijeme-li oznacenf
E(u) = ev, které je v teorii funkci komplexni proménné
bézné, miZeme fici: Umocnime-li ziklad e na (komplexni)
Cislo u, dostaneme z. Ka%dé cislo u, které ma tuto vlastnost,
budeme proto nazyvat logaritmem komplexniho Cisla z
a budeme je znaéit Ig 2. Uvedenou vlastnost ma oviem, jak
jsme se uZ zminili, nekoneéné mnoho Cisel; Lisi se ve své
imaginarni ¢dsti, a to o nasobek Cisla 27,

Piiklad 44. Odvodte nasledujici vlastnosti logaritmu

komplexniho ¢isla:

(@) lg(u)=1gu+ lgv;

(b) Ig (ufo) = lg u — Ig v;
©@Qlgu)=nlgu.

( isla u, v js_01_1 komplexni, # je pfirozené.)

Reseni. Viechny tyto vlastnosti plynou z odpovidajicich
vztahl pro exponencidlni funkci E(2). Tak napf.

E(lgu+ l1gv) = E(lgu) E(1g v) = uv;
skutecné tedy ¢islo 1g # + 1g v = w je logaritmem soucinu
uv, nebot E(w) = uv. Obdobné plati
E(lgu — lgv) = E(lg u) E(—1g v) = E(Igw)/E(Igv) =
= ulv,
E(nlgu) = [E(lg w)]* = un.

Je viak dileZité spravné chapat ni$ vysledek. Nejde
totiZ v pravém smyslu slova o rovnost komplexnich &isel!
Napf. vztah (a) znamena: Se¢teme-li néktery z logaritmu
disla # (uvédomte si znovu, Ze je jich nekonedné& mnoho!)
a néktery z logaritmu Cisla v, je vysledek jednou z hodnot lo-

*) arg z znamena oviem argument (pfesnéji kteroukoliv hodnotu
argumentu) Cisla 2.
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garitmu souinu »w. Jinak feCeno: dosadime-li do levé
strany rovnosti zvolené hodnoty logaritmti # a v, bude
vysledek logaritmem uv; nemiZeme viak dosadit libovolné
zvolené hodnoty logaritmu na obé strany rovnosti a ofeki-
vat spravny vysledek. Snmad nejlépe si to osvétlime na
prikladu.

P#iklad 45. Jsou dina komplexni &sla u = /3 —i,
0= ; L+ V3i)hw=7(5+1). Ovétre, % w—m,
najdéte logaritmy L,, L,, L, komplexnich ¢&isel u, v, w
(pouzijte hodnot argumenti mezi 0° a 360°) a vysvétlete,
pro¢ neplati L, + L, = L,.

Reseni. Vypoctéte nejprve soudin uv:

w=({3—0. 20 +}3i)=
— 45—t 3=

=%(2V§+2i)=7(l/§+i)=w.

Abychom nalli logaritmy danych Cisel, pfevedeme je
nejdfiv na goniometricky tvar: |u| = 1/3 + 1 =2, takze
u= 2(]/5/2 — —;— i) ;oznadime-li a argument Cisla u, je
cos a = ]/3—/2, sina = — ; . Je tedy a = 330° (kosinus
je kladny, sinus ziporny), neboli a = % n. Goniome-
ricky tvar Cisla u je
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u=2(cosl6—ln+1sml61—n)

Podobné je [o} = 7, cos f = 5 L sinf= V32, takze p _g

v=7(cos T4 isinﬁ)
3 3
a koneCné
s e T
3 +1smg).

Podle definice logaritmu komplexniho ¢isla je jeho
redlnd Cast logaritmus prosté hodnoty a jeho imaginirni
Cast argument daného Cisla. Je tedy :

w=14 (cos il

L,= lg7+3 i,

=lgl4+%ni.

TovSakznamend,2e L, + L, =1g2 + 1g7 + i (%n +

—I——:‘1;~vz)=1g14+IT3ni.]etedyL3 +« L, + L,

To vSak neni ve sporu s vysledkem pfedeslého prikladu.

Skutecnd, Ly — (L, + Ly) — — %ni — (—1).2%i. Roz-
dil obou dCisel je tedy ndsobkem 2 x i. To znamena, Ze jak
Cislo L, — L,, tak ovSem i &islo L, je logaritmem Cisla @ —
a to plné souhlasi s naSimi vysledky.
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P#iklad 46. Reste rovnici E (2) = —5.
Reseni. Cislo z musi byt logaritmem &isla —S5, tj.
z =lg|—-5| + iarg (—5),
kde arg (—5) znamené kteroukoliv hodnotu argumentu.
Z toho dostdvame
z=1g5+ ni+ 2nni,
z=1g54+(2n+ Dni.
Dani rovnice ma tedy nekoneéné mnoho feSeni, jejichz
imagindrni ¢4sti se liSi o nasobek 2 7.
Pi#iklad 47. Reste rovnicilgz =1 + —;— 7 il
Reseni. Napsana rovnice je ekvivalenmi s rovnici

1 .
E(l—l—»z—:n)—z.

(Dvé rovnice jsou ekvivalentni, maji-li pfesné taZ feSeni.)
Zbyva tedy pfevést levou stranu rovnice na algebraicky
tvar. Podle definice funkce E (2) je

E(l +~;~n i)=e1 (cos—;—n—l—isin-;-n) = el.

Jedinym kofenem rovnice je tedy &islo z = ei.

Z predchozich tvah je zfejmé, Ze neni moZné pouZit
rovnice # = Ig z k definici funkce komplexni proménné;
tento pfedpis neni totiZ jednoznacny, neddva nam moZnost
jednoznacng stanovit hodnotu funkce k dané hodnoté pro-
ménné.

Takové vztahy se Casto vyskytuji i v teorii redlnych
funkci. Pamatujete se napfiklad, Ze pfedpis ,,¢islu x pfifad
dislo y tak, ze ¥ = x* nedefinuje funkci, protoze ke kazdé-
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mu kladnému x existuji dvé takovd &isla, |/xa—|'x.
Proto jsme tento piedpis doplnili podminkou, Ze Cislo y md
byt neziporné. Tim jsme dostali (jednoznacnou) funkci
y=|x.

JestliZe vSak pracujeme s komplexnimi cxsly, jsou vztahy
tohoto typu jednak CastéjSi, jednak neni tak snadné ani
vyhodné vyloudit viechny moZnosti aZ na jednu, jak jsme
to udélali v pfipadé odmocniny z kladného ¢&isla. Zavadime
proto pojem viceznacné (fikime téZ mnohoznaéné) funkce.
Takova funkce miize byt i nekonefné znacna, jako napx".
pravé logaritnus. O funkcich, které jsou definoviny tymz
predplsem, ale jednoznacné, hovorxme pak ]ako o vétvich
viceznacné funkce.

Piikladem viceznalné funkce, kterd ma konecny pocet
hodnot, miZe byt odmocnina z komplexniho Cisla.

Odmocninou z ¢isla z jsme nazvali ¢islo, pro néz plati
4?2 = z, Tento vztah definuje dvojznanou funkci, nebot
vime, Ze pro kazdé z - O existuji pravé dvé takova Cisla,
lisSici se znamenim. Musime si vSak uvédomit, Ze takto
definovana funkce se podstatné liSi od funkce redlné pro-

ménné f(x) = |/x, definované vztahy y2 =xy=0
b=f (x))' Zanedbani rozdilt v definici mize vést k velmi
zajimavym vysled.kum Ptikladem, se kterym jste se moZna

jiz setkali, muzZe byt ndsledujici postup:

t=ii=)=1.)=1=JFD.—)=)1=1
Vime vsak, Ze i2 = ~1 (to je definice Cisla i), takZe 1 =
= —11?

Tento zd4nlivy paradox v3ak snadoo vysvétime.
Vzorec J/x |/y = |/xy, ktery jsme pouZili, musime chapat
obdobné jako vzorce z pf. 44. Znak ]/x oznacuje zde ni-
koliv jediné ¢&islo, ale vlastné mnozinu dvou {isel, liicich
se znamenim. Je-li x = y = —1, miZeme na levé strané
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dosadit za kadou odmocnimu bud i, nebo —i; vysledek
bude bad 1, nebo —1. A obé& tato Cisla jsou skutetné
hodnoty odmocniny z jedné (ovSem ve smyslu definice
vicezna¢né funkce). Vic viak tvrdit nemiZeme,

V na$f zmince o viceznatnych funkcich jsme si vSimli
vlastné jen jediného faktu: Ze toti¥ je moZné pfifadit
jedinému é&islu vice funk&nich hodnot. V geometrické
teorii funkci komplexnf promé&nné jde viak také — a pfe-
deviim — o to, jak jsou tyto hodnoty spolu svdzdny, jak
od jedné z mich pfejit k druhé pomoci nékteré spojité
vétve. Tyto otizky souvisi s teorii amalytickych funkdi,
Riemannovych ploch atd. To viak uz n&cpadé do rdmce

nali kniZKky.
\ ‘Cvi&enf P

1. Najdéte viechny hodnoty logaritmu &isla
@1 b —1; @©i; @1+

[(a) 2nmi; (b) 2n+ Dris(o) '“

mi;
(@) 71g2 + Tn i+2nn 1.]
2, Napilte v algebraickém tvaru &islo
B(—z)(3— )+ E(% i) @ + iy

-7+ 2i]
8. Re¥te rovnici

Igz=2+ %ni.

[e =e a1 +i))2]
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4. Najdé&te viechny kofeny rovnice
@ E@)=1;0)E(@)=—-1;(E(z) =i;d) E(z) = —i.

[(a) z=2nmi; (b)z = (2n + 1)7i;

(c) z= —;—(471 + Dri; (@ z= %(471 — Dmi; celé Ejslo.]

5. S pouzitim pf. 40 dokaZte
E(u — v) = E (w/E (v)!

6. Je-li u = Ig z kterakoliv hodnota logaritmu komplexniho &isla z,
je E (u) = z. Plati za stejnych predpokladu také Ig [E (1)] = u?
[Ne; rozdil mezi levou a pravou stranou mize byt 27 7 i.]

9. Z definice funkce E (2) dokaZte tzv. Eulerovy vzorce (misto E (2)
piSeme e%):
el® | e—10 . el® _ o180
— sin 0 = 1
kde 6 je redlné &fslo. Tyto vzorce miZeme pouZit k rozlifeni trigono-
metrickych funkci sinus a kosinus na komplexnf obor proménné, poba-
Zujeme-li 6 za &islo komplexni.

cos 6 =
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