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2. k apitola

GONIOMETRICKE ROVNICE A UPRAVY
GONIOMETRICKYCH VYRAZU

2.1. Zakladni goniometricka rovnice. Vritime se tivo-
dem k jednotkové kruznici, abychom si pfipomnéli, pfi
kterych velikostech orientovaného uihlu nabyvaji funkece
sin # a cos z nulové hodnoty. Touto otizkou jsme se
z nutnosti zabyvali uz v 1. kapitole pfi stanoveni
existenénich obort funkei tgx a cotg z (srovnejte pii-
sludny rozbor na str. 21, ktery pfedchazel definiénim
vztah@m (1,11)). Dospéli jsme tam k zivéru, Ze sin x je
roven nule pravé pro kazdy celoéiselny nasobek ¢&sla =,

cos z pak pro kaZdy lichy nasobek ¢&fsla % . Retili jsme

tim vlastnd zvlastnf piipady tzv. goniometrickych
rovnic
sinz = 0, respektive cosz =0,

a zjistili jsme, Ze vSechna fefen{ téchto rovnic muZeme
zapsat ve tvaru

z = kr, respektive =z = (2k + 1)%. (2,1)

Casto se pfi feSeni tloh setkame s nisledujicfm pro-
blémem: Zname hodnotu nékteré goniometrické funkee,
ale nezndme velikost 1ihlu, pro niz pfisludna funkce zna-
mé hodnoty nabyvi. Takovou zivislost pifeme obecn&

ve tvaru
/(1:) =¢, (212)
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kde ¢ je néjaké zndmé ¢&fslo a f(x) je goniometricka
funkce s argumentem x, jehoZ velikost nezndme. Kupt.
gin z = }, cotg z = 1 jsou piikladem takovych zévislosti.
Rovnice tvaru (2,2) se mazyva zdkladni gontometrickd
rovnice nebo gonsomefrickd rovnice v zdkladnim tvarw.
Resenim takové rovnice rozumime zpravidla libovolnou
velikost orientovaného dhlu, kterd po dosazeni ptevidi
rovnici v rovnost. V praktickych tlohach z planimetrie,
stereometrie a podobné se pfirozené omezime pouze na
ty velikosti, které maji pro danou ulohu vyznam.
Jestlize najdeme vSechna FeSeni dané rovnice, potom
mnozinu viech téchto fefenf nazyvime obecnym Fedenim.
Kazda rovnice tvaru (2,2) nemusi mit oviem FeSeni.
Nap¥. rovnice cos x = 2 feSenf nemé, nebof sin x a cos z
nabyvaji (podle véty 1.2) pouze hodnot z intervalu
(—1, 1). Ma-li v8ak rovnice FeSenf, potom jich mé ne-
kone¢né mnoho. Tato skutelnost je pfimym dusledkem
periodi¢nosti goniometrickych funkei.
Vsimneme si nejprve rovnice
_ sinxz =¢, (2,3)
kde ¢ je libovolné, ale pevné zvolené ¢islo z intervalu
{(—1, 1). Pfedpoklidejme, Ze jedno fefeni rovmice (2,3)
je a. Polozme si otdzku, zda existuji jestd n&jaks dalsi
fefenf. V tom piipadé by muselo platit sin z = sin «.
Pfevedeme-li sin « na levou stranu a pouZijeme vzorcii
(1,34a), dostaneme postupné

ginz —sina =0,
r+ta . x—a

2 cos 2 sin g = 0.
Aby byla splnéna posledni rovnice, musf platit bud
. T—a z+a
sin — = 0, nebo cos 3 =0.
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Dostavame tak nové dvé diléi rovnice, jejichz vSechna
feSeni ndm d4avaji celkové feSeni plvodni rovnice.
Abychom toto feseni nalezli, upravime obé& posledni
diléi rovnice pomoci vztahu (2,1). Dostdvame tak

r—a x4+ a
=kn, —5—

¢ T

Odtud jiz snadno vypoéteme koneény vysledek

r=a+2krn, r=(n—a)+ 2kr. (2,4)
Viechna feSeni rovnice (2,3) mizeme tedy zapsat ve
tvaru (2,4). Jestlize a = %nebo a = —% , tikaji oba

zapisy totéz a vystadime pouze s jednim z nich.

Ptiklad 2.1. a) ReSme rovnici
1
sSmx = ? .

Jedno FeSen{ zname. Je to &fslo % Podle (2,4) zapiSeme

obecné feseni ve tvaru
5
x=%+2kﬂ:, x=E-1r-]-2k-n:.

b) Obecné fe¥eni rovnice sin z = 1 zapfSeme viak
takto:

3

Méame-li urdit véechny kofeny rovnice

cosx =¢, (2,5)
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kde ¢ je libovolné, ale pevné zvolené ¢islo z intervalu
(—1, 1), zvolime obdobny postup jako u rovnice (2,3).
Je-li jedno zndmé FeSeni «, potom dalsi moZné FeSeni
musf spliiovat rovnici cos x = cos «. Obdobnou tipravou
jako u rovnice (2,3) za pouZiti vzorel (1,34b) dostaneme
postupné vztahy

cosx—cosa =0,

. T+a . xT—a
—2 sin 2 sin 5 =0.

Odtud plyne, zZe

r—a

2

Zta

3 -=kr.

=k=r,

Konedny vysledek miiZzeme zapsat ve tvaru
T=a+2kr, z=—a+ 2kn, (2,6)

ktery nam piedstavuje obecné feSeni rovnice (2,5).
Zapis (2,6) je jednoduchy a snadno se pamatuje.

Pifklad 2.2. Re¥me rovnici
Cos X = E—
=5

Jak plyne z ptedchdzejicich ivah, je obecné Fefeni této
rovnice didno vztahem

x=i%+2kﬂ:.

Rownice
tgx =c (2,7)



m4é FeSeni pro kazdé redlné ¢slo c. Jedno jeji zndmé fe-
Seni oznatme opdt «. P¥ipadna dalii feSeni musi vyho-
vovat rovnici tgx = tga, kterou upravime tak, Ze
pfevedeme tg a na levou stranu a nahradime sinem
a kosinem. Dostivime tak rovnici

tgx—tga =0,
kterou uvedeme na tvar

sin z sin «

Ccos x Cos &

Zde ovSem piredpokladime, Ze cos z cos a 7= 0, nebof
jinak by tg x neexistovala a dand rovnice by neméla
smysl. Ndsobime-li tedy obé& strany rovnice nenulovym
vyrazem cos Z cos a, obdrzime

sinxcosa —coszsina =0
a podle (1,25b)
sin(x —a) =0.

S pfihlédnutim k vysledku (2,1) miiZeme obecné FeSeni
posledni rovnice a tim také obecné feSeni rovnice (2,7)
zapsat souhrnné

*=a+kn. (2,8)
P¥iklad 2.3. VSechny kofeny rovnice tgz = V§ jsou

dény zdpisem x = —g— + k.

POZNAMEA 2.1. Obdobnym zptsobem jako u rovnice
(2,7) bychom dospéli k zivéru, Zze viechna fe¥eni rovnice
cotg ¥ = ¢ maji rovnéz tvar (2,8).
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Pfi hledani obecného fefeni zdkladnich goniometric-
kych rovnic jsme vychazeli z predpokladu, Ze znidme
jedno Fefeni. Jak je vidét z vysledku (2,4), (2,8), (2,8)
a z poznamky 2.1, stadf{ ndm jedno takové Fefenf ke zna-
losti v3ech kofeni goniometrické rovnice. Proto je dobré
hodnoty goniometrickych funkef nékterych thlh znét
zpaméti. Uvadime je v pfehledné tabulce.*).

z 0 % _li _731 % T —g- n| 2=xn
sin z 0 —;—- g g 1 0 —1 0
cos T 1 _V2E V_22—. —%— 0 —1 0 1
tg « 0 TV3— 1| s 0 0
cotg V3 | 1 g 0 0

V obecnych postupech jsme pro ¢ Zidali jen takovéd
omezeni, aby byla zajist&€na existence feSeni. Pozornému
¢tenati vSak jisté neusSlo, Ze v prikladech, které jsme
dosud uvedli, bylo ¢islo ¢ kladné. Jestlize totiz ¢ > 0,
leii vidy jedno FeSeni takové rovnice v prvém kvadrantu
a k jeho urteni nam poslouzi bud pamét, nebo tabulky

*) Prézdné mista v tabulce odpovidaji argumentu, pro
ktery nenf{ pfisluSné goniometrickd funkce definovéna.
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hodnot goniometrickych funkei. Jestlize ¢ < 0, pomize
nam pfechod k zapornému argumentu u funkef sin «,
tg x a cotg ¥ dosdhnout toho, aby hodnotou funkce bylo
¢islo kladné. PoslouZi nam vzorce (1,24a), (1,24b). Refeni
se tedy opira i v tomto p¥ipadé o 1. kvadrant. Uk4dZeme
si ptiklad.

Piiklad 2.4. Rovnici cotg £ = —}/3 nasobime &slem
(—1) a pouZijeme vzorce cotg (—z) = —cotg z. Ziska-

me tak rovnici cotg (—x) = l/3.
Tabulka na str. 47 nam tika, ze funkce kotangens na-

byvé hodnoty /3 pro thel velikosti % . Na zéklad® vy-
sledku (2,8) a pozndmky 2.1 je obecné fefeni dino ve
formé¢ —x = % + kr, neboli x = —% + k=

POZNAMEA 2.2, Prakticky mizZeme tedy zadkladni go-
niometrické rovnice pro sin z, tg x a cotg x s pravou
stranou zdapornou fedit jako odpovidajici rovnici s pra-
vou stranou kladnou s tim, Ze pfed vysledky ptipiSeme
minus.

Pfiklad 2.5. Kofeny rovnice sin z = —73 urtime
tedy néasledovné: V rovnici sin z = 73 ma kofen, ktery
lez{ v 1. kvadrantu, hodnotu % Pozndmka 2.2, nam
dovoluje zapsat kofeny dané rovnice takto:

T 2
x———§+2k1r, x=—?ﬂ:+2k‘rr:.
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Ve shodé s obeenym feSenim (2,4) mizZeme ovSem pii

zndmé hodnoté a = — % pouzit jiného zipisu
4
a:=——;5+2k1r, x=?1c+2k1:.

Oba zdpisy jsou pfirozené ekvivalentni a daji se vza-
jemn& prevést. Ctendf si jist& sém zvoli zpisob, ktery
mu lépe vyhovuje.

Uvedeny postup selze v piipadé goniometrické rovnice
cos x = ¢, kde ¢ < 0. Vénujme ji proto chvili pozornost.
Funkce cosz nabyva zipornych hodnot ve 2. a 3.
kvadrantu (obr. 9). P#i feseni dané rovnice vyuZijeme
opét 1. kvadrant, jen cesta bude trochu jind. JelikoZ
jedno FeSeni, které oznadime opét a, lezi ve 2. kvadrantu,
muzeme je jisté psit ve formé a = n —z2, kdez € (0,

%) . Dale, ponévadz a je pfedpoklidany kofen rovnice,

a

cosZz

Obr. 9. K iefeni rovnice cos z =¢, ¢ < 0.
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musf platit cos (x — z) = ¢. Uprava levé strany podle
pnsluéného vzorce (1,25b) vede k rovnmici cosz = —e.
Tato rovnice ma pravou stranu kladnou, nebof z pied-
pokladu ¢ < 0 plyne, Ze —c > 0. Umime proto urdit z
a tim i hodnotu «, pro kterou plati vztah a = = —z.
Ostatni kofeny rovnice vypoéteme pak na zakladé (2,6).

Piiklad 2.6. Refme rovnici

cCosSx = 1
= 5

Pomocnou hodnotu z ziskdme fefenim rovnice cos z =

= 5 - Stad, urtfme i jeden koten, ktery lei v 1. kva-

drantu. Timto kofenem je ziejmé &fslo Z.. Potom

3
oviem a = m— 13:— = —3— 7 a hledané obecné fedeni je
déno podle (2,6) vztahem
2
x=%'rr+2k1:, a:=—?1r+2k7t.

POZNAMEA 2.3. Kofeny rovnic sinz =0 a cosz = 0
byly uvedeny v (2,1). Stejné koteny jako rovnice sin x =
= 0 m4 také rovnice tg x = 0, nebot zlomek :2:6

nabyvé hodnoty 0 tehdy a jen tehdy, jestliZe sin z = 0.
Totéz plati o rovnicich cos x = 0 a cotgz = 0.

POZNAMKA 2.4. Souvislost mezi goniometrickymi
funkcemi a jednotkovou kruZnicf nim umoZiiuje bez-
petnou kontrolu, zda nalezena feSeni lezi v pFislu$ném
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kvadrantu. Podle (1,8) vime, %e sinz je imagindrni
slozka, cos z pak reidlnd slozka komplexni jednotky
s argumentem z. Je-li ¢ libovolné &fslo z intervalu (—1,
1), existuji vzdy pravé dvé rizné komplexni jednotky
tak, Ze jejich imaginarni slozka ma hodnotu c. Jestlize
¢ >0, lezi piisluiné jednotkové vektory, které jsou
obrazy t&chto jednotek, nad osou #, a kofeny rovnice
sin £ = ¢ musi lezet v 1. a 2, kvadrantu. Jestlize ¢ < 0,
obrazy obou jednotek leii pod osou x, a hledané koteny
se musi nachdzet ve 3. a 4. kvadrantu. Obr. 10 ukazuje

grafické feSeni rovnice sin x = — T

Podobnsé jako se sinem je tomu i s kosinem. Nase zna-
losti o sinu a kosinu ndm také v plné mite stadi, mame-li
rozhodnout, v kterém kvadrantu lezi kofeny rovnic
tgx = c a cotgx = ¢, jak plynez definiénich vztahi (1,11).

£,
P J &
3 a
A
-
. 3
Obr. 10. Grafické feSen{ rovnice sin z = — i
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Uvedeme jesté dva piiklady goniometrickych rovnic,
v nichZ argument bude mit ponékud slozit&j&i formu, nez
tomu bylo dosud.

P¥iklad 2.7. Resme rovnici
tg 20 = —1.
Uizijeme-li substituce y = 2z, dostavame novou rovnici
tgy = —1, kterd ma koteny y = — % + kr. Po na-

vratu k nezndmé z snadno uréime vztah
T ™
T =——F + k 5

kterym je dano obecné Fedeni rovnice dané.

Zakladni goniometrické rovnice s vicenasobnym argu-
mentem nam tedy neéini Zadné potiZe. V praxi nepouzi-
véme zpravidla ani substituce, nybrz vypodet provadi-
me piimo. Obdobny je vypodet kofenii goniometrickych
rovnic, v nichZ argument mé tvar soudtu nebo rozdilu,
jak ukazuje dalsf piiklad.

Pfiklad 2.8. ReSme rovnici

cos(%—%):—ﬁ.

2

Substituef y = T o ji pfevedme na tvar

6
cosy=—VT3.

Podobné jako v pifkladu 2.6 vypoltéme jeden kofen
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pomocné rovnice cos z = 5 Timto kofenem je ziejmé
¢islo % . Ma proto jedno FeSeni rovnice cos y = — L;—
hodnotu a = 7:—% = %n. Potom podle (2,6)
5 . 5
y=F'n: + 2%kr, y ———B—T:—}—2k1:.

Vratime-li se k neznamé z, snadno dostaneme vy-
sledek

m T

:z:=—-—§+k1c, x=§-—|—k1r,

ktery je obecnym fefenim puavodni rovnice.
Shrneme-li dosavadni vysledky, mtzeme Fei:

Je-li a libovolné jedno fefeni rovnice

a) sinz =c,
b) coOsT ==¢C,
c) tgr=c,

d) cotgx=c,

o

potom obecné Fedeni této rovnice mafeme zapsat ve tvaru
a) zt=a+ 2%kr, z=(r—a)+ 2kn,
b) r=a 4 2kx, 2 =—a + 2kn,
c) z=a+ kn,
d) r=a+ kr.

Jak uréime jedno FeSeni goniometrické rovnice v za-
kladnfm tvaru, bylo vyloZeno vyse.
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2.2, Goniometrickd rovmnice tvaru af*(z) + bf(z) +
+ ¢ = 0. Casto se setkdme s rovnicf, kters je kvadra-
tickd vzhledem k nékteré funkei. Tento tvar ma kupf.
rovnice 2 cos?z —cosz — 1 = 0. Obeené miizeme ta-
kovou rovnici zapsat ve tvaru .

af*(@) + bf(x) + ¢ =0,

kde f(z) je nékterd goniometrickd funkce. Rownici
rozieSime nejprve vzhledem k piisludné funkei (v nasem
ptipadé ke cosz). Tim ziskdme zakladnf tvar gonio-
metrické rovnice, ktery jiz umime Fesit. Vypodlet uka-
zeme na piikladé.

Priklad 2.9. Pti feSenf rovnice
2co8z —cosx—1 =0
pouzijeme substituce y = cos x. Ziskdme novou rovni-
ci 2y —y — 1 = 0. Jejimi kofeny jsou &isla 1, —% .

JelikoZ y = cos x, maji obd hledané ‘zékladni gonio-
metrické rovnice tvar

1
cosx =1, cosa:=——2—-.

Kofeny prvni z mch jsou z = 2kx, kofeny druhé podle
piikladu 2.6 .

$=§ﬂ:+2kﬂ, z=—% r + 2kw.

Tim jsme ziskali viechny kofeny ¢&ili obecné fefenf dané
rovnice.

b4



Pifklad 2.10. Podobné feSime rovnici
tgtx = |/3tg .

Jde o kvadratickou rovnici bez absolutniho &lenu. Re-
Seni je patrné ze zapisu:

tgzx—l/3—tga:=0,
tgx(tgx——]/3_) =0.

Odtud plyne, %e tgz = 0 nebo tg 2 = /3. Obecné Fe-
Senf pivodni rovnice miZeme psat ve tvaru

z = kx, x=§+lm.

2.3. Upravy goniometrickyeh vyrazd. V daldf asti
této kapitoly se vénujeme tpravam goniometrickych
vyrazi. Vime, Ze mezi goniometrickymi funkeemi plati
cel4 fada vztah. Budeme se o n& piirozend opfrat. Cte-.
naf si jisté pravem polozi otazku, k ¢emu je dobré zaby-
vat se lpravou goniometrickych vyrazi. Pro odpovéd
nemusime daleko. Pfi vypodtech, v nichz se vyskytuji
goniometrické funkce, dospéjeme obvykle k vyrazim,
které jsou znaéné sloZité a nepfehledné a vhodnou tpra-
vou je muZeme ¢asto zjednodudit. Piipadny rozbor
jednodussfho vyrazu je vidycky prehledné&jsf a hlavné
bezpedn&jsi. Upravy ndm také umoziiuji prevést sloZi-
t8)8f goniometrické rovnice na zakladni tvar.

Pifklad 2.11. Mdme upravit vyraz
cos? 2« + 1

cos 2a + 1

a stanovit, pro které hodnoty a mé smysl.

— €08 2a
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Jmenovatel zlomku, ktery se v daném vyraze vysky-
tuje, musi byt rozdilny od nuly. Jinak feteno, musime
vyloudit vSechny kofeny rovnice cos 2a = —1. Vypo-
det kofent ponechdme ¢tendfi, zapiSeme pouze vysledek

a = (2k + 1) —g— . Dany vyraz ma proto smysl, jestlize

a # (2k + 1) % . Prvnim krokem p#i Gpravé bude pie-

vod na spoledného jmenovatele. Slouéime-li poté ¢leny
v ¢itateli, miZzeme s pfihlédnutim k vzorei (1,30) psat

cos? 2a 4+ 1 cos 2o —
cos 2a + 1 o
‘cos? 2a + 1 — cos? 2a — cos 2a _
B cos 2a + 1 -
1 — cos 2«
= = tg2a.
1 + cos 2a g

Potfz pii dpravé goniometrickych vyrazi spoliva
jednak v tom, Ze zptsobi, které vedou k cili, je zpravidla
nskolik a nevime predem, ktery z nich je ne]vyhodne]m
dale pak v tom, Ze vztah, které plati mezi gonlometrlc-
kymi funkceml je zna¢né mnozstvi a je proto nutna
jejich bezpeéna znalost.

Pfiklad 2.12. Mame zjednodusit vyraz

tgd x sin z

— tgx.
cos? x “cos® x .

Dany vyraz ma smysl, jestlize cos x # 0, to znameni,

jestlize x +# (2k + 1) —T)i . To viak neni ziadnd nova
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podminka, nebof zjisténym omezenim je uZ vizina
funkece tg x.

Uvédomime-li si, ze

mizZeme psit ve tvaru
083

1
tg ot je potom mozZno z celého vyrazu vytknout
tg . Dostaneme tak vztah

tgix sin z

cosfz  costg | BF T
1 1
= 2 —_— —
. tgx[tg * cos?z cos?z +1
1
o ‘s . _ .
VJellkoz (podle pt. 1.1) plati identita prry 1 4 tg2x

pro x # (2k + 1)% , mizeme pokradovat v upravé

s tou vyhodou, Ze dany vyraz bude vyjadfen jedinou
funkei:
1

2 _ -
tgz[tg ¥ costz  costzx

=tgx[tg?x(l + tg2zx) — (1 4+ tg2x) + 1] =

+1 =

=tgzftg?r + tglex —1 —tgiax + 1] = tgbx.

Postup, kterym jsme vyraz zjednodusili, neni vSak
typicky. Cast&ji totiz postupujeme tak, Ze vyraz, v ndm%
se kromé funkeci sin z a cos z vyskytuje také funkce tg x
nebo cotg x (pfipadné obé), vyjadiime pomoeci sin z
a cos z. To je vidycky mozZné, nékdy viak zdlouhavé.
Zkuste timto zpisobem upravit vyraz z pf. 2.12.

Pro soudet sin £ + sin y a cos x + cos y jsme odvodili
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vzorce (1,34a), (1,34b). Vyrazy tvaru sin 2 4 cos y nebo
cos z -+ sin y pfevddime, pokud je to tdéelné, na vzorce
(1,34a), (1,34b) pomoci vztaht (1,27). Vyznamny je
pfipad, kdy y = =. -

Piiklad 2.13. Vyjddfete pomoci jediné goniometrické
funkce vyraz sin 4 cos z. Jelikoz podle (1,27) plati

identita cos x = sin [% — a:] pro kazdé x, miZzeme vyraz
sin ¥ + cos x upravit takto:

sinx 4+ cosx = sin x —|—sin[%—x]=

. T T — ki3
=2Bmzcos( —T]=V2 cog(x—T].

Chceme-li mit ve vysledku funkei sinus, pouZijeme pii
, . 0 I .
lpravé vzorce sin x = cos [? — ] . Analogickym zpt-
sobem pak snadno zjistime, Ze
. — . ]
sinz + cosx = stm(:c + T]'

Poznamenejme jesté, Ze uzitim vzorca (1,34a), (1,34b)
miizeme upravit také vyrazy 1 fsinz, 1 4 cosz
a to tak, Ze pouzijeme vztahi 1 = sin Tz 1=cos0.

Pifklad 2.14. Upravme zminénym zpisobem rozdil
1 — cos z. Zfejmé miZeme psat

l1—cosxz=co80—cosx =

P x . x
= — —_ —_— = 3
2511123111[ 2] 2 sin 9"



Stejny vysledek dostaneme bezprostfednd ze vzorce
(1,29b).

Pifklad 2.15. Podobné

1+sina:=sin%+sin:c=

. T X ™ xr
= 2 8in (T+?]COS [I—?] =

—omnz ™ L %) (™ _
25m[4+2) 2008[4

vo| 8

Pii ipravé jsme pouzili identity
(X T oz
Sln[Z -+ —2—] = COS[Z—?] .
Nekdy jsme naopak nuceni pfevést na soudet soudiny
tvaru sih « sin B, sin « cos f, cos « cos §. To ndm umozni
vzorce (1,25a) a (1,25b).
Pfiklad 2.16. Plati vztahy:

gin « sin f =—;—[cos(a—ﬂ)—cos (@ + B)],
sin a cos =%[sin(a+ﬂ) + sin (a — B)],
cos a cos f =—;—[cos (x + ﬂj 4 cos (a — B)] .

Ovéfeni téchto identit je snadné. Ponechime je dtenafi.

Pokud vyraz obsahuje vedle funkef s jednoduchym
argumentem také funkce s argumentem vicenasobnym
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nebo lomenym, upravime jej zpravidla nejdfive tak, aby
obsahoval jen funkce téhoz argumentu.

Priklad 2.17. Upravme vyraz

(1_ cos _2sin2x]cos2x—l
1 + cosx 2 2cos2zx

Vy#etfit existenéni podminky je snadné. Aby mél uve-
deny vyraz smysl, musi platit, Ze

w2k + 1) m @ % (2 + 1) -

Funkce sin? % a cos 2z vyjadiime nejprve jako funkce
jednoduchého argumentu. Stadi si uvédomit, Ze plati

_ 2 ] __sin?Y —gin?2 —
1 —2sin 5 1 —sin 3 sin? 3

x . . T
=cos2? —st?:cosx.

Pouzili jsme ptislusny vzorec (1,28a). Tentyz vzorec
nam poslouZi také pii dpravé ditatele zZlomku, ktery stoji
za zavorkou.

cos2xr — 1 = cos2x —sin?2zx — 1 =
= —(1 —cos?x) —sin?x = —2sin’x.

Po dosazeni do vyrazu mame

cos ¥ ] —sin? x

cos T —
( 1 {-cosxz) cosix

Jelikoz se v celém vyrazu vyskytuje téméf vyhradné
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funkce cos z, vyjadiime sin x pomoci cos z a rozloZime.
Dalsf ekvivalentni ipravy jsou zfejmé:

[cosa:— cos x ]——(l—i—cosx)(l—cosa:) _
1 4 cosz cos? x
cosx 4 cos®x —cosx (1 + cosz) (1 — cosx)
o 1 4 cosx cos? =
=1—cosx.

Jiny tvar vysledku uddva pfiklad 2.14.
Piiklad 2.18. Upravme vyraz

—cos? x sinx + 2
13 x

inz—cos?zr—1 2cosz|l T %
sin x — cos2 x 005(4 2]

Jmenovatele prvého zlomku miiZzeme uvést na kvadra-
ticky trojélen sin?zx + sin z — 2, ktery je rozlozitelny
T oz
4 2
muzeme pak nahradit ekvivalentnim vyrazem 1 + sin z
podle pi. 2.15. Odtud dostavame hledané existenéni
podminky

ng souéin (sin £ — 1) (sin z + 2). Vyraz 20082(

sinx;élzxyé%—k%ﬂ:,

siny #—1=2 #—%—I—%w,

sinx # —2 (splnéno pro vSechna xz).
Podminky muZeme zapsat jednoduSe ve tvaru z #

# (2k + 1) : . Uprava sama je pomérné jednoduchs:
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—cos? z sinx + 2

. T oz
—costz—1 Z2cos2|_2
sin & — cos? 003[4 2]

—cos? x sinzx 4 2
- (sinx + 2) (sinx — 1) “sinz +1
—cos? x cos? x _
T snfz—1  1—sinfz

V dal§i &asti knizZky na mnoha mistech s vyhodou
pouZijeme mozZnosti vhodn& upravit goniometricky
vyraz. Tyto dpravy jsou viak b&Zné nejenom v gonio-
metrii, ale i v jinych partiich matematiky a v nékterych
jejich aplikacich. MiZeme se s nimi setkat v integral-
nfm poétu, v klasické mechanice, v geodézii atd.

2.4. Dal¥{ goniometrické rovnice. V odstavci 2.3 jsme
si ukédzali nékteré zpisoby, jak postupovat pfi tipravé
goniometrickych vyrazi. Presvédéili jsme se, Ze 1 vy-
razy znadéné sloZité vedou éasto k jednoduchému vysled-
ku, ktery je udén jedinou funkei. Takovych dprav ui-
jeme s vyhodou pfi fedeni goniometrickych rovnie.

Nez tak uéinime, zavedeme si tuto uziteénou dmluvu:

Méjme ddny dvé goniometrické rovnice I, I1. JestliZe
kaZdé Fefeni rovnice I je zdrovesi fesenim rovnice II
a obrdcené kaZdé fedeni rovnice II je Fefenim rovnmice I,
potom Fikdme, Ze rovnice I a II jsou dvé navzdjem ekvi-
valentnt rovnice.

K na¥f imluvé jesté poznamenejme, Ze tpravu, kterd

pievadi danou rovnici v ekvivalentni rovnici, nazyvime
ekvivalentnt sipravou. V odstavci 2.4, ktery pravé pro-
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birame, budeme Yesit goniometrické rovnice tak, Ze je
budeme pievidét na ekvivalentni rovnice v zikladnim
tvaru. Pijde zvladteé o tyto dva piipady, kterych si
viimneme bliZe:

a) Obsahuje-li goniometrickd rovnice n&kolik funkei
nezndmého argumentu, vyjidiime vSechny funkce
funkef jedinou — v krajnim piipadé podle vzorei (1,31),

(1,32), (1,33) pomoci funkece tg % .

b) Obsahuje-li goniometrickda rovnice kromd funkei
neznamého argumentu také funkce jeho nisobkii nebo
dila, upravime rovnici tak, aby obsahovala vyhradné
funkce téhoz argumentu.

Priklad 2.19. ReSme rovnici

(1 Cco8S T . 2&:]00522:—1:0.
2co82

_ 2
1 +coszx s 2

Upravme levou stranu této rovnice podle piikladu 2.17.
Dostaneme tak novou rovnici

l—cosz =0,

jejiz obecné feleni je moZné zapsat ve tvaru z = 2kr.
Ob8 zkoumané rovnice jsou zfejm& navzajem ekviva-
lentni, pokud vyloudime ta 2, pro néz nékterd z obou
rovnic nema smyslu. Jde zfejmé& o x, jeZz jsou urdena
vztahy =z # (2k + 1)% a z # (2k 4+ 1) n. JelikoZ zmi-
néné obecné fedeni x = 2krn druhé z obou rovnic neni ve
sporu s existenénimi podminkami, které jsme uvedli,
jo £ = 2k= zaroven obecnym feSenim puvodni rovnice.
Tim je priklad vyfeSen.
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P¥iklad 2.20. ReSme rovnici

sin? 2x — 4 sin‘ x
cos 2x

=1.

Ztejm& musime piedpoklidat, Ze cos 2z # 0, ¢&ili
x # 2k + 1) % Upravime nejprve levou stranu rov-

nice. Plati zde, Ze

sin? 2x — 4 sint x 4 8in2 r cos? x — 4 sin 4z

cos 2z - cos? r — sin? x B

_ 4sin®x (cos? x — sin® z)

> — =4sgin%z.
cos? x — sin® x

Pouzijeme-li pfedchazejiciho vypodétu k tdpravé dané
rovnice, dostaneme za pfedpokladu, ze x # (2k + 1) %
ekvivalentni rovnici

4sin?z =1,

Neni obtiZné se presvédiit, Ze
x = :}:%—}—2]01:, z = i%n+2kn

je obecnym fefenim jak posledni rovnice, tak rovnice
pivodné dané.

Né&kdy se podaif uvést rovnici na tvar soudinu; druhd
strana je pfi tom rovna nule. Tohoto postupu jsme
vlastné uZili pfi obecném fefeni zdkladnich goniometric-
kych rovnic. Casto se zde uplatni vzorce (1,34a),(1,34b).
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Piiklad 2.21. Uzijeme-li vzorce (1,34a) v rovnici
gin z + sin 3z = sin 2z 4+ sin 4z,
dostaneme
2gin 2x cos x = 28in 3z cos z .

Délime rovnici dvéma, pfevedeme oba vyrazy na jednu
stranu a vytkneme cos z. Rovnice pak mé tvar

cos z (sin 22 — 8in 3z) = 0.

UZijeme-li na vyraz v zivorce opét vzorce (1,34a),
dostaneme

5z T
2cosxcosTsm(—§J =0,

kterd je zfejmé& ekvivalentni s puvodni danou rovnici.

Rovwnice bude splnéna, bude-li roven nule kterykoliv
¢initel soud¢inu. Hledané obecné feSeni mhZeme proto
zapsat ve tvaru

x=(2k+l)%, x=(2k—}—l)%, z = 2.

Pfiklad 2.22. V rovnici

. X x .
2sm?—cos—2— =1—sinz
vyjadiime nejprve sin z podle vzorce (1,28a) pro dvoj-
ndsobny thel. Dalsi dpravae je zfejma. MuZeme zfejmé
psét, Ze
x

. T . X d
23111—2—-- cos?— l—2sm?.cos 5
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. X x x
2sm?[1 -|—COS?]—[1 -+ cos ?]

. X z
(2sm—2——1] [cos?—l— 1]:0.

Dostali jsme tak dv& zdkladni goniometrické rovmi-
ce, z nichZ snadno uréime viechny kofeny dané rovnice.
Plati totiz, ze

0,

]
a:=?+4k1r,
m=—g—n+4kﬂ,

z=(2k +1)2r.

2.6. Goniometricka rovnice tvaru asinx + becosz = c.

Rovnice tvaru
asinz + beosz =c, (2,9)

kde a, b, ¢ jsou redlna &isla, si zaslouZ{ zvlastni pozor-
nosti. Pfedpokladejme, Ze soudin a.b.c # 0, to znamena
a#0,b+#£0,¢+#0.
POZNAMEA 2.5. a) Piipad @ = 0, b # 0 vede na rovnici
becosxz =c.
b) Piipad a + 0, b = 0 vede na rovnici
asinz =¢.

¢) Konedn$ piipad @ # 0, b % 0, ¢ = 0 vede na tvar
asinz + becosx = 0. Této rovnici nevyhovuje mno-
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Zina d&isel x = km, pro které je sin x roven nule. Dosaze-
nfm se o tom muzZeme snadno piesvédéit. MaZeme proto
délit rovnici nenulovou funkef sin z a uvést ji tak na tvar
beotgxz + a = 0.

Ve vSech t&chto pfipadech jsme dosli ke znamym go-
niometrickym rovnicim v zikladnim tvaru. Jejich feSenf
zndme.

Vratme se k naSemu piipadu, kdy je u rovnice (2,9)
splnéna podminka a.b.c # 0. UkdZeme si nejdulezi-
t8j51 zplsoby jejiho feSeni.

1. zpGsoB. RESENI ZAVEDENIM POMOCNEHO UHLU.

MizZeme klidné predpoklidat, Ze ¢ > 0. (V opa¢ném
piipadé lze toho snadno dosahnout vynasobenim obou -
stran rovnice &islem —1.) Délme rovnici &islem a.
Dostdvime tak

. b c
sinx + v COS Y = -

Jelikoz funkce tangens nabyva kazdé hodnoty z inter-
valu (—oo, oo), existuje vidy &islo ¢ 5 (2k + 1) %
tak, Ze plati

% =tgp. (2,10)
Substituce (2,10) vede k rovnici sinx + tg p cos z =
= —Z—, kterou upravime na zikladé definiéniho vztahu

(1,11). Po nasobeni éfslem cos ¢ dostaneme

. . c
sin z ¢os ¢ - €08 Z 8In ¢ =Fcosqp
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a koneéng podle piislusného vzorce (1,25a)

in (x + ¢) = —cos:p (2,11)

Cislo ¢ uréfme z rovnice (2,10). Omezime-li se p¥itom
na tu hodnotu ¢, ktera lez{ v intervalu [— % , %] , COZ

je vidy mozné, potom cos ¢ > 0. Hodnotu cos ¢ miZe-
me pak urdit z tabulek nebo frefenim soustavy rovnic
tgo = —ba— , 8in2 @ + cos? ¢ = 1. Snadny vypodet vede
k vysledku

a?
a? + b °
Podle predpokladu a > 0, muZeme proto ¢asteéné

odmocnit. Po dosazeni tohoto vysledku do rovnice
(2,11) a kracenf éislem a dostaneme rovnici

cos g =

sin (z + @) = Vaz b2 , (2,12)

ze které jiz snadno vypoéteme z +- ¢ a tedy i viechna z,
ktera jsou obecnym feSeni rovnice (2,12).

Ekvivalence rovnic (2,9) a (2,12) je zfejma. Dostdva-
me tak soudasné i obecné fefeni puvodni rovnice
asinz + bcosx = c. Poznamenejme jesté, Ze podle
véty (1,2) s pfihlédnutim ke tvaru (2,12) m4 tato rovnice
feSeni tehdy a jen tehdy, jestlize plati

¢ <a? 4 b2,
Pfiklad 2.23. Uvedenym zplusobem vyfeS§ime rovnici
cosz — |/3sinz = —|/2.
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Nasobme obé strany rovnice &islem —1, aby koefi-
cient u sin z byl kladny. Upravenou rovnici napisme ve
tvaru

V&Tsinx—cosx =Jz.

1
Podle (2,10) tg ¢ = — 77 blie = -% .
Dale podle (2,12)
. T V§
SIH[ —_ F] = T .
Koneéng podle (2,4) uréime viechny kofeny:

5 11
x=ﬁn+2kn, x=ﬁ-rc—|—2k‘1c.

2. zrsoB. RESENI PoMoci POLOVIONICH UHLY.
Na zdkladé vzorea (1,28a) nahradime rovnici (2,9)
ekvivalentni rovnici

in> cos 2 X p gt % _
2a sin 5 08 5 + b cos ) b sin g =¢- (2,13)

Dal&f krok spoéiva v tom, Ze délime rovnici (2,13) &ini-
telem cos? % . K tomu je nutny piedpoklad, Ze cos _;i #
# 0, coz miZeme vyjadiit ekvivalentnim pozadavkem,
Ze x # (2k + 1) n. Zde si musime uvédomit, Ze kofeny x
teprve hledame a formalni vysloveni pozadavku vibec
nezarutuje, 7e rovnice (2,9) pozadovanou vlastnost
opravdu spliiuje. Ma-li v8ak rovnice (2,9) kofeny ve
tvaruz = (2k + 1) =, jsou koeficienty této rovnice vaza-
ny nutnd podminkou b = —c. Ctenaf se o tom presvadéf
snadno piimym dosazenim kofenti do rovnice (2,9).
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V tomto piipad® by déleni rovnice (2,13) é&initelem
cos? % nevedlo k ekvivalentni rovnici a nelze této tpra-

vy pouiit.
Pokud b # —c, hledané feSeni z # (2k + 1) w, to

r 4 x . . wve ’ .
znamend cos —- # 0 a ekvivalence rovnic pfi vipravé je

zarudena. Délime proto rovnici (2,13) ¢islem cos? —;— ana

pravé strané uZijeme zndmé identity podle pf. 1.1.
Dostaneme tak kvadratickou rovnici pro neznimou

x
(b +c)tg2%—2atg% +(c—b) =0, (2,14)

kterou umime Fesit.
Jestlize b = —c, délime rovnici (2,13) C¢initelem

sin’% , ktery je z hlediska kofenid rovnice (2,9) rizny

od nuly (nebof rovnice sin —;— = 0 dévé kofeny xz = 2k~

a jejich dosazenf do rovnice (2,9) vaZe koeficienty nutné
podminkou b = ¢, tedy nikoliv b = —c). Misto (2,14)
dostaneme tak rovnici

(c—b)cotg’%——.?acotg%—}- b+c)=0,

jejiz feleni je rovnéz snadné.

Podminka FeSitelnosti ¢2 < a* + b2 nezavisf pfirozend
na zpusobu, jakym rovnici (2,9) feSime a plyne v tomto
piipadé z poZzadavku, aby diskriminant rovnice (2,14)
byl nezdporné ¢&islo.
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3. zrUsoB. RESENT POMOGE SOUSTAVY ROVNIC,

JelikoZ pro kazdé x plati sin?x + cos?z = 1, zave-
deme-li substituci sin = %, cos * — v, muZeme rovnici
(2,9) Fesit pomoci soustavy rovnic

au +bv =c,

w?+v=1. )

JestliZe a® 4 b2 > ¢?, mé soustava (2,15) za Feleni dvé
dvojice &isel u, v, jestlize a? 4 b% = c?, existuje jedina
takova dvojice. Pro a? + b2 < ¢? soustava nema reilné

kofeny.
Kazda dvojice &isel

v =cosx, u =ginz, (2,16)

(2,15)

ktera je felenim soustavy (2,15), tvoif slozky téZze kom-
plexni jednotky. Je jimi proto jednozna¢né urden kvad-
rant, v némz lezi kofeny (2,9). K jejich uréeni ndm po-
tom stadf Fedit jedinou z rovnic (2,16).

Priklad 2.24. Refienf 2. i 3. zplisobem si ukiZeme na
rovnici
3sinz +cosx =3.
a) Zavedenim polovi¢nich Ghla dostaneme

in % cos = 2 %2 _ gina ¥ _
68]1120082 + cos 3 sin 5 =3

Jeliko% b # — ¢, délime obé& strany rovnice cos? %a uspo-

faddme. Dostédvame tak

2tg2%—3tg%+1 =0.
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. Kofeny rovnic

N)l o

Kofeny této rovnice jsou é&fsla 1,
z z
tg 5 = 1 a tg 5 = 0,5

jsou zaroven kofeny dané rovnice. Jsou to &fsla

b4 53,13 =«
_?+2kﬂ, T =—g5 + 2k .
b) Podle (2,15) fesime soustavu
3u4+v =3,

ut + v =
kde v = sin z, v = cos z.

-Dosadime-li z prvni rovnice do druhé v = 3 — 3u,
dostaneme kvadratickou rovnici 5u2 — 9% + 4 = 0s ko-
feny 1; 0,8. Reienim soustavy jsou dv& dvojice &isel

sinx = 1l,cosz =0 a sinz = 0,8, cosz = 0,6.
Prvé dvojice uréuje jednotku s argumentem x = —121 +
+ 2kw. Mezi kofeny rovnice sin x = 0,8 (nebo cos x =
= 0,6) jsou FeSenim dané rovnice pouze ty velikosti

hla, které leii v 1. kvadrantu, nebof jednotka r =
= 0,6 + 10,8 je z 1. kvadrantu.

2.6. Soustavy goniometrickych rovnic. Poznamenejme
hned v tvodu tohoto odstavce, Ze neexistuje néjaky
uceleny systém, ktery by vyéerpava]icim zpiisobem po-
daval prehled o feSeni soustav goniometrickych rovnic,
jak tomu bylo kupt. v pfipadé zakladnich goniometric-
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kych rovnic. V praxi vak obvykle vysta¢ime s tim, co
bude uvedeno. V celém odstavei 2.6 budou w, ¢, d redlna
¢&isla.

a) Je-li soustava dana ve tvaru

fe ty)=c, gzty)=4d,

kde f a g jsou libovolné goniometrické funkce, fesfme
kazdou rovnici vzhledem k argumentu 2 + y.

Ziskime tak novou soustavu pro neznamé z, y.
Upustime v tomto piipadé od podrobné diskuse & ra-
déji si ukaZeme piiklad.

Piiklad 2.25. Re¥me soustavu rovnic

. 3
sin (z + y) = VT
cos (r —y) = %

Z prvni rovnice plyne

2

x+y=%+2k1n:, z+y=?n+2k1-n:,
z druhé

x—y =%+ 2k, x—y =—%+ 2k, .
RozliSeni index@ u é&isel %,, k, jsme .pouzili proto, Ze
v obou rovnicich nemusi jit o tentyz nasobek. Je za-
potfebf, abychom uvazili kazdou moznost rovnice prvé
s kazdou moZnosti rovnice druhé. Mame tak celkem

4 soustavy rovnic:
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l.x+y=%+2k1n, 2.a:+y=—;1+2k1-n:,
T—y=T +2%m;  w—y=— + 2y

2
3.z+y=?n+2k111:, 4.x+y=%n+2k1-n:,

z—y=%+2k2n; x——y=——g—+2kzﬂ-

Polozime-li &, + &k, =1,, k,— k; = 1;, dostaneme po-
stupné z ]ednothvych soustav tato FeSeni:

Lz = +h, 2.2 =,
y=1lhr; =§+ZJ»
3.x=%—+l11t, 4.z=%+ll-rc,
y=—z—+lzﬂ; y=% + b

Jelikoz I, + 1, = 2k,, I, — I, = 2k,, vidime, Ze &isla
l,, I, nemuzeme volit zcela libovolng, nybrz tak, aby
byla obé soudasnd sudd nebo lich4. Za zminku jesté
stojf, Ze kofeny dané soustavy tvoii dvé dvojice sy-
metrickych feSeni.
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b) Dulezité jsou soustavy typu

f(x)
x =w, ——~—=d, (d+#0), 2,16
ty =, 25 (#).()
kde f(z) a g(y) jsou goniometrické funkce sinus nebo ko-
sinus. Moznost d = 0 jsme vylou¢ili, nebot reSeni sou-
stavy je v tomto piipadé evidentni.
Piedpoklddejme, Ze soustava (2,16) ma napi. tvar
sin
:c+y—w, m—d, (dEﬁO). (2,17)
Potom za pfedpokladu y # k= (aby druhéd rovnice méla
smysl) miZeme pii feSeni postupovat tak, Ze dosadime
za ¢ z prvé rovnice do druhé. Dostaneme tak rovmici
sn(w—y) _,
sin y )
Citatele zlomku na levé strand rozepi§me podle vzorce
(1,25b). Snadno zjistime, Ze posledni rovnici miZeme
zapsat ve tvaru )

sinwcotgy =d + cosw, (2,18)
&ili, jestlize sin w +# O,
d 4+ cos w
cotg Yy = W‘ . (2,19)

Jsou-li kofeny rovmice (2,19) tvaru y = « + km,
snadno z prvni rovnice soustavy (2,17) uréime, Ze
z=(w—a)—kr.

Na& postup selze jediné v piipad8, Ze sin @ = 0. Bez
obtfzi viak dospsjeme aZ k rovnici (2,18). Cisla sin w,
cos w jsou slozky téie komplexnf jednotky. Podminka
sin @ = 0 znamend, Ze w = 2kw nebo w = (2k +1) = .
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V prvém piipadé cos w =1, v druhém cos w = —1..
Pro o = 2kn pfejde proto rovnice (2,18) na tvar
0=d + 1, prow = (2k + 1) * na tvar 0 = d — 1. Odtud
plynou zivéry:

Jestlize w = 2kw a d = —1, mé soustava (2,17) ne-
konedné mnoho fe¥¢ni tvaru z 4 y = 2km; jestlize
w=(2k+1)n a d =1, mid soustava (2,17) rovnéz
nekoneéné mnoho feSeni a to tvarux + y = (2k + 1) .
To znamena, Ze jednu nezndmou muzZeme volit libovolns,
druhé je urdena piislusnou rovnici. Omezeni volby je
dédno podminkou y # k=.

Jestlize naopak o =2kw a d #—1 nebo w =
= (2k 4+ 1) ®ad # 1, nem4 soustava feSeni.

Podminky si oviem nemusime pamatovat. Dutlezity
je postup FeSeni. O podtu a tvaru feSeni rozhodneme
v kaidém jednotlivém piipad® na zidklad® rovnice
(2,18).

Piiklad 2.26. ReSme soustavu rovnic
11 sin z >
zty=—m g3
Pouzijeme-li prvni rovnici k ipravé druhé rovnice, snad-
no zjistime, Ze musi platit

cotgy = V§.

Odtud plyne, e y = = 4 kn, = o = — kn (k jo

libovolné celé &islo) je obecné feSeni dané soustavy rovnic.

Jiny zpusob FeSeni soustavy (2,17) spodiva v tom, Ze
druhou rovnici upravime na tvar
sin z —sin ¥ d—1

sinz 4 siny “d+1’

@ #1).
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Na zikladé vzorci (1,34a) miZeme provést daldi jeji
upravu
z+y tg:z:—y _d—1

cotg —5 2 ~dy1-

Dosadime-li sem vztah z 4+ y = w, pak za pisludnych
existenénich piedpokladi tvofi rovnice
r—y d—1 )
5 —ar1®%
spolu s rovnici ¢ + y = w soustavu ekvivalentni*) se
soustavou (2,17). Podrobny rozbor ponechame ¢tendfi.

c) Jestlize symboly f(x) a g(y) znamenaji goniometric-
ké funkce sinus nebo kosinus, potom soustavy typu

sty =w, @9y =d (2,20)

fedime obvykle na zikladé identit z piikladu 2.16.
UkdaZeme si jeden ze &yt moZnych piipada. V ostat-
nich by byl postup obdobny.
Je-li ddna soustava

r+y=w, sinzsiny =d, (2,21)
uzijeme identity
. . 1
sin z sin ¥ =--2—[cos (x—y)—cos(z + ¥)],

kterou upravime pomoci vztahu z 4+ y = w. Druhd
rovnice soustavy (2,21) piejde tak na tvar

%[cos(x—y)—cosw] =d,

*) Pojem ekvivalence dvou soustav je mo¥no zavést zcela
analogicky jako pojem ekvivalence dvou rovnic na str. 62.
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Sili
cos(z—y)=2d + cosw.

Rovnice (2,22) spolu s rovnici z + y = o tvofi soustavu,
kterd je ekvivalentni se soustavou (2,21). Aby rovnice
(2,22) méla feSeni, musi platit nerovnost
—1=<2d +cosw 51,
neboli
1 +cosw l1——cosw
Sl it < -7
2 ¢ = 2 ’

kterou podle vzoreu (1,29b) muZeme psit prehlednéji

A

— cost 2 ing &
cos 2§d§sm 3

Piiklad 2.27. Je-li ddna soustava

NII—'

x+y=%ﬂ:, sinxsiny =
upravime ji na ekvivalentni soustavu

2 2
x+y=? T, cos(x—y):l-}—cos?n.

0Odtud dostaneme rovnice
x+y=%n, r—y = :[:%+2krc

a z nich pak nasledujici dvé dvojice vzajemné symetric-
kych FeSeni:

T T .
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T ™

d) Déle uvedeme soustavu

tgx
tgy

Aby druhé rovnice méla smysl, musime piedpokléddat
x # (2 + 1) % y # k5. Pomoci definitnich vztaht
(1,11) dostaneme z druhé rovnice soustavy (2,23)

s+y=w, d, @#£0). (223)

sinzcosy =dsinycosz.

Vyrazy sin « cos y a sin y cos z nahradime podle identit
z pt. 2.16. Dostaneme tak

5 [sin (@ + ) + sin (z — 3)] =
=%d[sin (@ + y) —sin (z — )] .

Posledni rovnici ndsobime dvéma, dosadime z + y =
= w a upravime. Upravend rovnice mé tvar

d+1)sin(x—y) =(d—1)sinw. (2,24)

Jestlize d # —1, ziskdme zdkladni goniometrickou
rovnici

1 sin @, (2,25)

sin (@ —9) = g1

kterd s rovnici * + y = o tvoii opét soustavu, kterd je
ekvivalentni se soustavou (2,23). Z rovnice (2,24) je
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vidét, Ze pro d = —1, o = kn ma soustava nekoneéné
mnoho fteSeni tvaru z + y = kn; jestliZe d = —1,
o #* km, nema soustava feSeni.

Vzhledem k existendnim podminkdm nem4 soustava
feSeni také v pfipadé, Ze w = kr, d = —1.

Kdyby druha rovnice soustavy (2,23) méla misto
podilu tvar soudinu tg z tg y = d, feSeni by bylo zcela
obdobné. Dile je zfejmé, Ze prva rovnice soustavy miZe
mit tvar rozdilu.

Pfiklad 2.28. Uvedenym zpisobem vyifeiime soustavu

Jelikoz d # —1, pievedeme danou soustavu na ekvi-
valentnf, v niZ misto rovnice druhé napiSeme rovnici
tvaru (2,25):

x+y=—%, gin (x —y) =—1.

Z ekvivalentni soustavy

T T
27+?/=—73“, x—y——?+2kn
plynou koteny:

T T
x=—?+k-r:, y=F—lcn.



o) Na zavér si ukdZeme FeSeni soustavy goniometric-
kych rovnic typu

sinz 4+siny =a,

Tty =w.

Tato tloha se vyskytuje v praxi pfi méfeni v terénu
a ma svou typickou metodu feseni.

Prislusny vzorec (1,34a) pro sim -+ sin y ndm umoz-
fNuje uvést prvou rovnici soustavy (2,26) na ekvivalentn{
rovnici

(2,26)

x4y T—Yy _
g 08— =a. (2,27)

Dalsi nas rozbor rozdélime na dvé &isti.

2 sin

1. M4-li soustava (2,26) tvar
ginz +s8iny =a,
z+Yy =w,

potom piejde po dosazeni 2 + y = w & snadné tipravd
rovnice (2,27) v zdkladnf goniometrickou rovnici

(2,28a)

T—y a
2 b’

kde b = 2. sin—g— . Pti poslednim kroku musfme oviem

cos

(2,28)

pledpoklidat, Ze sin 32)— # 0, to znamend, ze w #* 2kw.

Rovwnice (2,28) mé vidy fefeni, pokud |7a| = 1. Obecné
feeni vyjddiime zdpisem

r—Yy

3 =4 a+ 2k=x.
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Pro neznamé x, ¥ dostaneme tak soustavu rovnic

x4ty

w
9

[\

(2,29)
x JE—
2

<
Lo

kn + a,

jejiz fedeni je kasdému dtendki jisté zfejmé. Z ekviva-
lence rovnic plyne, Ze kazdé feSeni soustavy (2,29) je
také Fefenim soustavy (2,26a).

Jestlize w = 2kx a zdroveri a = 0, je soustava
(2,26a) splnéna pro kazdou dvojici x, y, kterd vyhovuje
rovnici z -+ ¥y = w. Jestlize w = 2k, a zaroven a # 0,
nems soustava (2,26a) fefeni. Oba posledni zavéry ply-
nou z rovnice (2,27).

2. Ma-li soustava (2,26) tvar

sinz +siny =a,

ey —a (2,26b)

dostaneme zcela obdobnym postupem z rovnice (2,27)
zékladni goniometrickou rovnici

. :v-}-y__i
sin —5—= = —, (2,30)

w

2
predpokladat, %e w # (2k + 1)%. Podminka, Feditel-

kde ¢ = 2 cos % . JelikoZ d&lime &fslem cos -, musime

nosti rovnice (2,30) je dana pozadavkem [%l =L
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Obecné FeSeni rovnice (2,30) muZeme psit ve tvaru

a:flfy

5 = (—1)ax + kn

(srovnej cv. 2.18). Pro nezndmé z, y dostaneme pak
soustavu

(2,31)

kterou snadno vyiesime. Také ekvivalence soustav
(2,26b) a (2,31) je ziejma.

Vratme se jesté k piipadu, kdy o =2k + 1) =
Z rovnice (2,27) vyplyvaji dvé mozZnosti. JestliZze zdroven
a = 0, ma soustava (2,26b) za FeSeni kaZdou dvojici
¥isel z, y, kterd jsou vdzdna vztahem x —y = (2k + 1) =.
Jestlize a 7 0, nema soustava (2,26) feseni.

Piiklad 2.29. Pro ilustraci vyfesime soustavu
sinz + siny = % )
2
T +y= 3™

Prvou rovnici soustavy uvedeme na tvar (2,27) a do-

sadime do nf ¢ + y = 2

. . r—y 3
2 sin E_ cos 3 =5




Tuto rovnici miZeme pomoci vztahu
w3
il R

zapsat ve tvaru

Odtud plyne, Ze

Ze soustavy pak
rry_*®
2 3’

—g =t g t+2%m,

ktera je ekvivalentni dané soustavé, plyne, Ze

m=12=—+2k11:,

y=%—2k'n:,
respektive

w=%+2k'r:,

y=l2t——2k'n:.

.

Poznamenejme jesté, Ze % sice znamend ve vysledeich
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libovolné celé &islo, oviem zésadné stejné pro oba kote-
ny. Jestlize kup¥. poloZime ve vztahu pro = za k ¢&islo 2,

jsme nuceni ve vysledku pro odpovidajici kofen y uzit
téhoz k = 2.

2.1.

2.2,

2.3,

2.4,

2.5.

Cvileni

Doka¥te, Ze pro pHpustné = plati identita

1
?(tg’z + cotg?xz + 2)s8in 2z = tgz 4 cotg .

Upravte:

“gin®*z + sin 3z + 3 sinz cos z

cos?z —cos 3z + 3cosizeinz

Pro kters z, y plati

sinz +8iny =sin (z —y) ?
Névod: Levou stranu upravte podle vzorce (1,34a),
pravou podle pfisludného vzorce (1,28a).

Rebte rovnici (tg? z — 1) cos z = tg z.

ReBte rovnici

(t(gz—1)(l 4 sinzxcosz) = tgxsinz —1.



2.6. Reste rovnici

1 +8inz —cosa . V§

1 + sinx + cosx 3
2.7. Redte rovnici
Jtgz —tg’x —
1—3tg?a V3 )

Névod: DokaZte nejprve, Ze pro pfipustné x plati

3tgax —tg?x
1—3tg?z

2.8. Relte bez pouZiti tabulek:

=tg3w.

tgx 4 cotgx = —2V2_.

2.9. Redte rovnici

1 — cos 42 -+ sin 2z sin 42 = 2 sin® 2z .

2.10, Reste rovnice:
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a) 8in 2z = sin 3r —sinx ,
b) sinxz + tgx =1 + cosx,

1—1t
c) —— 8% = cos 2z,
1 +tge

d)1—cosz = tg%,



1
e)ycosx +tgx + 1 =cos*%—?sinaz,

sin 3x — sin - cos 3z -+ cosx

cos 3z —cos x sin 3z + sin !

g) 8in £ — cos £ = s8in 2x — co8 2z,

2costzx

cos? 2z — 1
h) 3] ————— —cos 2¢ — 3 | cotg?x = tg2x — 3,

.. co8x +sinz
L 4 l)—-= 3’
cos z —sin z b

i) cosz +sinx cosz —sin & 9
] cos x —sin @ cosz 4 sinz ’
k) sin 32 — sin x + cos 3z 4 cosx 0

co8 3z —cos x sin 32 + sin z ’

‘1) cos?x + cos®2x—cos?3zr = 1.

2.11. V intervalu (0, 2n) FeSte soustavu
cosx—cos(r +y)=0,

cosy—cos(z +y)=0.

2.12. Redte soustavy rovnic:

sin & —
=V31 $+y=0,
cos ¥
cos T T
) =1, z4y=—.
cos y 2
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2.13. Reite soustavy rovnic:

Vo + 2 tgz 1
a)x =—Tr, =1,
=3 tgy
b)z + 2 8 _
x y-—?ﬂ, t,gy = .
2.14. Redite soustavu rovnic
. . 1
sinzsiny = -7
_ 3
z+y—?n.
2.15. Reite soustavu rovnic
tgztgy =1,
B o=
y= '

2.16. Urdete vSechna z, y, kterd vyhovuji soustavd
1
sin # —8in 2y = ?tg:c—cosy,

cosz + sin (z — y) = sin (z + ).

2.17, Urdete viechna z, y, které vyhovuji soustav® rovnic
tgz + cotgy
cotgz + tgy
tgy + cotgzx
‘cotgy + tgT

=tge,

tgy.



2.18. Presv&ddte se, Ze Fefenf rovnice
sinz =a, (g 1),
kterd jsme psali ve tvaru

x

a 4 2kr,
z=7nn—a + 2=n,

miZeme vyjédfit jedinym zZépisem (srovnej odstavec
2.6e):
z=(—1a + kr.

2.19. Refte soustavu rovnic

sinz +8iny =0,

T—y=——m.

3
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