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3. kapitola

GRAFY GONIOMETRICKYCH FUNKCI

3.1. Zakladni grafy. V prvych dvou kapitolach jsme
mluvili stale o goniometrickych funkeich, aniz jsme zdi-
raznili, Ze jde skuteéné o funkce, pfesnéji o realné funkce
jedné realné proménné. Nebude jisté na Skodu kratké
zdlvodnéni.

Predpis, ktery kazdému redlnému ¢&slu x z néjaké
mnoZiny reilnych é&fsel M pFifazuje pravé jedno reilné
¢islo y, nazyvame redlnou funkct jedné redlné proménné.
Urtité éislo y,, které odpovida &slu z,€ M, nazyvame
hodnotou funkce v bod& z,. Funkeci obecné zapisujeme ve
tvaru

y= f (), =ze M.

Mnozinu M nazgvdme definiénim oborem funkce. NejSirsi
defini¢ni obor, v némz dany funkéni pfedpis ma smysl,
nazyvame obvykle existeénim oborem. Grafem funkce
rozumime mnozinu vSech bodd [z, y] v roving, jejichz
soufadnice vyhovuji rovnici y = }(z), e M. Rovina,
v nfZ provadime grafické zobrazeni funkce, je eulkli-
dovska rovina ¥, (tedy nikoliv Gaussova rovina).
Kazdé reilné éislo x mizeme povazovat za velikost
néjakého orientovaného thlu v zdkladni poloze v Gausso-
vé roviné. Na zakladé definice. 1.1. je pfifazeno kazdému
orientovanému uhlu o velikosti # jediné ¢&islo sin x.
Ukazali jsme také, Ze hodnota sin x zivisi pouze na
velikosti argumentu z. Pfedpis y = sin z je tedy reilnou
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funkei jedné reilné proménné, nebot piifazuje kazdému
realnému &fslu x jedinou hodnotu sin z. Existenénim
oborem je interval (—oo, c0). Podobnym zpusobem snad-
no ukazeme, Ze predpisy y = cos =, P= tg z, y = cotg =
jsou realnymi funkcemi realné proménné. Pritom exis-
tenénim oborem funkce y = cosz je mnozZina v3ech
redlnych ¢&isel, existendnim oborem funkce y =tga

L2
Nl[0,1] cofg £ B!‘ by bg,
As[a, 8]
» fg—i,
P J2[1;0]

Obr. 11. Obrazy tangenty a kotangenty na jednotkové
kruznieci.

je mnozina vSech reilnych ¢&isel s vyjimkou ¢&isel tvaru

(2k + 1)%. Koneéné existenénim oborem funkece

9 = cotg x je mnozina vSech realnych ¢&isel s vyjimkou
¢isel tvaru kw. Dodejme jests, ze funkee sin 2 a cos x na-
byvaji vSech hodnot z intervalu (—1, 1), funkce tgx
a cotg x pak viech hodnot z intervalu (—co, ).

Pro diplnost jeSté poznamenejme, zZe geometricky
zpusob, kterym jsme zavedli goniometrické funkce, neni
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Obr. 12. Graf funkee y = sin z.
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Obr. 13. Graf funkce y = cos .
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Obr. 14. Graf funkce y
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jediny. Ve vyssf matematice se obvykle zavadsji pomoci
tzv. funkciondinich rovnic nebo na podkladé integrdiniho
pobtu. Podrobngjsi vyklad presahuje ramec na3i publi-
kace.

Grafy funkei, o nichZ jsme nyni hovotili, znd &tenaf
jist& ze Skoly. Jsou sestrojeny na obr. 12—15. P¥i sestro-
jeni grafi funkei se obvykle opirame o tabulku hodnot.
U goniometrickych funkei nim misto tabulky vyhodné
poslouZi jednotkova kruZnice. Dopliime pouze, Ze hod-
nota tg x je pro kazdé ptipustné x urdena graficky sou-
fadnicf a, priseéiku koncového ramene (nebo jeho
prodlouZeni) s tednou jednotkové kruZnice, sestrojenou
v bod& J = [1, 0]. Podobné je pro kazdé x funkénf hod-
nota cotg z dana soutadnici 6,, priseéfku koncového
ramene Uhlu s tenou jednotkové kruznice v bodé
N = [0, 1]. Srovnej obr. 11.
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Obr, 15. Graf funkee y = cotg .
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3.2. Grat funkee y = a f(bx + ¢) + d. V obecném
zapise znamend [ libovolnou goniometrickou funkei,
prakticky viak vystatime s funkcemi sin x a tg 2, nebot
cos  a cotg x nahrazujeme obvykle kofunkcem. Clsla.
a,b,ec, d]sourealna,a b +#0.

Ne]drlve si v8imneme rozdilu mezi grafy nékterych
funkei.

Obr. 16. Graf funkce y = —2 sin z sestrojeny pomoc{ grafu
funkece y = sin z.

PRiPAD 1. Graf funkce y = a f(z), kde a # 0, dosta-
neme z grafu funkce y = f(z) zfejmé tak, Ze funkéni
hodnotu v kazdém bod& vynasobime &islem a. Obé
funkce maji stejné nulové body, tj. body, v nichz graf
protind osu z. Lezi-li v néjakém intervalu graf funkce
y = f(x) nad osou (pod osou) z, pak pro a > 0 leii
v tomto intervalu nad osou z (pod osou x) také graf
funkee y = a f(x), pro @ < 0 lezi naopak pod osou (nad
osou). Na obr. 16 jsou sestrojeny grafy funkef y = sin z,
y =—2sinx.

PRIPAD 2. Jakd je souvislost mezi grafy funkei y =
= f(*) a y = f(x + ¢)? Mnozina funkénich hodnot je
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v obou pfipadech t4z. Nabyva-li funkee y = f(z) ndjaké
funké&nf hodnoty v bodé z,, nabyva téze funkéni hodnoty
funkce ¥y = f(x + ¢) v bodé x,, pro ktery plati 2, + ¢ =
= x,, neboli z, = #, — ¢c. MuzZeme tedy fici, Ze graf
funkee y = f(x + ¢) vznikne z grafu funkce y = f(x)
posunutim o |c| ve sméru osy x. Jestlize ¢ > 0, jedna se
o posunuti ,,doleva“, jestlize ¢ < 0, jde o posunuti
,,doprava‘‘. Kupf. graf funkce y = cos # muZeme sestro-
jit z grafu funkce y = sin x pomoci identity cosz =
g

3 ,,doleva‘‘.

= sin [a: + %] posunutim o

PRiPAD 3. Také v piipadd funkei y = f(z) & y = f(bz),
kde b # 0, je mnozina funkénich hodnot stejnd. Naby-
va-li v8ak funkce y = f(z) ndjaké hodnoty v bod$ z,,
nabyva téze funkéni hodnoty funkee y = f(bx) v bodé
T, = %‘— . Zatimco kupf. funkece y =sinz vyderpa
viechny své hodnoty v intervalu (0, 2x) stane se tak
u funkce y = sin 2z v intervalu poloviéni délky, t;j.
(0, w). Grafy t&chto funkei jsou na obr. 17. U funkei
periodickych (jmenovité goniometrickych) ma tedy
¢islo b vliv na zvétSeni (|b] < 1, b # 0) nebo zmensSeni
(|6] > 1) periody.

Obr. 17. Graf funkce ¥ = sin 2x v porovnéni s grafem funkce:
y = sin z.
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pRfpAD 4. Graf funkce y = f(z) + d vznikne zfejmé

rafu funkce y = f(x) posunutim ve sméru osy y

? Cislo d > 0 urluje posunuti ve sméru kladné
poloosy ¥, d < 0 ve sméru zaporné poloosy .

rozNAMEA 3.1. Doslo by k omylu, kdybychom graf
funkce y = f(bx + ¢), kde b # 1, chtéli ziskat z grafu
funkece y = f(z) mechanickym spojenfm ptipada 2. a 3.
Nabyva-li totiz funkce y = f(2) néjaké hodnoty v bods
x,, nabyva téZe hodnoty funkee f(bx + ¢) v bodé z,,

ktery je vazén rovnief bx, 4+ ¢ = z,, neboli z, = — +
+ ? . U funkef goniometrickych nejenze se zméni

perioda, ale v témZ poméru se zméni také velikost vekto-
ru posunuti{ ve sméru osy z.

N 2 ” -~ .
7™ ™\ ,I : \y-?sm(?z-})

Obr. 18. Graf funkee y = 2 sin (2:!: —%) —L
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V dosavadnim rozboru jsme uvedli pfiklady n&kterych
funkef, které jsou dilé¢im ptipadem funkce

y=aflbr +c) +d. (3,1)

Z toho, co bylo dosud Fedeno, miizeme graf funkce
(3,1) sestrojit z grafu funkce y = f(x) tak, Ze nejprve
sestrojime graf funkce y = f(bx), ten posuneme o %‘

c : c
3 > O) nebo ,,dopra.va.“(? < 0] , potom pro-

vedeme graficky nasobeni kazdé funkéni hodnoty é&islem
a (pozor na zngménko ¢&isla a!). Dostaneme tak graf
funkce y = a git{bx + c), ktery posunut o d ve sméru
kladné poloosy y pro d > 0 nebo ve sméru ziaporné
poloosy y pro d < 0 udava graf funkee (3,1). Na obr. 18
je timto zplsobem sestrojen graf funkece

,,doleva‘‘

Yy = 28in [23:—;)——1.

Graf funkce (3,1) muZeme vSak sestrojit pfimo.
V tom piipadé je dilezita znalost nékterych vyznaénych
boda. Takovymi jsou pfedeviim nulové body. U funkce
sinus jsou to dile body, v nichz nabyva své nejvétsi
a nejmensi hodnoty, u funkce tangens pak takové body,
v nichZ neni definovana. Je-li éfslo p periodou funkce,
potom f(bx + ¢ 4 kp) = f(bx + ¢).

Pifklad 3.1. Sestrojime graf funkce
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Na zékladé identity cos z = sin [% + z] miizeme pfe-
jit ke kofunkei a danou funkei psit ve tvaru

3

3 . (4 ]
y:-ism[—:;—a:—i-?]—l——;-.

Nulové body uréime z rovnice

3 . (4 T 3
—2—sm(?x+F]+T—0.

Dostaneme tak

-

T 3 3 3
x=—z+?kn, :I:=—Z1r+?k‘n:.

JelikoZ sin z nabyva vSech hodnot z intervalu (—1, 1),
nabyva dana funkce vSech hodnot z intervalu (—%, %) ,

jak se snadno presvéddime tieba dosazenim krajnich
bodi intervalu (—1, 1) do funkénfho pfedpisu. Graf
funkece lezi proto v pasu ohraniteném p¥imkami o rovni-

cich y = — —i— , Y = —i—. Své nejvétsi hodnoty nabyvi

funkce v téch bodech z, které vyhovuji rovnici

\ . 4 T
sin [?a: + —6—] = 1.

Re¥enim dostaneme body z = —Z— + %Icn. Podobnsd je

tomu s body, v nichZz dana funkce nabyva své nejmensf

98



hodnety, tj. — % . Ziskdme je v tomto p¥ipadd Fesenfm

rovnice

. (4 ]

Jsou to &sla z — ——7:2—+%Im.

3 4
Obr. 19. Graf funkece y = - cos (—3- z ——%] -+

e

K naértku ndm zjidténé tdaje stadi. Dokonce staéi
znat jediny bod, v némZ funkce nabyvi maximdlni
nebo minimalni hodnoty, nebof tyto hodnoty se stii-
daji a lezi vidy uprostfed mezi sousednimi nulovymi
body.

Pro presné&jsi sestrojeni grafu vyuzijeme op&t jednot-
kové kruinice. Kazdou hodnotu musime vZak nésobit

¢fslem % a zvétiit o —i— . Graf je na obr. 19.
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Priklad 3.2. Mame-li sestrojit graf funkce

1 z T
y=-gte [7 + T] ;
urdime nejprve definiéni obor. Podle vzoreu (1,11)
x T r - . T . _
?—}—T 7&? + kn, neboli z ;é? + 2kr. Cisla = =

= — % -} 2km, ktera jsou feSenfm rovnice tg [% + %] =

= 0, ddvaji nulové body. V ka?dém intervalu délky 2=
mé graf stejny prib&h. Stadf proto sestrojit kupt. tu éast

grafu, ktera lezi v intervalu (—i T, i] Graf je na

2 2
obr. 20.

¥ od i~

|
I
]
|
I
|
|
|
I
1
P I x
! ,
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|
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|
i
|
|
[}

1
Obr. 20. Graf funkeo y = — tg [% + %] .
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3.3. Nekteré dalSi grafy. V tomto odstavei uvedeme
piiklady grafi nékterych daldich funkef, v nichz se
vyskytuji funkce goniometrické. Nepujde o Zadny sy-
stém, nebot takovy systém neni ani mozné udat. Pajde
spife o navod, jak postupovat v obdobnych pfipadech.

Priklad 3.3. Sestrojime grafy funkei
a) y = |tg 2|
b) y = tg |x|.
a) Graf funkee y = |tg x| je sestrojen na obr. 2l.a.
V intervalech (kr, (2k 4+ 1)1;—), v nichz je tg z = 0,

maji funkce y = |tg 2| a ¥y = tg « stejny prab&h. Mno-
zina nulovych bodu je stejnd, nebof |tg x| = 0 tehdy

Y

/X

/ 2r
/
/

o
]

/=
/
/
/

/P
/
/
/

e e -

-
-~
-~

! [}
] {
! ]
! i
| !

Obr. 21a. Graf funkee y = [tg z|.
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a jen tehdy, jestlize tg # = 0. V intervalech (—g— + km,

© + kn) je tgx < 0 a proto |tg x| = — tg . Kaida
funkéni hodnota je tudiZ éislo opatné k tgx, grafy
tg 2z a |tg z| jsou v téchto intervalech soumérné sdru-
Zené podle osy x (srovnejte pfipad 1, odst. 3.2).
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Obr. 21b. Graf funkce y = tg lm] .

b) Funkce y = tg |z| nabyva stejnych hodnot jako
funkce y = tgx, jestlize = 0. Je-li x < 0, potom
tg |z| =tg (—=x) = —tgz. Pro 2 <0 je tedy graf
funkce y = tg|z| soumérnd sdruZeny podle osy =«
s grafem funkece y = tg . Graf je na obr. 21b.

Pifklad 3.4. Sestrojme graf funkce
y=x +sinx.
Graf dané funkce lez{ v pasu uréeném ptimkami o rovni-
cfch y =2 —1, y =2 + 1, nebof z nerovnosti —1 <
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<sinx <1 plyne bezprostfednd + — 1 <z + sinz <
< z + 1. Piitom body grafu, jejichZ z-ové soufadnice
vyhovuji podmince sin x = —1, lei{ na piimce y =
= z — 1, body, jejichZ xz-ové soufadnice vyhovuji pod-
mince sinz = 1, leZi na pfimce y =z + 1. V prvém

piipadé jde o body, pro které x = — 121:— + 2km, v dru-
hém ptipads pak z = % + 2kr. Pimku y = z protind

’ s
7 ’,
y yexel 2 f
,I rd /1 ’
’ .-
7 xlx ’y
s 7
4 4
7/
,
s
, ’
s Loy’
Z Y=Xk+sine
J i
[ 4
/ '/’ id
7/,
VY AV
/ ’ /
H ’ s
s / 4
V2 7/ V4
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7/ 7 3
7 4
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’ / ,
’ 4 -1
/s 4 4
’ [ /4
’ 4 /2
/ ’,
g 7
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7 v 7
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V4 d 7
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Obr. 22. Graf funkce y = z -} sin z.
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graf dané funkce v téch bodech, jejichZ z-ové souiadnice
jsou kofeny rovnice sinx = 0, to znamend x = k~.
Dalsi body grafu si miZeme opattit prostym grafickym
soudtem s pouzitim jednotkové kruznice (obr. 22).

Priklad 3.5. Dile sestrojime graf funkce

Y =T COSX.

Obr. 23. Graf funkce y = z cos x.
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Po vyndsobeni zndmé mnerovnosti —1 < cosxz <1
tislem z snadno dojdeme k témto zavérim:

a) jestlize x > 0, potom —x < xcosz < z;
b) jestlize x << 0, potom x < xcosx < —=x ;
c) jestlize = 0, potom také x cosz = 0.

Graf funkce y = x cos x lezi proto v obou vrcholovych
dhlech, sevienych pfimkami o rovnicich y = z,
které obsahuji osu . Hleddme-li (podobné ]a,ko v pf‘l’kla-
dé 3.4) body gra,fu které lezi na pfimkich y = =z,
y = —=, vidime, Ze jde o body, jejichz z-ové soufadnice
vyhovujf poi'a,dé podminké,m XCOSX =%, TCOBY =
= —uz. Prva rovnice mé kofeny x = 2kmn, druha x =0,
z = (2k + 1) n. Lezi tedy na piimkdchy =z, y = —=x

body grafu, pro které x = k. Nulové body ]sou kofeny

rovnice zcosx =0, tj. x =0, z = (2k + 1)?. Gra-

ficky miuzeme ziskat libovolny pocet daldich funkénich
hodnot (obr. 23).

Priklad 3.6. Graf funkce
— 1 2 q1
y=-¥sinx

sestrojime podobné. Z nerovnosti —1 < sin z < 1 plyne
pro kazdé x:

1 1 1
—— 2 < —-afsi = —alk
g O satsing =
Graf je tudiZz v &asti roviny, ktera obsahuje osu z a je
omezena parabolami o rovnicichy = — vy x?,y = %—xz.

Nulové body obdriime feSenim rovnice z?sinx = 0,
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ktera mé kofeny x = kx (éislo z = 0 je zahrnuto v za-

pise pro Ic = 0). Jestlize x = — + 2km, nabyva funkce
hodnoty— x2, piisludné body grafu lezi proto na para-
bole y = % x%, Jestlize z = —? + 2km, lez{ piisludné
body grafu na parabole y = — % z% (Obr. 24.)

1
Obr. 24. Graf funkee y = T 22 sin .
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Ptiklad 3.7. V obr. 25 je sestrojen graf funkce
ol
y =sin—_.

S touto funkei se ¢asto setkavame ve vyssf matematice.
V&imnéme si, Ze funkce je definovana pro vSechna
z # 0. Funkéni hodnoty probfhaji interval (—1I1, 1).

1
Obr. 256. Graf funkce y = sin — .
z

Nulové body této funkce jsou FeSenim rovnice sin % =0.
MiZeme je proto vyjadfit vztahem % = kn, d&ili

x = k%r.— Odtud plyne, Ze zkoumana funkce ma neko-

ne¢nd mnoho nulovych bodi. VSechny tyto body lezi

v intervalu (l , — i} . Pfitom —i je prvnim nulo-
™ T b3

vym bodem zleva, —Tl? prvnim nulovym bodem zprava.

107



31.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
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Cvideni

Sestrojte graf funkce y = 2 sin (f;— — %] + VZ-.

Sestrojte grafy funkeci

a) y = |sinz|,

b) y =sin|z|.

Pro¢ funkce y = cos x a y = cos |z| maji tyZ graf?
Sestrojte graf funkce y = x + cos z .

Sestrojte graf funkce y = xsinzx .

Vyjéddiete funkei y = sinz + cosx ve tvaru (3,1) a se-
strojte graf. (Navod: UZijte identity z pifkladu 2.13.)

Sestrojte graf funkce

Y =V;+si.nx.
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