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VÝSLEDKY ťJLOH 

1. a) x = —6; r = 61; 6 = —5; e = —4. 
b) x = 22; r = 6; f = 22; e = 6. 
c) X = 0; r = 12; í = 0; e = 12. 
d) x = — l i r = 23; í = 0; Q = —12. 

2. Podle definice 2 existuje celé číslo x # 0 tak , £e a = m®. 
Poněvadž ^ 1, bude | a | = \x\.m ^ m. 

3. Plyne z definice největšího společného dělitele a úlohy 2. 

4. Poněvadž 216 = 5 mod 21 a 79 = —6 mod 21, bude podle 
(18) 215™ = 6» mod 21 a 79» = (—5)»« mod 21, takže 
podle (17) a (16) dostaneme 6 . 2 1 6 " — 79«i = 6M — (—5)» 
mod 21. Avšak 5 " — (—6)» = 6 " (1 — 5') = 6» (1 — 
— 125'). Protože 125 = — 1 mod 21,bude opět podle (18) 
125a = (— l) s mod 21, z čehož dostaneme 1 — 125* s 0 
mod 21. Podle (17) tedy bude 5 " (1 — 125«) = 0 mod 21. 
Shrnut ím nalezených výsledků dostaneme pak podle (11) 
5.215'* — 79" = 0 mod 21, t j . dané číslo je dělitelno 
číslem 21. 

5. a) r = 38. 
b) r = 25. 

6. Pro každé celé k ^ 1 je 10» = 0 mod 2, 10» ES 0 mod 6 a 
10* = 0 mod 10. Podobně pro každé celé k ^ 2 bude 10* a 
= 0 mod 4 a 10* = 0 mod 25 a konečné pro každé celé 

k ž 3 bude 10* = 0 mod 8. Užitím dekadického zápisu 
(19) přirozeného čísla n plyne z posledních kongruencí 
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podle (17) a (15) n = a0 mod 2, n = a„ mod 5, n = o, 
mod 10, n = (10«! + a0) mod 4, n s (10oj + a0) mod 25 
a n = (102aa + 10a, + a„) mod 8. Z toho vidíme, že o děli-
telnosti přirozeného číála n dvěma, pěti nebo desíti můžeme 
rozhodnout podle poslední cifry, o dělitelnosti 4 nebo 
25 pomocí posledního dvojčíslí a o dělitelnosti 8 pomocí 
posledního trojčíslí dekadického rozvoje tohoto čísla. 

7. a) Pro n = 2k + 1 je n ' = 4fr8 + 4fc + 1, t edy n» s 1 
mod 4,'fcj. n* e -d^1. 

b) Poněvadž 3 n, bude bud to n = 1 mod 3, nebo 
n = 2 mod 3. Podle (18) bude t edy v prvním případě 
n% = 1 mod 3 a ve druhém pak n' = 4 = 1 mod 3. 
V obou případech máme n s = 1 mod 3, t j . n2 e Al'K 

8. a) a = 1, 5, 7, 11, 13, 17. 
h = 1, 6, 3, 6, 3, 2. 

b) o = 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. 
lc = 1, 6, 6, 2, 6, 6, 6, 3, 2, 6, 3, 2. 

9. Nechť lze složené číslo m psát ve tva ru součinu m = mim2, 
kde m, > 1, n»j > 1 a (m„ m2) = 1. Poněvadž m í > 1, 

m 
bude m2 = < m. Obdobně bude i m1 < m. Mezi 

"h 
čísly 1, 2, 3, . . . , m — 1 bude tedy jistě ležet číslo m1 
i číslo » v Poněvadž ( m — 1)! = 1 . 2 . 3 ( m — 1), 
vidíme, že bude plat i t (m — 1)! = 0 mod ml i (m — 1)! = 
= 0 mod m2. Jež to (m„ m2) = 1, bude podle vě ty 20 též 
(m — 1)1 = 0 mod m. 

Nechť složené číslo m nemůžeme psát ve tva ru součinu 
dvou nesoudělných čísel větších než jedna. V tomto pří-
padě bude číslo m alespoň druhou mocninou jistého prvo-
čísla p, t j . m = pa, kde a ^ 2. Na ní bude t řeba rozlišit 
dva př ípady. 
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a) Nechť předně p = 2. Poněvadž m > 4, b u d e v t o m t o 
p ř ípadě a ¿z 3, t akže mezi čísly 1, 2, 3, . . . , 2 * — 1 
leží j istě čísla 2«-» a 2"-1 . Můžeme pro to psá t (2 a — 1)1 = 
= 2 a - J . 2 a _ 1 . o = 2» a - ».a = 2" . 2«-». a , k d e a je j is té 
celé číslo. Pro tože a 2; 3, je i 2 a _ * celé číslo, t akže 
z poslední rovnost i p lyne (2™ — 1)1 = 0 mod 2 a . 

b) Nechť nakonec p 2 3. Poněvadž a 2, budou mezi 
čísly 1, 2, 3, . . . , p a — 1 jistě ležet čísla p«" 1 a 2 p « - \ 
t akže můžeme n a j í t opět celé číslo a t a k , že p la t í 
( p " — 1)1 = p a - 1 . 2 p a ~ , . a = p " . p a - » . 2 a . Poněvadž a Jž 
^ 2, bude číslo p a - > rovněž celé, t akže z poslední rov-

nosti ihned plyne, že (p a — 1)1 = 0 m o d p a . 

10. Položme o = 1 1 . . . 1, 6 = 123 456 789. 

p cifer 

Užijeme-li dekadického zápisu, dos taneme 

o = 10»-1 + 10»-» + . . . + 10» + 10 + 1, 
6 = 10» + 2 . 1 0 ' + 3.10« + 4.10» + 5.10* + 6.10» I-

+ 7.10» + 8 . 1 0 + 9. 

Dále snadno zj is t íme, že p la t í 

« = 0.(10»" + 2 .10 '» + 3.10 '» + 4.10»» + 5 . 1 0 " -h 
+ 6.10»» + 7.102» + 8.10» + 9) — 6 . 

Podle (39) však bude 10» = 10 mod p, t akže podle (18) 
dos taneme, že pro každé přirozené k p lat í 10*» = 10* mod p. 

Bude tedy 

n = o.(10» + 2 . 1 0 ' + 3.10» + 4.10» + 6.10« + 6.10» + 
+ 7.10» + 8 . 1 0 + 9) — 6 mod p 

neboli 
n = ab — b mod p . 

Podle p ř . 7 je. číslo b dělitelno devíti , neboť «(6) = 45. 
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J e tedy b = 9c, takže dostaneme konečně 

n - 9(o — l)c mod p . 

Pro číslo a dále obdržíme vztah 

10o +„1 = 10» + 10»-' + 10»-» + . . . + 10» + 10 + 1, 
t j . 

10a + 1 = 10» + a . 

Odtud pak plyne, že 9a =^10» — 1 neboli~9(a —' 1) = 
= 10»— 10. Bude tedy 

n -- (10»— 10).c mod p. 

Podle (39) je však 10» — 10 = 0 mod p, takže dostáváme 
konečně n = 0 mod p, t j . p \ n. 

11. a) x = 209 mod 311; 
b) x = 26 mod 243; 
c) x = 406 mod 420. 

12. k = 8; x = 51 mod 85. 

13. k = 6; x = 14 mod 65. 

14. a) Nechť £ je řešením kongruence (43), t j . nechť a£ + ř> = 
= 0 mod m. Poněvadž d\mu bude podle vě ty 18 též 

a f + 6 = 0 mod d. Jež to však též d\a, bude a | = 
= 0 mod d. Z těchto kongruencí pak plyne, že 6 = 
= 0 mod d, což je prot i předpokladu o číslu b. 

b) Bez ú j m y na obecnosti se můžeme omezit na úplnou 
soustavu zbytků {0, 1 , 2 m — 1} podle modulu m. 
Z předpokladů o číslech m, a, b a d plyne, že d\m, d\a 

m a b 
a a | o. Položíme-li mi = ——, ax = — a 6, = — , bu-

d d d 
de zřejmě (alt m,) = 1, takže kongruence atx + = 0 
mod m, m á v úplné soustavě zbytků {0, 1, 2, . . . , 
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m , — 1} právě jedno řešení Každé řešení té to kon-
gruence můžeme pak psát ve tvaru x = { + kmlt kde 

ax + b a^x + bt 
k je libovolné celé číslo. Z rovnosti = 

m m1 

však dále plyne, že každé řešení kongruence (43) je 
též řešením kongruence a^x + = 0 mod m1 a obráceně. 
Proto každé řešení kongruence (43) má tvar x = f + 
+ tm, , Abychom dostali řešení kongruence (43) z úplné 
soustavy zbytků {0, 1, 2 m — 1} podle modulu m, 
musí bý t 0 S f + kml < m. Při tom je 0 ž f < m„ 
takže —»»! < — ( á 0. Sečtením nerovností 0 sS f + 
+ km-y < m a —m1 < —f g 0 dostaneme déle —m l < 
< km1 < m = dmu t j . —1 < k < d. Celé číslo k může 
nabývat pouze d hodnot 0, 1, 2, . . . , d — 1, což jsme 
chtěli dokázat. 

16. x ^ 406 mod 420. 

16. a) x = 1098 mod 1826; 
b) x = 61 571 mod 228 150. 

17. a) V úplné soustavě zbytků {0, 1, 2 1088} podle mo-
dulu 1089 má kongruence devět vzájemně inkongruent-
ních řešení. Těmito řešeními jsou čísla 4, 126, 246, 367, 
488, 609, 730, 851 a 972. 

b) V úplné soustavě zbytků {0, 1 ,2 , . . . , 6858} podle mo-
dulu 5859 má kongruence sedm řešení vzájemně inkon-
gruentních podle tohoto modulu. Těmito řešeními jsou 
čísla 760, 1597, 2434, 3271, 4108, 4945 a 6782. 

18. a) x = 21 mod 42, y = 14 mod 42, z = 10 mod 42; 
b) x = 690 mod 910, y = 507 mod 910, z = 631 mod 910. 

19. a) x = 63 + 625ft, y = 62 + 731*, k celé; 
b) x = —111 + 337Jfc, y = 35 — 106fc, k celé. 
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20. Označ £me-li a obnos, k te rý máme vyplat i t , x počet t r íkorun 
a y počet desetikorun, dostaneme neurčitou rovnici 

3x + lOy = o , 

přičemž hledáme celá nezáporná čísla x a y, k te rá t é to 
rovnici vyhovuj í . Poněvadž je (3, 10) = 1, můžeme na j í t 
řeSení kongruence \0y = a mod 3. Jedno z řešení té to 
kongruence je zřejmě y„ = a. Položíme-li ještě x„ = 

o — lOj/o 
= = —3a, budou mí t všechna řešení vyšetřo-

3 
vané neurčité rovnice tva r x = —3a + lOfc, y = a — 3k, 
kde k probíhá množinou všech celých čísel. K e splnění 
podmínek x ž 0 a j ^ 0 je t řeba volit k tak , aby platilo 
současně 

—3a + lOfc ^ 0, a — 3fc ž 0. 

Pro celé číslo k tedy budeme mí t nerovnosti 

3a a 
<. k < — . 

10 ~ ~ 3 
Snadno nahlédneme, že pro a = 18, 19 nebo 20 vyho-

vuje t ěmto nerovnostem jediné číslo k = 6, pro a = 21, 
22 nebo 23 pouze k = 7, pro a = 24, 25 nebo 26 pouze 
k = 8 a konečně pro a = 27, 28 nebo 29 pouze k = 9. 
Pro a = 30 dostaneme k = 9 nebo k = 10, takže dané 
neurči tá rovnice s doplňujícími podmínkami x ^ 0, y ^ 0 
bude mít v tomto případě dvě řešení. 

a 3a a 
Je-li a > 30, je = > 1, takže mezi čísly 

, „ J 3 10 30 " 
-y^- a — včetně bude ležet vždy alespoň jedno celé číslo k. 
Pro t a t o čísla a má tedy vyšetřovaná neurči tá rovnice 
vždy alespoň jedno řešení požadovaných vlastností . 

Jednoduchým výpočtem se můžeme přesvědčit, že pro 
a = 1, 2, 4, 5, 7, 8, 11, 14 nebo 17 nemá úloha žádné 
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řešení, neboť neexistuje oelé"číslo k vyhovující požadova-
ným nerovnostem. Např . pro a = 17 bychom pro celé 

N 5 1 " * M 1 7 
číslo dostali podmínky 1 ̂  k š , t j . 5 < k < 6, což 

10J 3 
nelze splnit. 

(322) / '023 ,V f 6 2 ^ 
2 1 a ) l w J = l ! b ) M = ~1 ; 0 ) brJ = - 1 ; 

^ 659 J 

22. xt = 32 mod 109, x, = 77 mod 109. 

23. Xi = 16 mod 83, xt ~ 67 mod 83. 

24. Kvadra t i cká kongruence nemá řešení. 

25. D = 37 mod 71; % = 12 mod 71; a;, = 54 mod 71. 

26. D = 0 mod 353; existuje jediné řešení xx = 47 mod 353. 

27. D E= 412 mod 571; kongruence nemá žádné řešení. 

28. Sestrojíme absolutné nejmenší zby tky při dělení prvo-
p — 1 

číslem p postupně k číslům 2, 4, 6, . . . , 2 . . Nechť 
2 

prvočíslo p m á t v a r p = 4m + s, kde s = 1 nebo a = 3. 
Po tom pro k = 1, 2, . . . , m bude zřejmě ±= 0, = 2k. 

p — 1 
Avšak pro k = m + 1, m + 2, . . bude ( k = 1 
a Qk = 2k— p, tedy 2m + 2 — p ' á Qk —1- Snadno 
zjistíme, že 2m + 2 — p = 2»» + 2 — 4m — s — —-2m + 

p — s p a p 
+ 2 — 8 = — + 2 — a — +2 > — —, 

2 2 2 2 p 
takže pro t a to k bude skutečně — < gt < 0. Bude proto 
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P 1 8 1 8 1 
v m = 2n» H •» = »» + 

2 2 2 
Avšak 

p» — 1 16m» + 8ms + 8* — 1 a — 1 
8 " 2 

«» — 1 a — 1 
= 2m» + t»(a — 1) + — 

s* — 1 a — 1 
a poněvadž pro a = 1 i pro a = 3 je -

8 2 

a a — 1 je v obou případech sudé číslo, bude 

v'—l ( - 1 ) 8 = 1 • 

Odtud a ze vz tahu (86) plyne 

( j ) - < - » ' - ' - ' ) 

což bylo dokázat . 

20. Důkaz provedeme nepřímý. Předpokládejme, že d a n á 
kongruence m á řešení a;,. Bude t edy + 1 = 0 mod m. 
Poněvadž však p | m , bude podle vě ty 18 též 

x j - i + 1 = 0 mod p. (95) 

Je-li a:, = 0 mod p, plyne z té to kongruence 1 = 0 mod p, 
což není možné. Jestliže však # 0 mod p, bude podle 
(38) a;»-1 + 1 = 1 + 1 mod p, takže z kongruence (95) 
plyne 2 = 0 mod p . To rovněž není možné, neboť p > 2. 

V obou případech tedy docházíme ke sporu, čímž je 
tvrzení úlohy 29 dokázáno. 
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