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1. kapitola

PRIPRAVNE UVAHY

I.1. Linearni nerovnosti

Nejprve si pfipomeneme nékolik znimych pojma
a postupii. ReSme napfiklad tuto soustavu ¢yt nerovnosti
o dvou neznamych x, y:
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tj. hledejme takovou uspofiddanou dvojici Cisel x, y, po
jejichZ dosazeni do (1) za nezndmé x, y dostaneme platnou
soustavu nerovnosti. Posledni dvé nerovnosti soustavy (1)
nam Fikaji, Ze Cisla x, y maji byt neziporna; proto zpravidla
misto o feSeni soustavy (1) hovofime o neziporném feSeni
soustavy (2):

—2x— y= -2,

— x+2y=—4. 2)

MnoZinu viech nezapornych feSeni soustavy (2) miZeme
geometricky znazornit v roviné zpusobem, ktery je b&zné
znam ze stfedni Skoly.

Jsou-li x, ¥ soufadnice bodu v rovin€ (v pevné zvolené
pravotihlé soustavé soufadnic), pak vSechny body (x, ¥),
jejichZ soufadnice vyhovuji nerovnosti



—2x—y=—2, 3)
leZi na jedné strané od pfimky, jejiZ rovnice je
y=—2x+2. 4

Obr. 1.

Snadno také zjistime, na které strané&; staci dosadit do (3)
soufadnice libovolného bodu roviny, neleziciho na pfimce
(4), napf. soufadnice pocitku soustavy soufadnic, tj.
x = 0,y = 0. Odtud vidime, Ze prvni nerovnosti soustavy
(2) vyhowvuji viechny body leZici na pfimce (4) a vSechny
body leZici na opaCné strané od pfimky (4), nez leZi pocitek
soustavy soufadnic.
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Mnozinu vSech feSeni prvni nerovnosti soustavy (2) lze
tedy znazornit Srafovanou polorovinou (obr. 1). Nezaporni
FeSeni pak budou znizornéna tou ¢&isti této poloroviny,
kterd lezi v prvnim kvadrantu (obr. 2).

y=2x+2

Obr. 2.

Stejnym zpisobem zjistime, Ze body, zndzorfujici ne-
zdporna feSeni druhé nerovnosti soustavy (2), leZi na opac-
né strané od pfimky

Y= 7 X — 24

neZ leZi pocitek soustavy soufadnic, nebo na ni (obr. 3).
Nezaporni feSeni soustavy (2) jsou pak znizornéna body,
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které znizorfiuji zaroveil nezdporna feSeni prvni nerovnosti
i druhé nerovnosti soustavy (2) (tj. body Srafované plochy
na obr. 3). Z obr. 3 je patrné, Ze mnoZina hodl znizor-
fujicich nezdporn4 feSeni soustavy (2) neni omezena?).
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Obr. 3.

Pridame-1i k soustavé (2) nerovnost

—x—y=—6,
bude mnoZina znizorfiujici mnoZinu vSech nezipornych
FeSeni této nové soustavy omezend (viz Srafovana plocha.
na obr. 4).

1) MnoZinu A bodu roviny nazyviame omezenou, jestlize existuji
takova &isla a, b, Ze pro kazdy bod mnoZiny A o soufadnicich (x, y) platf
= Sa |y b

8



Piidame-li jeSté nerovnost
X — Sy = 0,

Obr. 4.

bude mit vznikld soustava pouze jediné feseni, znizornéné

bodem o soufadnicich (13—6, %) (viz obr. 5).

Pfiddme-li nakonec jeité nerovnost



2x—y=-2,

dostaneme soustavu, kterd nema nezaporné feseni.
Zjistili jsme tedy na pfikladech, Ze soustava linedrnich
nerovnosti o dvou neznidmych (tj. nerovnosti, které maji

y=-2x+2

Obr. 5.

tvar ax + by < ¢) nemusi mit 24dné nezdporné feSeni
nebo miize mit jediné neziporné feSeni, nebo mize mit
nekoneéné mnoho nezdpornych feSeni; v poslednim pfi-
pad¢ mitZze byt mnoZina bodid roviny zndzorfujicich tato
feSeni bud omezend, nebo neomezena.
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O tom, Ze posledni z uvedenych soustav, tj. soustava

—2x—y = -2,
—x+2y= —4,
—x—) 5—6: (5)
xr—8 = 0,
2x—y =—2,

nem4 nezdporné feSeni, jsme se mohli velmi snadno pie-
sv&ddit takto: Vyndsobime-li druhou nerovnost tficeti
a posledni nerovnost dvaceti, dostaneme soustavu

—2x— y =—2,

— 30x + 60y = — 120,

—x— ) =—6 (6)
x— 8 = 0

40x — 20y = — 40.

Soustavy (5) a (6) maji zfejmé stejnou mnoZinu nezipor-
nych feSeni. AvSak soustava (6) nemd neziporné feSeni,
nebot kdyby ho méla, bylo by toto feSeni i nezipornym
feSenim nerovnost

8x + 30y = — 168, )

kterd vznikne seftenim vSech nerovnosti soustavy (6).
Nerovnost (7) viak zfejmé nema nezdporné feSeni.
Podobného postupu miiZeme uZit i v piipadé soustav
o jiném poltu rovnic a neznamych. VySetfujme napf.
tuto soustavu Ctyf nerovnosti o tfech nezndmych x, y, 2.

5— y— =z = 1,
—10x+ 10y — z= —3, (8)
—2x— y+4+ 10z = — 4,

x4+ y4+ 5z= 2

Vynasobime-li prvni a posledni nerovnost Cislem 2, dosta-
neme soustavu
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10x — 2y — 2z= 2,
—10x+ 10y — 2z= —3,
—2x— y+ 10z = —4,
l4x + 2y+ 10z = 4.

Sedtenim t&chto nerovnosti dostaneme nerovnost
12 49y + 172 = — 1,

ktera zfejmé nema neziporné feSeni, a tedy ani pivodni
soustava (8) nemd nezdporné feSeni.

Pozorny ¢tendf si jeSté viml, Ze uvedeny postup je spe-
cidlnim pfipadem obecnéj§iho postupu. Dfive nez tento
postup vylozime pro pfipad obecné soustavy Ctyf tzv. li-
nedrnich nerovnosti o tfech neznamych, zavedeme si nové
oznaceni, které se nam pozdéji v mnohém vyplati.

Misto abychom oznacili neznimé pismeny x, y, 2, 0zna-
¢ime je po fadé symboly x,, x,, X35 pro koeficient, jimZ je
v prvni nerovnosti nisobena prvni resp. druh4 resp. tfeti
neznamd, uZijeme symbolu se dvéma indexy, napf. a,,,
IESP. @y, IESP. d13; podobné symboly a,, a,., a,; budou po
fad& oznalovat koeficienty u neznamych x,, x,, x; ve druhé
nerovnosti; je jiz ziejmé, jak budou oznadeny koeficienty
v ostatnich nerovnostech. Pravou stranu prvni nerovnosti
oznadime b,, druhé nerovnosti b,, tfeti a ¢tvrté nerovnosti
by ab,.

Na zdkladé této dohody miZeme obecnou soustavu Ctyf
linedrnich nerovnosti o tfech neznidmych x,, x,, x, zapsat
takto:

ay X%y + @y Xy + ag X3 = by,
Qg1 Xy + Ggp Xp + Gp3 X3 = by, 9)
@31 Xy + Qg2 Xy + ag3 X3 = by,
Qg1 %1 1 Qe X5 + Qg3 X3 = by,

POlOiiIIlC-li napf- au = 5, a12 == l, ala = "‘l, bl - 1,
dostaneme prvni nerovnost soustavy (8). :
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' V¥3e popsany postup, kterym jsme se presvédéili, e sou-
stava (8) nemd nezdporné feSeni, je obsaZen v diikazu
tohoto tvrzeni:

Véta A, Existuji-li Cty¥i nezdpornd &isla y,, Yoy V3, ¥4 tak,
Ze plari nerovnosti

Yian + Y2 @ +ysan +yia4 20,
V1@ + Yo Qps + Y3 Aze + Y4842 2 0, (10)
Y113+ Yo Qos + Vals + Y585 20,

a %e zdrover plati nerovnost
Y1bi+¥2 by + 3305 + 346, <O, (11)

pak soustava (9) nemd nezdporné feseni.

Diuikaz Kdyby soustava (9) méla neziporné feSeni
a kdyby existovala nezdporna &isla y;, vs, Vs, ¥4 S Vlast-
nostmi uvedenymi v pfedpokladech véty A, bylo by (pro-
toze Cisla y,, ¥s V3, V4 jsou nezipornd) toto feSeni také
fefenim soustavy

Y1 (@ %1 + @13 %5 + a13 X3) = 31 by
Y2 (@2 %1 + Aop X3 + Ag3 X3) = Y2 by, (12)
Y3 (@s X%y + e X3 + a3 %3) = y3 by
Ya(Qgy %y + Qgp X3 + g3 X3) = Y4 by,

a také nezdpornym feSenim nerovnosti, ktera vznikne se-
&tenim vSech nerovnosti soustavy (12). AvSak po snadnych
upraviach (po provedeni naznaceného nasobeni ¢isly Jv Y
Y35 Y4 2 PO vytknutl neznamych x,, x,, x,) zjistime, Ze tato
nerovnost ma tvar

(311 + Y2 an + Y331 + yaag) %, +
4+ (¥1@12 + Y2 @op + Y3 32 + Y4 Ag2) %5 +
+ (a3 + Y20 + Y3z + Y4 04) X3 =
S 31 b +32by + y385 + 34 by,

13



ze kterého je patrné, Ze nemuZe mit neziporné feSeni,
nebot podle pfedpokiadu jsou koeficienty u nezndmych
nezdpornd Cisla, kdeZto pravd strana nerovnosti je za-
porna.

Vétu A lIze vyslovit v této logicky ekvivalentni formé:

Véta B. Md-Ii soustava (9) nezdporné feSeni, pak plati
toto: Jsou-li vy, Yoy Vs, V4 takovd nezdpornd &isla, Ze plati
nerovnosti (10), pak také plati nerovnost

by + yoby + y5by + y4by 2 0.

Ctendf si pravdépodobné poloZi otizku, zda vétu A
(nebo ji ekvivalentni vétu B) Ize obritit. Jak vyplyne
z dalsiho vykladu, odpovéd na tuto otizku je kladna.

1.2. Oddélitelnost mnoZin

Jiz v pfedmluvé jsme se zminili o dileZitosti véty o od-
délitenosti konvexnich mnohosténii. Myslenku této véty
vyloZime nejdfive v roviné.

Mé&jme piimku p v roviné g. O pfimce p budeme fikat, Ze
oddé&luje navzdjem mnozZiny M; a M, bodu roviny o,
jestliZe mnoZina M, leZzi v opalné oteviené poloroviné,
uréené pfimkou p, nez leZzi mnozina M,. O dvou mnozinich
M,;, M, bodu roviny o budeme fikat, Ze jsou navzijem
oddé&litelné, jestliZe existuje pfimka oddélujici mnozZiny
M, aM,.

Je zfejmé, Ze jsou-li mnoZiny M, a M, oddélitelné, pak
mnoZiny M, a M, nemaji spole¢né body, ¢ili, jak Casto
fikime, jsou disjunktni. Kdyby totiz bod X patfil do mno-
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ziny M, i do mnoziny M,, pak pro bod P neleZici na pfimce
P, ktera oddéluje mnoziny M, a M,, by tsecka XP ziroven
méla i neméla spole¢ny bod s pfimkou p.

Da se snadno ukédzat, Ze obracené tvrzeni neplati.
Vezmeme-li za M, viechny body uréité kruZnice 2 aza M,
mnoZinu leZici uvnitf kruhu uréeného kruZnici k£, dosta-
neme mnoziny M,, M,, nemajici spoleny bod. Avsak
mnoziny M,, M, nejsou oddélitelné, nebot pro kazdou
piimku p nastiva pravé jeden z té€chto dvou ptipadi:

1. pfimka p nem4 s kruZnici k£ Zadny spoleCny bod; v ta-
kovém pfipadé lezi mnoZiny M,, M, ve stejné poloroviné
urené pfimkou p, a nejsou tedy pfimkou p oddéleny;

2. pfimka p ma s kruZnici 2 spole¢ny alespoii jeden bod;
v takovém pfipadé mnoZina M, neleZi (celd) ani v jedné
z (otevienych) polorovin urenych pfimkou p, a nemtize
tedy leZet ani v poloroviné opacné k poloroviné urcené
pfimkou p, ve které lezi (leZi-li tam viibec) mnoZina M,.

Hlavni myslenka véty o oddélitelnosti konvexnich
mnohothelnikd spoliva v tom, Ze v pfipadé konvexnich
mnohothelnikii lze vySe uvedené tvrzeni obratit, tj. Ze
kazdé dva konvexni mnohothelniky K,;, K, roviny o,
které nemaji Zidny bod spole¢ny, lze oddélit. Vétu o od-
délitelnosti konvexnich mnohothelniki Ize tedy vyslovit
takto:

Vé&ta C. Dva konvexni mnohotihelniky roviny o jsou od-
délitelné prdvé tehdy, jsou-li disjunkini.

Jak jsme se jiz zminili, obecnou vétu o oddélitelnosti
konvexnich mnohosténi nebudeme dokazovat; piesto
viak v tomto specidlnim pfipadé uvedeme Gvahy naznacu-
jici jednu z moznych cest vedoucich k diikazu.

Vzhledem k tomu, co bylo uvedeno vyse, staci dokazat,
Ze jsou-li K;, K, dva disjunktni konvexni mnohouhelniky,
jsou mnohouhelniky K;, K, oddélitelné.
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Nejprve dokaZeme, Ze existuje dvojice bodd X, Y,
takova, Ze
l. XocK,2. Y, Ky,a 3 XYy = XY pro viechny
dvojice bodi X, Y takové, Ze X € K; a Y € K,. Popi-
Seme konstrukci bodi X, a Y,,. Pfi této konstrukci budeme
potfebovat nasledujici jednoduché lemma.
Lemma. Necht AB a CD jsou dvé libovolné ziseé'ky leZici
v roviné. Potom existujz’ dva body X' a 'Y’ tak, Ze

1.X'€ AB, 2. Y’ = CD a 3. X'Y' < XY pro viechny
dvojice bodii X, Y takové, ¢ X € ABa Y < CD.

Dukaz lemmatu Ize provést snadno rozebrinim jednotli-
vych typickych pfipadd vzijemné polohy uselek a pfene-
chiavame jej Ctenafi.

Vratme se nyni k ditkazu véty. Necht obvod mnohotihel-
nika K; sestidva z useek uy, up, ..., u,~ (r =3) a obvod

mnohothelnika K, z dsecek vy, vy ..., v5 (s = 3). Uva-
Zujme nyni vSechny moZné dvojice usecek w, a v, kde
i=1,2, ...,raj=1,2, ..., s. Na zdkladé lemmatu
existuje ke kazdé dvojici w, v, dvouce bodi X (7,7)a Y
@Gk, e X (G,j)cu, Y (@, j) e vy a X(z,]) YG,)) = XY
pro viechny dvojice X a Y takové, ze X c y;a Y < ;.
Budi? nyni M mnoZina &isel dy = X (5,/) Y GHGE=1,2,

Loryf=1, 2 ., 5). ProtoZe M je koneénd, existuje
dvojice mdexu t*, ] , pro kterou je ¢&islo dis j» minimélni,
tj. plad

dio o = X (% O Y (%)= dy = X G, /) Y G5, f)-

(Pokud existuje takovych dvojic vice™neZ jedna, vybereme
nékterou z nich.) Ctendf snadno sim dokaZe, %e body
= X(@*j*) a Y, = Y (i*j*) jsou body s nejkrati
vzdalenosu
K zakonceni ditkazu zbyva sestrojit pfimku p oddélujici
K; od K,. ProtoZe mnohotuhelniky K; a K, nemaji spo-
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lené body, je bod X, rizny od bodu Y,; je tedy moZné
vést stfedem tsecky X, Y, pfimku p kolmou k této isecce.
UkéZeme, Ze kolmice p oddéluje mnohothelniky K;, K,:

Obr. 6.

Kdyby pfimka p mnohothelniky K,, K, neoddélovala,
existoval by bod R, leZici na ptimce p a zdrovedi naleZejici
jednomu z mnohothelnikii K,, K,. Bez djmy obecnosti
miZzeme pfedpokliddat, Ze bod R ndlezi mnohotuhelniku
K, (viz obr. 6). Oznaime-li Q patu vysky SQ v pravo-
ihlém trojuhelniku A Y RS (< S = 90°), pak (protoie
body Y, R ndleZi konvexnimu mnohotihelniku K,) bod Q
nilezi mnohodhelniku K,. Avsak

X0 < X, Y,
nebot
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X,0 < X,S 4+ SO < X,S + SY, = X,Y,.

To je viak ve sporu s vlastnosti dvojice bodi X, Y.

1.3. Pojem n-rozmérného prostoru

Vime, Ze polohu bodu na pfimce miizeme urcit jednim
¢islem, polohu bodu v roviné uspofiddanou dvojici a polohu
bodu v prostoru uspofidanou trojici Cisel. Vyjdeme-li
z této skutecnosti, miZzeme dospét k této definici n- roz-
mérneho prostoru:

MnozZinu viech uspofadanych n-tic X = (x;, X5, . . ., %n)
realnych ¢isel x;, %5, ..., x» nNazveme n-rozmérnym
prostorem a oznaCime symbolem R~.

Pritom dvé uspofiadané n-tice X = (x, X5, ..., Xn),
Y = (v, ¥ - .-, Yn) povaZujeme za stejné (sobé rovmné),
plati-i x; = Yy, X, = Y95 -« -» Xn = Yu. Prvky mnoZiny
Rz budeme nazyvat body prostoru R”; Cisla x,, X5, .. .5 X2
budeme nazyvat soufadnicemi bodu X = (x;, x,, ...,
Xn).

)V ptipadé, ze n = 1, 2, 3, budeme uzivat znimého geo-
metrického zndzornéni prostoru R pomoci pevné zvolené
pravoihlé soustavy soufadnic. Na tomto misté chceme
Ctenafe upozornit na to, Ze v definicich pojmii, formulacich
vét a pfi provadéni dikazi budeme uZivat vyhradné ana-
lytickych (volnéji feCeno pocetnich) metod, které budou
vychazet doslovné z definice prostoru R” jakoZto mnoZiny
vsech uspofddanych #n-tic realnych &isel. Kdybychom v3ak
dasledné odmith uzivat geometrickych pfedstav, zbavili
bychom vyklad veSkeré geometrické ndzornosti a pfipravili
bychom se o moZnost porovnavat smysl definic, tvrzeni
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a zékladnich myslenek dikaz se zkuSenosti, kterou jsme
ziskali pfi kaZzdodennim vnimani prostorovych vlastnosti
svéta, v némzZ Zijeme. Z téchto divodu budeme uZivat
ssgeometrické’ terminologie, kterd umoZfiuje davat jed-
notlivym definicim, vétifn a myslenkovym postupiim
nazorny geometricky smysl. PouZivani geometrickych pfed-
stav n€kdy umoZni i ,,uhodnout pfedem‘ pfesné nebo
alespori ,,pfiblizné‘ znéni véty, popfipadé postup dikazu.
Proto v posledni &asti tohoto odstavce zavedeme geo-
metrické nizvy pro podmnoziny prostoru R”, se kterymi se
v dal$im vykladu budeme setkavat.

Jsou-li a,, b dana disla, pfiCemz a, = 0, pak mnoZinu
prvki prostoru R, jejichz soufadnice x; vyhovuji rovnici

a, x, = b,

Ize znizornit bodem; je to prosté jednobodova mnoZina.

]sou -li ay; Ay b dani cisla, pfiéemi alesponi jedno z Cisel
a;, a, je razné od nuly, pak mnoZinu bodd prostoru R?
jejichZ soufadnice x,, x, vyhovu)1 rovnici

a, X, + a; x, = b,

Ize znéazornit pfimkou.

Jsou-li a;, a,, as, b dania ¢isla, prlcemz alespon jedno
z Cisel a,, a,, a, je rdzné od nuly, pak mnoZinu bodd pro-
storu R3, jejichZz soufadnice x;, x,, x; vyhovuji rovnici

a; x; + as x, + a5 x; = b,

lze zndzornit rovinou.

Bude uZiteCné zavést pro podobné mnoziny (Ctenaf jiz
tusi jaké) v prostorech R specialni nazev. Dospivame tak
k této definici:

Necht a,, a, . . ., an, b jsou dand Cisla, pfiCemZ alesponl
jedno z Cisel a, s, ..., an je rizné od nuly. MnoZinu
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bodt X = (x;, %3, .. ., *¥a) prostoru R®, jejichZ soufadnice
X1 Xpy <o o5 Xn vyhovu]l roviici

al,xl+a2x2+...+anxn=b, (13)

nazveme nadrovinou v prostoru R”. Rovnici (13) na-
zyvime rovnici této nadroviny. .

MnoZinu bodit X = (x, X5, - . ., %x), jejichZ soufadnice
vyhovuji nerovnosti

a1 %t ayx,+ ... +anxn £ b, (14)

nazveme uzavienym poloprostorem v prostoru R®
urlenym nerovnosti (14). MnoZinu bodd, jejichz sou-
fadnice vyhovuji nerovnosti

a X+ ax,+ ... +anxn 2 b, (15)

nazveme rovnéz uzavienym poloprostorem, a to uzavienym
poloprostorem uréenym nerovnosti (15).

Uzaviené poloprostory urfené nerovnostmi (14), (15)
naz§vime také (navzdjem) opaénymi uzavienymi po-
loprostory uréenymi nadrovinou o rovnici (13).

Otevienymi (navzijem opaénymi) poloprostory
urenymi nadrovinou o rovnici (13) nazyvime mnoZiny
bodt X = (xy, X, . .., Xn), jejichZ soufadnice vyhovuji
nerovnostem

a X, +Fay X+ ...+ anxn <b
resp.
ay %, + ayx; + ... + an xn > b.

Jsou-li Y = (91, Yoy - - 3 ¥n)s £ = (815 235 . - -5 2n) body
prostoru R?, pak useckou spojujici body Y, Z nazgvime
mnoZinu téch bodi X = (x, x5, ..., Xa), pro jejichZ sou-
fadnice x,, x,, . . ., x, plati

20



x, =M+ (1-2) 2,
Xy = Ayy + (1—4) 25,

Xn = 2._)’11, + (1—]») Zny

kde 1 miZe byt libovolné &islo, pro které plati 0 = 4 < 1.

O mnoZiné bodi prostoru R fikime, Ze je konvexni,')
jestliZe pro libovolné dva jeji body do ni patii i celd usecka
tyto body spojujici.

Cvideni

1. DokaZte, Ze ma-li soustava linedrnich rovnic o tfech neznimych
X1y Xgy Xy
an Xy + @y xy + @3 x; = by,
Gy Xy + gy Xy + Gy X3 = by,
a3 % + Gy Xy + Gg3 X3 = by

neziporné feleni, pak pro kazdé feleni (¥, y,, ¥5) (nikoli jen nezi-
porné!) soustavy lineirnich nerovnosti

Y181y + Ve G + Yad3 = 0,

MG+ Y28y + V385 2 0,

Y1813 + Y28y + V3853 20
plati nerovnost

Y1by+ y2by + 338, 20.

2. Uzavienym kruhem se stfedem S a polomérem r (r > 0) rozu-
mime mnoZinu bodi X roviny g, pro které plati nerovnost $X = r;
otevienym kruhem se stfedem S a polomérem r (r > 0) rozumime
mnoZinu boda X roviny g, pro které plati §X < r. DokaZte, Ze

1) Na rozdil od kniZek [2] a [3] politdime prdzdnou mnoZinu mezi
mnoziny konvexni.
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a) jsou-li K, a K, uzaviené kruhy, jsou K, a K, oddélitelné privé
tehdy, jestliZe kruhy K; a K, nemaji spole¢né body;

b) jsou-li K; a K, oteviené kruhy, jsou K, a K, oddélitelné pravé
tehdy, jestlize kruhy K; a K, nemaji spole¢né body.

Obdobné tvrzeni viak neplati, je-li jeden z kruhi K;, K, otevieny
a druhy uzavieny.

3. Necht bod M neleZi na pfimce p. Které primky oddéluji bod M
a pfimku p ?

4. UkaZte, Ze muze existovat vice dvojic s vlastnosti dvojice (X, Y,)
z dikazu tvrzeni 3. V takovém pfipadé viak existuje takovych boda
nekoneéné mnoho.

5. Znazornéte v roviné mnoziny téch bodi X = (x,;, x,) a prostoru
R?, pro jejichZ soufadnice plati:

(@ x2+ x? =< 1azirovei x, > x,%
b x =1 a zdroved x,% + x,2 > 1,
(©) x4 x® = laziroved | x; | + | x| 2: 1.
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