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2. kapitola

ODDELITELNOST KONVEXNICH
MNOHOSTENU

II.l. Konvexni mnohostény

V tomto odstavci budeme definovat dileZitou tfidu
podmnozin prostoru R?, které budeme nazyvat konvex-
nimi mnohostény. Konvexni mnohostény budou pro nis
duleZité tim, Ze pojem konvexniho mnohosténu zobeciiuje
v jistém smyslu pojem konvexniho mnohouhelniku v ro-
viné a zdroven i pojem mnoZziny vSech feSeni soustavy
linearnich nerovnosti (popfipadé¢ rovnic). Pfi vykladu
budeme postupovat takto: Nejprve uvedeme. definici
konvexniho mnohosténu, potom ukdZeme geometrickou
interpretaci tohoto pojmu a nakonec uvedeme nékteré
zakladni vlastnosti konvexnich mnohosténii potfebné
v dal§im vykladu.

Soustavou m lineirnich nerovnosti o 7 neznamych
Xyy X9y - - -» Xn (kde m, n jsou pfirozena c1sla),4na;yvame
soustavu nerovnosti tvaru

¥y - GypXp + ... Tt Qakn = by,
Qg1%y —|— Q5oXs + o+ Ayn¥n = by, (16)
Am1Xy + AmaXs + . amnXa = bm,

kde a;15 ay95 - - .5 Qmns b1> b2, ...» bm jsou dana disla.
Mnozinu viech bodd X = (x,, x,, . .., x») prostoru R?,
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jejichZ soufadnice vyhovuji viem nerovnostem soustavy
(16) nazyvime konvexnim') mnohosténem v prostoru
R7 definovanym soustavou (16).

Konvexnim mnohosténem v prostoru R* je tedy kaZzda
takovd mnoZina K boda prostoru R”, pro kterou existuje
takova soustava lineirnich nerovnosti o » neznimych, Ze
mnoZina K pfedstavuje mnozZinu viech feSeni této soustavy.

Priklad 1. Prizdni mnoZina je konvexnim mnoho-
sténem v prostoru R®, nebot pfedstavuje mnoZinu vSech
fefeni nerovnosti

Ox; + Oxty + ... + Oxp < —1.

PFiklad 2. Prostor R* je konvexnim mnohosténem
v prostoru R?, nebot pfedstavuje mnoZinu vSech FeSeni
soustavy

Ox; +0x,+ ... +0x;, = 1.

PFiklad 3. V prostoru R! jsou konvexnimi mnohostény
pouze tyto mnoZziny: (a) prizdnd mnoZina; (b) prostor R!;
(c) mnoziny téch bodi X = (x,) prostoru R!, pro které
plati ¢ = x, < b, kde a, b jsou dCisla, pro kterd je a < b;
(d) mnoziny t&h bodd X = (x,) prostoru R!, pro které
plati x; < b, kde b je jisté Cislo; (e) mnoZiny téch bodi
X l= (x,) prostoru R, pro které plati a < x,, kde a je jisté
dislo.

Podejme si hned dikaz tvrzeni obsaZzeného v ptikladu 3.
Je-li K konvexni mmnohostén v prostoru R!, pak K pied-
stavuje mnoZinu viech FfeSeni jisté soustavy nerovnosti
tvaru:

1) To, %e konvexni mnohostén je konvexni mnoZina, dokdZeme
pozdéji; viz véta 2.
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aux, < by,
g%y < by, a7

MuiZe nastat pravé jedna z téchto dvou moZnosti:

1. Soustava (17) nema feSeni.

2. Soustava (17) mad feSeni.
Nastiva-li prvni moZnost, dostivame piipad (2). Stadi tedy
dale vysetfovat pouze druhou moZnost. Necht je tedy
mnozZina K neprizdnid. Potom nastdvi praveé jedna z t&€chto
&yt vzidjemné se vyluCujicich moZnosti:

(2a) ay =0proi=1,2,...,m;

(2b) existuji takové indexy i, 7o, Ze plati
a1 > 0,a5,1 < 0;

(2c) @ = Oproi = 1 2, ..., m a existuje takovy index
19, Ze plat ay,, > O

(2d) an £0proi=1,2, ..., m a existuje takovy index
1o, Ze plati a1 < 0.

Nastava-li pfipad (2a), musi byt b; =0 pro : = 1,2,
..., m, nebot podle pfedpokladu soustava (17) m4 feSeni.
Avsak je-lia, =0a b =0proi=1,2,...,m, je tele-
nim soustavy (17) kaZdé redlné d{islo; nastiva tedy
pfipad (b).

Nastdvd-li ptipad (2b), dostivime pfipad (c): Necht
19> 115 - - -5 Ir jSOU VSechny mdexy, pro ktere plan a1 > 0,
@, > 0 > a1 >0 a necht jg, 71, ..., /s jsou vsechny

indexy, pro které plati ;1 < 0, a1 <0, ...,a;,;, <O.

by, b
Oznadime-li pismenem a nejvétsi z cxsel a;‘ o
l
b b, b b
e [BPY pismenem & nejmensi z Cisel —— h L,
a1 01.,1 a Qirl
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je mnoZina K tvofena vSemi Cisly x,, pro kterdplatia = x, = b.

Nastava-li pfipad (2c) a jsou-li %,y ...,% vSechny

indexy, pro které plati a;, > 0,41 > 0, ..., a1 > 0,

dospivame k pfipadu (d), nebot mnoZina K je tvofena

viemi Cisly x,, pro ktera plati ¥, = b, kde b je nejmensi
z Cisel b S — b .
a1 i Qirl

Je jiz zfejmé, jakym zpisobem dospéjeme k tomu, Ze
mozZnosti (2d) odpovida (e).

Pozniamka. Ziskané vysledky miZeme shrnout také
takto: Konvexnim mnohosténem v prostoru R! je bud
prizdnd mnoZina, nebo cely prostor R!, nebo prinik
kone¢ného poctu uzavienych poloprostori prostoru R!
(uzaviené poloprostory prostoru R! je pfirozené nazyvat
uzavienymi polopfimkami).

Piiklad 4. VySetiujme nyni konvexni mnohostény
v prostoru R2. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru
R? dany soustavou nerovnosti

anpx; + apX,
Ay Xy + AgeXy

b, (18)

amlxl + am2x2 = bm.

JestliZe v nerovnosti a;;x, + aipx, = b, kde 7 je jedno
z Cisel 1, 2, ..., m, je alesponi jedno z Cisel ay,, a;, Tizné od
nuly, pak je touto nerovnosti urlen jisty uzavieny polo-
prostor prostoru R? (v pfipad¢ prostoru R? je pfirozené
nazyvat tento poloprostor uzavienou polorovinou).

JestliZe je a;; = ai, = 0, pak bud tato nerovnost nema
feSeni (b; < 0), nebo soufadnice libovolného bodu prostoru
R?jsou jejim feSenim (b; = 0). Vzhledem k tomu, Ze feSeni
soustavy (18) jsou pfedstavovana témi body prostoru R?, je-
jichZ soufadnice vyhovuji viem nerovnostem soustavy (18),
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dostavame, Ze konvexni mnohostén v prostoru R? je bud mno-
Zina prazdna, nebo cely prostor R2, nebo mnoZina, kterd je
prinikem kone‘né mnoha uzavienych polorovin (tento
prunik mtZe byt také prazdnou mnoZinou). Viimnéme si
jeSté, ze kazdy prinik konelného po¢tu uzavienych polo-
rovin je konvexnim mnohosténem v prostoru R?.

Ctenaf ji? sim nahlédne, %e analogické situace nastiva
v ptipad& konvexnich mnohostént v prostoru R® (pouze
misto o priniku uzavienych polorovin musime hovofit
o priuniku uzavienych poloprostori).

Rovnéz v pfipad¢ konvexniho mnohosténu v prostoru
Rr zadaného soustavou (16) miZeme fici, ze K je bud
prazdna mnoZina, nebo cely prostor (viz pfiklad 1 a pfiklad
2), nebo prunik koneéného poctu poloprostorit uréenych
tmi nerovnostmi aux; + @isXs + ... + AGnxn = by, ve
kterych je alesponi jedno z &isel ayy, aip, - . ., ain TZDE Od
nuly.

Konvexni mnohostény maji jednu dilezitou vlastnost,
kterou uvedeme bez ditkazu, ale kterou budeme v dal§im
vykladu ¢asto pouZivat.

UvaZujme zobrazeni prostoru R* do prostoru R™, které
je definovano tim, Ze bodu X = (x,, X, - . ., X») prostoru
Rn pfifazuje prvek Y = (¥4, ¥s ..., ¥m) prostoru Rm
podle pfedpisu

N =cnX + X + ... + CiaXn,
Yo = CnX; + CopXa + ... + CanXn, ™

Ym = CmiX%y + CmoXs + ... + CmXn,
kde ¢y i =1,2,...,mj=1,2,...,n jsou dana (isla.
Zobrazeni tvaru (*) se nazyva linedrni zobrazeni.
Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R#, pak jeho
obrazem pfi zobrazeni definovaném pfedpisem (*) je jistd
mnozina L bodd prostoru R™ (bod M = (3, ¥, - - .5 Ym)
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prostoru R™ patii do mnoZiny L, existuje-li takovy bod
X = (xy, X35 ..., ) mnohosténu K, Ze pro soufadnice
bodu Y, X plati (*)). D4 se dokdzat, Ze plati tato véta:

Ve&ta 1. Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R», je
obraz L mmoZiny K pii zobrazeni uriemém predpisem (*)
konvexnim mnohosténem v prostoru R™.

Na zivér tohoto odstavce dokdZeme jeSté tuto vétu:

Véta 2. Konvexni mnohostén v prostoru R* je konvexni
mnoZinou.

Diikaz. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru R»
u_rceny soustavou (16) a necht body ¥ = (31, ¥as - - -5 ¥n)s
= (21 25 ..., 2n) prostoru Rn» patii do mnoiiny
Podle definice konvexni mnoZiny staci dokazat, Ze pro
kazdé ¢islo 4, pro které plati 0 < 1 < 1, patfi bod X =
=M+ A —21.2p4y,+ (1 —2)2,,.. .,lyn + (1 — Azn)

do mnoZiny K. Staci tedy dokazat, Ze plati

ay(A.y + (1 — A) 21) + ap(A yz + 1A —2).2)+ .
S anoyn + (1= 1).29) < by,

azl(l Y1+ (1 — 2).21) + as(4 J’z + 1 —4).2)+ .
c+ @A yn + (1 — 2).2a) < by,

am(l I+ (A —2).2z) + am(d.y, + (1 — 2).25) + .
.+ aﬂm(}h Yn + ( - 11) zn) < bm.

ProtoZe by = 4.5, + (1 — 1).b; ¢ =1, 2, ..., m), vyplyva
platnost posledni soustavy z naSich pfedpokladii nasobenim
kaZdé nerovnosti platné soustavy

au + @y + ... + am.yn = by,
ayn-Y2 + Gg-Y2 + ... + An.Yn = by,

................................

aAmy N+ amp. Y+ ... + AmnYu = bm
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¢islem 2, kazdé nerovnosti platné soustavy

apn.%, + a2+ ... + an-20 = by,
Q91.27 + Qo925+ ... + Gon.Zn = by,
amy .27 + am2-32 + A + Amn.2n = bm

Cislem (1 — 1) a seCtenim odpovidajicich si nerovnosti.

I1.2. Oddélitelnost konvexnich mnohosténud

Budte M, a M, dvé neprazdné podmnoZiny prostoru
R». Budeme fikat, 2¢ mnoZiny M, a M, jsou (vzijemné)
oddélitelné, jestlize existuji takova Cisla ay, a@, ..., an, b,
Ze alesponi jedno z Cisel ay, a,, ..., an je rizné od nuly
a ze pro vSechny body X = (x;, x5, ..., xn) mnoziny
M, plati

ax; + asxs + ... + apxa > b

a pro viechny body X = (x;, %5, . . ., X») mnoZiny M, plati
ayx; + axX, + ... + anxa < b.

Uiijeme-li terminologie zavedené v piedchozi kapitole,
iZeme pravé vyslovenou definici vyjadEit také takto: Dvé
neprazdne podmnozmy M, a M, prostoru R* nazjvime
oddélitelnymi mnoZinami, ]esthie existuje takovd nad-
rovina prostoru R, Ze mnozZiny M, a M, leZi v opacnych
otevienych poloprostorech touto nadrovinou uréenych.
Podle definice je zfejmé, Ze oddélitelné mnoZiny nemaji
spole¢né body. Snadno ukiZeme, Ze neprizdné mnoZiny,
které nemaji spolecné body, nemusi byt oddélitelné. Necht
napf. M, je sjednocenim mnoZin A, A,, A;, A, kde mnoZiny
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Ay, Ay, Ay, A, jsou definovany takto (zndzornéte si uvedené
mnozZiny v roving):

A= {(x, %) |0 = x; = 1, x; = 0},
Ay = {(x1, %) |0 = x; = ], X, = 1},
A = {(x1, x, ¥ =00=x =1}
Ay = {(x %) n=L1L0=x=1}

(tj. A, je mnoZina bodi, jejich? soufadnice spliuji pod-
minky 0 = x, < la x, = 0; zplsob zipisu A,, A; a A, je
zcela analogicky. Uvedeného zplisobu definice mnoZin se
v matematice béZné pouZivd) a necht mnoZina M, je tvofe-
na témito dvéma body: (-1— i) (i i)

‘N4’ 4)\4 4)
Je zfejmé, Ze mnoziny M, a M, jsou neprizdné a nemaji
spolecné body. Pfitom vSak mnoZiny M, a M, nejsou od-
délitelné, protoZe kdyby existovala takovi &isla a,, a,, b,
Ze alespoil jedno z Cisel ay, a, je rizné od nuly a Ze pro
kazdy bod X = (x;, x,) mnoZiny M, plati

ax, + asx, > b
a zaroven pro kazdy bod X = (x,, x,) mnoZiny M, plati

ayx; + apx, < b,
muselo by platit
a, + a, > 2b,

nebot (0,1), (1,0) patfi do mnoZiny M, a ziroven
a, + a, < 2b,

nebot body (i 1 ), ( 3 3 ) patfi do mnoZiny M,.

44\ 4
Pro konvexni mnohostény vsak plati tato véta (sr. s vétou
C v pfedchozi kapitole):
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Ve&ta 3. Dva neprdzdné konvexni mnohostény v prostoru
Rn jsou oddélitelné prdvé tehdy, nemaji-li spoleéné body.

Jak jsme se jiz zminili, od dikazu této véty upoustime,
avSak v dal§im vykladu si ukdZeme né&které jeji aplikace.

Cviceni

1. DokaZte, Ze konvexni mnohostén v prostoru R? je mnoZina bud
prazdni, nebo jednobodovi, nebo obsahujici nekoneéné mnoho bodda.

2. Znizornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru R!:

a) 3x, = 4, b) —-3x, = —4, c) 3x, = 4,
2x, =10, —2x, <10, —2x;, = —1,

3x, <13, —3x;, = —13, Ox, = 1,
—3x, = 0,

5x, = 8.

3. Dokazte, Ze prinik dvou konvexnich mnohosténi v prostoru R#
je konvexnim mnohosténem.

4. UkaZte, Ze sjednoceni dvou konvexnich mnohosténu v prostoru
R” nemusi byt konvexnim mnohosténem v prostoru R7%.

¢ 5. Znazornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru R?:

a) Ox; + x, 22 0;

b) x4+ 0x, = 0,

Ox; - x, 22 0;

o x+ x=1,
X9 = 1:

1.

W\

X — Xg
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