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2. kapitola 

ÚLOHY Z T E Ó R I E Č Í S E L 

V teorii čísel možno použitím Dirichletovho principu nájsť 
často necčíkávané výsledky. Dirichlet sám s úspechom 
používal tento princip v teórii čísel a odtial1 má tento princip 
svoje meno. Je však velmi pravděpodobné, že bol niekto-
rými matematikmi využívaný i pred tým. Možno, že nie 
ták výrazné a vedome. 

Přiklad 7. Dané je 82 prirodzených čísel. Třeba doká-
zat!, že sa medzi nimi dajú nájsť dve také, že ich rozdiel je 
delitelný číslom 81. 

Riešenie. Rozdelíme dané čísla do 81 skupin, podia 
toho, aký zvyšok dávajú po delení číslom 81. Teda do 
prvej skupiny dáme tie, ktoré dávajú zvyšok 0 po delení 81, 
do druhej tie, ktoré dávajú zvyšok 1, do tretej tie, ktoré 
dávajú zvyšok 2, atď., až do osemdesiatej prvej dáme 
tie čísla, ktoré po delení číslom 81 dávajú zvyšok 80. 
Keďže skupin je menej ako čísel, aspoň v jednej skupině sa 
nachádzajú dve čísla. Teda medzi danými číslami sa dajú 
nájsť dve, ktoré po delení 81 dávajú rovnaký zvyšok. Ich 
rozdiel je delitelný číslom 81. 

Úloha 15. Ak je dané n + 1 prirodzených čísel, potom 
medzi nimi existujú dve, ktorých rozdiel je delitelný číslom 
n. Dokážte! 

Úloha 16. Ku každému prirodzenému číslu n existuje 
číslo zapísané v desiatkovej sústave v tvare 1 1 . . . 100.. .0, 
ktoré je delitelné číslom n. 
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Úloha 17. Ku každému prvočíslu p róznemu od 2,5 exi-
stuje číslo tvaru 111 . . . 1 (t. j. zapísané v desiatkovej 
sůstave iba pomocou cifry 1) delitelné p. 

Příklad 8. Je dané 67 prirodzených čísel. Dokážte, že 
možno spomedzi nich vybrať niekolko tak, aby ich súčet bol 
deliterný číslom 67. 

Riešenie. Označme dané čísla a1} a2> ..., a67. Utvořme 
čísla s1 = av s2 = ax + a2, sa = a1 + a2 + a3) . ..,s67 = 
= a1 + a2 + a3 + ... + a66 + a67. Ak je niektoré z čísel 
su s2, . . . , s67 delitelné číslom 67, úloha je riešená. Ak nie 
je, čísla Í15 s2, . . . , Í67 rozdelíme do 66 skupin a to tak, že 
do M-tej skupiny dáme tie, ktoré po delení číslom 67 dávajú 
zvyšok n (n = 1, 2, . . . , 66). Podia Dirichletovho principu 
aspoň v jednej skupině sa nájdu dve, označme ich jjt, sn, k < 
< h. Potom Sh — Sk je delitelné 67, pričom Sh— Sk = 
= ak + ! + ak + 2 + • • • + flft-

Úloha 18. Spomedzi n čísel sa dá vybrať niekolko tak, 
že ich súčet je delitelný n. Dokážte! 

Podobným obratom, ako příklad 7 a predošlú úlohu, je 
možné riešiť následuj úce úlohy. 

Úloha 19. Ignác Kvantifikátor (syn známého profesora 
Kvantifikátora) rieši po dobu troch mesiacov pred krajským 
kolom MO aspoň jednu úlohu denne. Přitom za kalendárny 
týždeň nerieši viac, ako 13 úloh. Dokážte, že sa dá nájšť 
niekolko po sebe idúcich dní v uvedenom období, za ktoré 
rieši právě 33 úloh! 

Úloha 20. Jeho priatelka v tom istom období rieši 
aspoň dve úlohy denne, ale za týždeň nie viac, ako 17. 
Dokážte, že buď existuje niekolko po sebe idúcich dní, za 
ktoré rieši právě 23 úloh, alebo niekolko po sebe idúcich 
dní, za ktoré rieši právě 46 úloh! 

Úloha 21. Nech p a q sú nesúdelitelné prirodzené čísla. 
Dokážte, že existuje prirodzené číslo n také, že číslo 
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1 + ? + ?2 + . . . + ?" je delitelné číslom/>! Ak 1 + q + 
+ q2 + ... + qn je delitelné číslom p a I je prirodzené 
číslo, potom aj číslo 1 + q -f q2 ... + qk (K+1)-1 je deli-
telné číslom p. Dokážte! 

Přiklad 9. Dokážte, že dekadický zápis niektorej moc-
niny čísla 37 končí skupinou cifier 00001! (Tu i v ďalšom, 
tým myslíme, že dané číslo má v dekadickom zápise okrem 
cifry 1 na mieste jednotiek ešte aspoň jednu cifru róznu 
od nuly. Teda napr. dekadický zápis čísla 1 nekončí skupi-
nou cifier 00001.) 

Riešenie. Vezmeme čísla 37, 372, 373, atd, až 37100 000. 
Ak niektoré z nich po vydelení číslom 100 000 dá zvyšok 1, 
sme hotoví, pretože jeho zápis v desiatkovej sústave končí 
00001. Ak žiadne nedává po delení 100 000 zvyšok 1, roz-
delíme ich na skupiny tak, že do w-tej skupiny dáme tie 
čísla 37fc, ktoré dávajú po delení 100 000 zvyšok n, pričom 
« = 0 , 2 , 3 , . . . , 9 9 998,99 999. Teda skupin je 99 999 
a čísel 100 000. Existujú dve čísla h, k také, že 37fc — 37ft je 
delitelné 100 000. Predpokladajme, že k > h. Keďže 
37* — 37" = 37ft (37*_A - 1) a 37 je nesúdelitdné s číslom 
100 000, je 37*-A — 1 delitelné číslom 100 000, čiže 
37*-ft dáva po delení číslo 100 000 zvyšok 1. 

Úloha 22. Nech číslo/) je nesúdelitďné s číslom 100 000. 
Dokážte, že dekadický zápis niektorej mocniny čísla p 
končí skupinou cifier 00001! Dokážte tiež, že pře každé n 
prirodzené existuje také prirodzené číslo k, že pk má deka-
dický zapiš končiaci skupinou n núl a cifrou 1! 

Úloha 23. Nech čísla p a q sú nesúdelitelné. Dokážte, že 
niektorá kladná mocnina čísla p dáva po delení číslom q 
zvyšok 1. 

Poznámka. Tzv. Malá veta Fermatova tvrdí, že tá 
mocnina číslap jep«-1. Jej dókaz je však podstatné zložitejší. 

Ak * je reálne číslo, znakom [x] označujeme tzv. celú 
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časť čísla x. Je to také celé číslo, že [x] < x < [x] + 1. 
Napr. [3] = 3, [ - 7 ] = - 7 , W 2 ] = 1, [ - 7 , 2 ] = - 8 a pod. 

Příklad 10. Dokážte, že existuje také prirodzené číslo 

< 100. Prirodzené čísla nie váčšie ako 10 000 rozdelme 
do tried tak, že do £-tej triedy, k = 1, 2, . . . , 100 dáme 

tie čísla, pře ktoré I \'x H 1 = k. Aspoň jedna z týchto 

tried obsahuje nie menej než 100 čísel (podia (D)). Příslušné 
k vyhovuje požiadavkám úlohy. 

Úloha 24. Dokážte, že existuje také prirodzené číslo k 
a) k < 6000, že rovnici [ v * log x] = k vyhovuje aspoň 

160 prirodzených čísel! 
b) k < 600, že rovnici [ V * log x\ = k vyhovuje aspoň 

1600 prirodzených čísel! 

Příklad 11. Nech x je iracionálně číslo. Ak k je Iubo-
volné prirodzené číslo, potom existujú také celé čísla m, n, 

že 0 < m + nx < Dokážte! 
k 

Riešenie. Uvažujme o číslach x1 = x — [x], x2 = 2x — 
- [2*], ...,xk = kx- [kx\, Xk+i = (k+ 1) x - [(A + 
+ 1) x]. Tieto všetky čísla sú kladné a menšie ako 1. Pře 
každé i = 1, 2, . . . , k, k + 1 je [ix] < ix < [ix] + 1. Pri-

fiVI 

tom nemóže byť xi = 0, pretože by bolo x = a keďže 

[z-*] je celé, bolo by x racionálně. Všetky čísla xv x2, .. 
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Xk+i sú navzájom rózne. Keby totiž bolo xt = xj pře i 

bolo by ix — [á ] = jx — [jx], odkiar x = — č o 
je spor. 1 — 1 

Interval <0,1) rozdělíme na k rovnakých častí, t. j. uva-

žujeme intervaly < 0,^), < < . . . , < 
Podra (d) aspoň do jedného z týchto intervalov padnú aspoň 
dve z čísel xls x2>- • .> Nech sú to čísla xt, xj a nech je 

xt < Xj. Potom je 0 < xj — xt < čiže 0 < jx — [jx\ — 

— (ix — [ůc]) < Ak položíme m — [ix] — [jx] a » = j — 

— i, bude 0 < m + nx < i . 
k 

Poznámka. Z přikladu 11 vyplývá, že medzi každými 
dvoma číslami a, b existuje číslo tvaru m + nx. Podrob-
nejšie: ak a < b a ak x je iracionálně číslo, potom existujú 
celé čísla m, n tak, že a < m + nx < b. 

Dokaž. Nájdeme prirodzené číslo k tak, aby bolo i < 
R 

<b — a. Podia příkladu 11 existujú celé čísla m0, n0 tak, že 

0 < m0 + n0 x < Nech h je najmenšie celé číslo, pře 

ktoré a < h(m0 + n0 x), teda h = r 1 + 1. Potom 
m0 + n0x J 

je aj h (m0 + n0x) < b. Keby totiž bolo h (m0 + n^x) b, 
bolo by (h — 1) (m0 + «o*) = h(m0 + n0x) — (m0 + n^c) ^ 

^ b — -r > a. Stačí teda zvoliť m = hm0, n = hn0 a bude k 
a < m + nx < b. 
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Úloha 25. Nech * ^ 0 je racionálně číslo, ktoré sa dá písať 

v tvare x = kde p je celé, q prirodzené a p, q sú nesú-

delitelné. Ak k je prirodzené číslo, k < q, potom existujú 

také celé čísla m, n že 0 < rit + nx < Dokážte! 
k 

Poznámka 1. Ak * je racionálně číslo, x ^ 0, x = ^ , 

kde p je celé a q prirodzené číslo a a, /? sú také čísla, že 

/3 — a < —, potom existujú celé čísla man tak, že a < 

< m + nx < fl. 
2. Ak k ^ q potom neexistujú také celé čísla m a n , aby 

0 < m + nx <4-
k 

Úloha 26. Dokážte tvrdenie v poznámke 1. 
Úloha 27. Dokážte tvrdenie v poznámke 2. 
Nasledujúci příklad a úlohy využívajú skor myšlienku 

dókazu Dirichletovho principu, než princip sám. Taká 
situácia sa často vyskytuje bez toho, že by sme si ju uvě-
domovali. Nie je to potřebné si uvědomovat', ale je vhodné 
nacvičit' sa pohotovo myšlienku tohoto typu využívat'. Je 
samozřejmé, že uvedené úlohy možno riešiť i priamo po-
užitím Dirichletovho principu, avšak za cenu váčšej ťažko-
pádnosti. 

Hovoříme, že prvočíslap, q nasledujú po sebe, akp < q 
a ak neexistuje také prvočíslo r, že p < r < q. Ak p, q sú 
prvočísla, ktoré nasledujú po sebe a q — p = 2, hovoříme, 
že py q je pár dvojičiek. 

Příklad 12. Ak je známe, že existuje právě 7 prvočísel 
nie menších než 1061 a nie váčších než 1097 a existujú 
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medzi nimi dve prvočísla/), q následujúce po sebe a také, že 
p — q = 18, třeba dokázať, že existujú aspoň dva páry 
dvojičiek medzi 1061 a 1097. ^ 

Riešenie. Označíme px, p2) p3, />4, p-, pM p7 prvočísla 
medzi 1061 a 1097 usporiadané podra velkosti. Teda 
1061 <p! < p2 < • • • <Pe <Pi < 1097. Podra zadania 
existuje také i (i je niektoré z čísel 1, 2 , , . . . , 6), žepi+l — 
— pt = 18. Ziaden z rozdielov pj+l — pj nemóže byť ne-
párny. Ale (p, - px) + (p3 - p2) + ... + (p7 - pe) < 
< 36. Kedže jeden z týchto rozdielov je 18, súčet piatich 
rozdielov nepřevyšuje 18. Ak medzi týmito rozdielmi je 
jeden váščí ale ba rovný 6, potom medzi zbývajúcimi 
štyrmi musia byť aspoň dva, ktoré sa rovnajú 2 (leljo ich 
súčet nepřevyšuje 12). Ale, ak by každý rozdiel bol menší 
ako 6, t. j. nepřevyšoval by 4 a neexistovali by dva rovnajúce 
sa dvom, potom by uvedené rozdiely museli byť 2 , 4 , 4 , 4 , 4 
(připadne v inom poradí). Máme teda jeden rozdiel 2, 
štyri rozdiely 4 a jeden rozdiel 18. Teda aspoň dva rozdiely 
4 musia ísť po sebe (Dirichletov princip), t. j. nastáva 
situácia p} <pf+i < pj+ 2, pričom p}+1 = p} + 4, p}+2 = 
= pj + 8. Ale to je spor, lebo p) nie je delitelné tromí, dáva 
teda po delení zvyšok 1 alebo 2, potom však buď pj + 4 
alebo pj + 8 je delitelné tromi, lebo dávajú zvyšok po-
stunne 2,0 alebo 0,1. 

Úloha 28. Medzi číslami 3 907 a 3 947 je 9 prvočísel 
a rozdiel dvoch z nich po sebe idúcich je 12. Dokážte, že 
medzi 3 907 a 3 947 sú aspoň 2 páre dvojičiek! 

Úloha 29. Ak medzi číslami a, b je k ^ 2 prvočísel, 
a <b a rozdiel dvoch z nich po sebe nasledujúcich je h, 

potom existuje medzi a a b aspoň ^2 (k ~ 1) ^ j 
párov dvojičiek. Dokážte! 

Takto získaný odhad je velmi slabý. Porovnajte ho napr. 
s tvrdením úlohy 28! 
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