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6. kapitola

POLYNOMY VICE NEURCITYCH

V tvofeni polynomii nad okruhem muiZeme pokraovat
takto: Zvolime okruh M([x] polynomu jedné neurlité x
nad okruhem M a nad okruhem M[x] miZeme sestrojit
novy okruh polynomi dal$i neurcité y, ktery budeme ozna-
Covat M[x, y] a ktery oviem vyhovuje vé&té 9. Prvky okruhu
M[x, y] maji podle toho tvar

A=A, + Ay + A2+ ... + Ay*,
kde A, jsou polynomy jedné neurcité x nad okruhem M, tj.
A; = ayj + ayjx + azix® + ... + amx’,

kde ay; € M. Prvkim ay; jsme dali dva indexy ¢, j, z nichZ
prvni je roven exponentu pfisluSné mocniny neurlité x
a druhy exponentu pfisluiné mocniny neurcité y. Pfed-
pokladdame, Ze ve viech polynomech A4; ma neuréitd x
tyZ exponent u nejvys§i mocniny; kdyby tomu tak nebylo,
doplnime zbyvajici mista nulovymi ¢leny. Ponévad? je nd-
sobeni v okruhu M(x, y] distributivni vzhledem k scitni,
muiZeme libovolny prvek okruhu M[x, y] napsat v tvaru

A=ayp + apx ~+awx® + ...+ aox" -+
+agy +apnxy +aux®y + ...+ anx’y -+
+ agpy® + apxy? + anpx®?® + ...+ apx"y? +

+ @osy® + @mexy® 4 azx®y 4 ... & arex’ys.
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V uvedeném schématu v§ak miZeme séitat jednotlivé Cleny
i po sloupcich, takZe ty% prvek A € M[x, y] lze napsat i ve
tvaru

kde A == Ao’ + Allx + Azlxg + PPN + Ar’xr,

Al = aip + any + apy* + ... + aiys.
To viak znamena, Ze okruh Mx, y] vznikne také jako

okruh polynomi jedné neurité x nad okruhem M[y], ji-
nymi slovy Ze pofadi obou neurditych Ize navzijem zaménit,

take je Mx, 5] = MLy, x].
Pro okruh M(x,y] a pro jeho prvky zavedeme nizvy

zcela obdobné, jako jsme to uéinili v definici 15 pro prvky
okruhu M[x].

Definice 17. Budiz dan okruh M s iednotkov;’rm prvkem.
Okruh M[x, y] viech sou¢td kone&ného poltu séitanci
ayxiyl, kde a;; € M, se nazyva okruh polynomii dvou ne-
uréitych x, y nad okruhem M, je-li v ném definovino séitdni
a nasobeni v souhlasu s vétou 9 a jestlize v ném pro prvek
C € M[x, y] sloZeny z koneCného poltu slitancd c;xiy?
z rovnosti C = 0 vyplyva, Ze ¢y = 0 pro kaZdé 7 a pro
kazdé j. Prvky x, y se nazyvaji neurdité nad okruhem M
a prvky okruhu M[x, y] se jmenuji polynomy dvou neurci-
wich x, y nad okruhem M. Prvky ayxily! se nazyvaji cleny
polynomu; prvek ay; je koeﬁczent a Cislo ¢ + j stupesi Elenu
ayxtyl. Prvky ai; se jmenuji koeﬁczenty polynomu, jehoZ
Cleny jsou ayxiy’. Nejvetsi ze stupiit téch ¢lenti polynomu,
které maji nenulové koeficienty, se nazyva stupesi polynomu.
Nulovy prvek okruhu Mlx, y] se jmenuje nulovy polynom
a nepfisuzujeme mu Zidny stuper.

Je tfeba se zamyslet nad tim, jaky vyznam ma sitini
a nasobeni polynomd dvou neuritych x, y z okruhu
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Mlx, y], které ma byt podle definice 17 v souhlasu s vé-
tou 9.

Je-li v prvku A e M[x,y] u mocniny 3/ koeficient
A; € M[x] a v prvku B € M[x, y] u téZe mocniny koeficient
B; € M[x], je podle véty 9 v prvku 4 4 B € M[x, y] u moc-
niny y/ koeficient A; + B; € M[x]. Je-li v polynomu
Aj; € M[x] u mocniny x¢ koeficient a;; € M a v polynomu
B; € M[x] u téze mocniny koeficient b;; € M, je podle véty 9
v prvku A4; + B; € M[x] u mocniny x! koeficient ay; +
+ by € M. Proto musi byt také v prvku 4 + B € M[x, y]
u soufinu xiy/ koeficient ai; + by € M, ktery je souétem
koeficientd a;; € M, by € M u soucinu xiy? v prvcich 4, B
okruhu M[x, y].

Podobné je v souinu prvkit 4, B okruhu M[x, y] podle
véty 9 u mocniny 3/ soulet vSech moznych soudint
AmB,, € M[x], kde m + n = j, a v soucinu 4B, € M[x] je
podle téZe véty u mocniny xi soucet viech moZnych soudint
akmbin € M, kde 2 + I = 7. Proto musi byt také v prvku
AB € M[x, y] u soudinu x¢y7 soulet viech moZnych soudini
agmbin €My kde k + 1 =1, m + n=j. Ale prvek azp € M
je koeficient u soulinu x*¥y™ v polynomu A € M [x,y] a
prvek b, € M je koeficient u souCinu x'y” v polynomu
B € M [x, 5], pfiemz je xkym .xlyn = xk+lym+n — yiyj,

A také podle toho, co bylo feceno na str. 71 a 72 pfed
definici 15, pro prvek C € M[x, y] nastane rovnost C = 0
jen tehdy, je-li C; = coj + c1jx + 22+ ... + eyx' =0
pro viecka j. Z téhoZz dtivodu nastane pro prvky C; € M[x]
rovnost C; = 0 jen tehdy, je-li ¢;y = O pro vSecka 7. Proto
z rovnosti C = 0 pro polynom C € M[x, y] vyplyva rovnost
¢i; = 0 pro viecky koeficienty ¢y € M.

Z toho vieho plyne, Ze pro polynomy dvou neurCitych
x, y nad okruhem M vyuZivime komutativnosti a asociativ-
nosti s¢itini a ndsobeni a distributivnosti ndsobeni vzhle-
dem k scitdni tak, Ze pfi s¢itdni polyr omi s¢itdme Cleny,
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které maji tytéZ mocniny xiy/, a pfi ndsobeni polynomi
nasobime kaZdy ¢len jednoho polynomu kaZdym ¢lenem
druhého. Rovnost dvou polynomlt pak nastane pravé
tehdy, rovnaji-li se sobé koeficienty u tychZ mocnin xfy/.
Je-li okruh M oborem integrity, je také okruh M[x, y]
polynomu dvou neurditych oborem integrity, jak vyplyva
dvojndsobnym pouzitim véty 10. Ale obor integrity M[x, y]
polynomit dvou neurditych neni nikdy télesem, jak bez-
prostfedné vyplyva z véty 11.
#¢ Dosazovaci pravidlo Ize aplikovat pro polynomy dvou
neurditych dvojim zptasobem.

Véta |14. Budi? ddna rovnost mezi dvéma vyrazy slo-
Zenymi z kone¢ného poctu souctl nebo soucini polynomit
dvou neurditych x, y nad okruhem M. Nahradime-li ne-
urCitou y kterymkoli prvkem 2z libovolného okruhu
M’ 5 M, dostaneme rovnost mezi polynomy jedné ne-
uréité x nad okruhem M’. Nahradime-li ob& neuréité x, y
libovolné zvolenymi prvky okruhu M’ - M, dostaneme
rovnost mezi prvky okruhu M’,

Dukaz. Véta vyplyva bezprostiedné z definice séitdni
a nisobeni polynomi dvou neurditych nad okruhem M.
Vezmeme-li libovolny okruh M’ > M, pak vSecky koefi-
cienty ay, by polynomu A, B z okruhu M[x, y] patfi také
do M’. Znadi-li také y né&jaky prvek okruhu M’, jsou vy-
polty uvedené na str. 65 vypocty v okruhu M'[x]. Tyto
vypolty viak Fikaji, Ze vzorce pro soucet a soudin polynomu
A, B jsou sestaveny tak, aby byly splnény pro kazdy prvek
y €M, takZe vznikd rovnost mezi polynomy jedné ne-
urlité x okruhu M’[x]. TotéZ tvrzeni pak plati i pro viecky
vyrazy sloZené z kone¢ného poctu soucth a soudinil. Druha
dast véty je aplikace véty 13 na rovnost mezi polynomy
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jedné neurdité x z okruhu M’[x]. Pfitom oviem nevylucuje
me moZnost M = M

Priklad 30. Mime rozhodnout, lze-li rozloZit polynom
druhého stupné

x2 4 8xy + 492+ 2x — 4y — 2
dvou neuréitych x, y nad oborem integrity C celych Cisel
na soucin dvou polynomu prvniho stupné. Je-li to moZné,
musi byt
x2+8xy + 4%+ 2x — 4y — 2 =
= (a1x + @y + a3) (byx + byy + by).
Koeficienty jsme oznalili a,, a,, as, b;, by, by, abychom

nemuseli psat dvoji indexy. Podle definice rovnosti dvou
polynomi musi byt

ab, =1, ab, + ab, = 8,
a2b2 = 4, a1b3 + aabl == 2,
ab, = — 2, ab, + ab, = — 4.

Mame fesit tuto soustavu rovaic. Z rovnic v levém sloupci
vyplyva jednak to, Ze existuje-li FeSeni, jsou vSechny koefi-
cienty ai, b; rizné od nuly, jednak to, Ze

1 4 2
by=—, by=—, by=-——.
a, a, a,
Dosadime-li odtud do rovnic v pravém sloupci, dostaneme

ay

4 B2 _g o A G o
a, a a; a
—2. 244 By
as a

a po jednoduché upravé obdrZime tfi kvadratické rovnice
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z nichZ vyplyva
Bosx23=-0+13r 21113
1 1

2143
3
Z toho je vidét, Ze dané rovnmice nelze splnit celymi &isly
a,, ay, dy, takZe dany polynom nelze rozloZit v oboru in-
tegrity C[x, y].
Rovnice viak lze splnit v kaZdém Ziselném télese T,
které obsahuje &slo 1 + /3 (a v dasledku toho i &islo

1-)3= T V_) Takovym télesem je napiiklad t&-
leso R reidlnych &isel. Pokusime se tedy dany polynom roz-
loZit v oboru integrity R[x, y] polynomi dvou neurditych
x, y nad télesem redlnych &isel. Hodnoty vyplyvajici z prv-
nich dvou rovnic ddvaji celkem &tyfi myslitelné moZnosti:

9 Za+1Bn =145
1
& _ o a_s_l+vz;
a a a
@ _ e B _1_13
b) a 1+ 3, 2 1 -3,
a 1—V3 ’
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c) = (1 — |3 3—1+]/§,

a _ (1-]3 3
G TV 5433
as 14+ )3 +3
d) = (1 -3 “_a= -3 Z_:=1—1/§.
Ponévadz podle tfeti rovnice m4 byt
a_a =1+ V3

muze vyhovovat tloze jen pfipad a) nebo d). V pfipadé
a) je -~ N
a1:a2:a3=l:(4+2V3):(1+]/3)
a odtud vychazi
buibyiby=1:— > . —2 _
T 23 1+ )3
=1:(4-2)3:01—-13),
takZe jeden z hledanych rozkladi je
x4+ 8xy+4y* +2x —4y—2=[x+ (4 +
+2)3)y + 1+ 3=+ ¢ - 2]3y + 0 -3

O spravnosti se muZeme piesvédlit roznidsobenim. Dalsi
rozklady dostaneme tak, %e koeficienty u prvniho polynomu
znasobime libovolnym reilnym &islem 2 % 0 a koeficienty

druhého polynomu ¢&islem % Pfipad d) vede k témuZ

vysledku s initeli navzdjem zamé&n&nymi.
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Pfibranim dal$i neurlité z k okruhu M[x, y] miZeme
vytvofit okruh M[x, y, z] polynomi tfi neurditych x,y, z
nad okruhem M privé tak, jako jsme vytvofili okruh
M(x, y] z okruhu M[x]. Obdobné bychom mohli pokradovat
dile a tvofit okruhy polynomu je$t¢ vétSsiho poltu ne-
urditych. Polynomy tfi neurditych x, y, z nad okruhem M
maji ¢leny tvaru

amxiyfz’f,

kde ayr € M ai,j, k jsou pfirozena &isla (véetné nuly). Po-
¢itdme s nimi opét na ziklad® komutativnosti a asociativ-
nosti s¢itdni a nasobeni a na zékladé distributivnosti naso-
beni vzhledem ke séitini obdobné jako s polynomy dvou
neurditych.

Cvikeni. 61. Ovéfte, Ze pro libovolnd (komplexni) &isla
a, by x, yje (a® + b7) (x® + %) = (ax + by)* + (ay — bx)*=
= (ax — by + (ay + bx)™.

62. Ovéfte, %e v okruhu C,[x, y] polynomi dvou ne-
urditych x, y nad t&lesem C, zbytkovych tfid podle modulu
2plati:a)(x+y+ 12=x24+3*+ 1,b)(x+y+ 1)} =
= xt 4+ y* 4 1. Pfitom znak 1 znaéi zbytkovou t¥idu {1}.

63. Polynom a) 6x* — 5xy — 6y + x + 5y — 1,
b) x® + 2xy — 9 — 6x + 2y + 1,¢c) x2 4 y® — 2x +
+ 2y + 2,d) x2 + y% + 1 rozloZte na soucin dvou poly-
nomi prvniho stupné. Nad kterym ¢&iselnym okruhem je to
moZné?

64. Jak je tfeba volit islo a, aby polynom x2 4 5xy +
+ 6y? — x — 5y + a byl rozloZitelny v soudin dvou poly-
nomi prvniho stupné? Napiste tento rozklad. Nad jakym
okruhem je to mozZné?

65. Tuté? tlohu feste pro polynom x? — 2xy + 2y? 4
+ax —2y+ 1.

66. UkaZte, Ze a) polynom r-tého stupné jedné neurdité
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md nejvyse r + 1 ¢lent riznych stupiid, b) polynom r-tého

stupné dvou neurditych ma nejvyse gr_—}—_%__(r+2) ¢lend,

z nichZ kaZdé dva maji aspoii u jedné neurd&ité riizné expo-
nenty, a Ze ¢) polynom r-tého stupné tfi neurditych m4 ta-
r+1H@E+2)(r+3)

g .

67. Ovéfte, ze pro libovolna (komplexni) ¢isla a, b, c,
x, ¥, 2 plati: (a® + b% + ¢?) (2 + 32 + 22) = (ax + by +
+ ¢2)? + (ay — bx)? + (az — cx)? + (bz — cy)

68. Z pfedchizejiciho cvifeni odvodte, Ze pro libovolna
(komplexni) &isla a, b, ¢ je a) (@® + b2 + ¢%)® = (a2 + b% —

- 24 (2ac)® + (2bc)?, b) (a® + b + 22 = (ab +
+ be + ca)® + (ac — 2% + (bc — a?®)? + (ab — >

69. Ovéite, Ze pro libovolna (komplexni) ¢isla a, b, ¢, d,
%9, 2 u je (@ + b 4- 2 4 dH) (x* + 3% + 2% + uP) =
=f(ax + by + ¢z + du)* + (au + bz — ¢y — dx)* +
+ (ay — bx 4+ cu — dz)? + (az — bu — cx + dy)

70. Z pfedchdzejiciho cviteni odvodte, Ze pro libovolna
(komplexni) Cisla a, b, ¢, d je a) (a% 4+ b% + % + 422 =
= (a® + b2 + 2cd)® + 2(a® + b%) (¢ — d)* + (c* — d%p?,
b) (a® + b2 + ¢® + d%)? = (2ab + 2cd)* + (a® — 6% +
+ ¢ — d*? 4 (2ad — 2bc)?, ) (a® + b2 + % + 422 =
= (a® + bc + cd + bd)? + (b* + ac — ¢d — ad)® +
+ (¢ + ad — ab — bd)®> + (d? 4+ ab — bc — ac)

71. DokaZte, Ze pro libovolni reilnd Cisla x, y, 2 je
x®2 + 3% + 22 = xy + xz + yz. Kdy nastane rovnost?

72. DokaZte, Ze rovnost x® + y* + 2* — 3xyz = 0 pro
th redlnd &isla x, y, z nastane privé tehdy, kdyZz bud
x+y+2z=0,nebox =y = 2.

73. RozloZte polynom x® + 3® + 2® — 3xyz na soudin
tf pc;lynomﬁ prvniho stupné (s komplexnimi koefi-
cienty).

kovych ¢&lentt nejvyse
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74. Rozlozte polynom x* + y* + 24 — 2x%* — 2x%z® —
— 2y2z? v soutin &tyf &initeld prvniho stupn&. Nad kterym
¢iseinym okruhem je to moZné?

75. Je-li M okruh a x, y, z neurtité, odivodnéte, proc
M < M[x] = M[x, 3] = Mlx,y, 3].
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