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MNOHOCLENY A JEJICH
KOEFICIENTY

1. Mnohoé¢leny. PfevdZnou vétsinu ¢tendft této kniz-
ky budou bezpochyby tvofit Zici stfednich $kol, ktefi se
hloubéji zajimaji o matematiku, takZe snad nebude ne-
mistné oCekdvat, Ze maji jisté zdkladni znalosti stfedo-
Skolské algebry. Pljde tu pfedevsim o mmohoéleny (poly-
nomy) s redlnymi koeficienty. Pfedpoklddime tedy, Ze nasi
¢tendfi znaji nejenom samomy pojem mnohoclenu, ale Ze
se sezndmili i s jednodu$$imi vlastnostmi mnohoéleni,
védinapt., co to jsou koeficienty mnohoélenu, absolutni ¢len,
stupel mnohoclenu, nulovy mnoho¢len atp., dovedou také
s mnohocleny zachézet, tzn. upravovat je a providét s nimi
zakladni pocetni operace s¢itini a ndsobeni, umé&ji dosa-
zovat do mnohoClenu za proménnou reialné hodnoty atd.
Mohou si ostam& — pokud by si snad v té€chto vécech
nebyli jisi — své v&domosti o mnohoclenech doplnit
a z obecnéjSiho hlediska prohloubit prostudovdnim p¥i-
sluSnych partii 26. svazku Skoly mladych matematkuy,
tj. knizky K. Hrusi Polynomy v moderni algebfe (Mlada
fronta, Praha 1970). Cetbu HruSovy knizky méZeme do-
porulit viem, neni viak nezbytné€ nutni pro porozuméni
nasemu dal$imu vykladu.

Mnoholleny zde budeme obvykle psit v zikladnim
tvaru se Cleny uspofaddanymi podle mocnin proménné

@y + @x + ax? L ...+ anxt, ey

pfiCemZ vé&tSinou nevypisujeme Cleny s nulovymi koefi-
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cienty ani koeficienty, které jsou rovny jedné. Zipis (1)
vyjadfuje tedy mnohollen stupné #, je-li an # 0, resp.
obecné mnohodlen stupné nejvyse n.

Pfedpokliddme také, Ze nasi Ctendfi védi, Ze dva mnohe-
Cleny jsou si rovny (a to identicky, pro viechny redlné
hodnoty proménné x) prdvé tehdy, jestlize maji u stejnych
mocnin proménné vesmés také stejné koeficienty. Této
véty budeme v dalSim Casto pouZivat.

Pro tuplnost pfipojme jesté snad dplnou samoziejmost,
Ze znalost mnohocClentd a pocetnich operaci s nimi nutné
ptedpokladd znalost redlnych &isel (a operaci s nimi), jez
v mnohoclenech vystupuji v roli koeficienti: jednak se
operace s mnohodleny i etné jejich vlastnosti obvykle
prevadéji na obdobné operace s jejich koeficienty, jednak
tvofi redlnd ¢isla vlasmé jen zvlaStni pfipad mnohoClentt —
mnoho¢leny nultého stupné neboli konstanty.

2. Binomické koeficienty. JiZ na stfedni Skole se pii

ruznych pileZitostech setkdvdme s Cisly (Z), definova-
nymi pro celd n = k& = 0 vzorcem

() = kl(n . Fm—pr O=D; @
tuto definici pak rozSifujeme pro vSechna celd neziporni
n, k tak, Ze pti k£ > n klademe (Z) =0.

V kombinatorice znime Cisla (Z) pod ndzvem kombi-

naini &sla: &slo (%) udévé ,,podet kombinaci k-té tfidy
z nprvki®, neboli — vyjddfeno modernéjsi terminologii
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— pocet viech ruznych k-prvkovych podmnoZin dané
mnoZiny o n prvcich.

V jiné souvislosti se nam cisla (Z) objevuji v tzv. bino-
mickém vzorci, tj. ve vzorci pro #-tou mocninu dvojélenu
(binomu):

i p ()t (Doos (a4
o+ (et () b

zde se Cislim (Z) tika binomické koeficienty.
O obou téchto vyznamech i o etnych dalSich vlast-
nostech Cisel <Z) pojednidvd mj. kniZka J. Sedldcka,

Faktoridly a kombinacni Cisla, kterd vysla jako 10. svazek
Skoly mladych matematiki (Mlad4 Fronta, Praha 1964);
doporutujeme Ctendfim, aby si ji pfileZitostné& také pro-
Cetli.

V dal$im nis budou zajimat pfedeviim vlastnosti Cisel
(Z) jakozto binomickych koeficientti; k souvislostem

s kombinatorickymi problémy se vritime aZ pozdéji, ke
konci na$i knizky. Budeme tu vychdzet z binomického
vzorce (3), ktery si vSak upravime dosazenima = 1, b = x
na vyhodnéjsi tvar

a+ar=(Q)+ @ x+ Q)+ + () #+

+...+(Z)xn="2(2) xk @

(n =0, celé



¢islo (Z) je tu koeficientem pfi x* v mnohoclenu (1 + x)».

Nékteré jednoduché vlastnosti Cisel (Z) jsou vieobec-

n& znim¢é a snadno se odvodi pfimo z jejich definice (2).
Tak napf. vime, Ze pro vSechna celd nezdpornd n, k plati

Zii>=(k11)+(2) (%)

Pfimy dikaz rovnosti (5) pomoci vyjadfeni (2) neni oprav-
du nijak obtiZny a vyZaduje jen jisté elemementdrni dpravy
odpovidajicich vyrazh. Jestlize vSak uZ zndme vztah (4),
muZeme ho vyuZit k ponékud méné pracnému odvozeni
rovnosti (5). Skute¢nég, stadi k tomu vyjit z identity

A+x) =014+ +x)=>0+ %"+
+ x(1 + x).

Podle véty o rovnosti koeficientii v mnohoclenech, kterou
jsme si pfipomnéli v pfedchozim odstavci, je koeficient
pri x’c*1 v mnohoclenu na levé strané — a to je pravé cislo

k + 1) — nutné roven odpovidajicimu koeficientu

v mnohodlenu na pravé strané, resp. souctu viech takovych
koeficienti v mnohollenech, jejichz soulet tuto pravou

stranu identity tvofi. To vSak je pravé soucet ¢isel ( & _T_ l)

a (Z) ; tim je rovnost (5) obecné dokizana.

Véty o rovnosti koeficienti vSak muZeme pouZit také
v obriceném sméru. Maji-li dva mnohocleny vesmés stejné
koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné, jsou si
také identicky rovny a muZeme tudiZ do nich dosadit za
~roménnou libovolnou redlnou hodnotu; rovnost ztistane

chovina. Také tohoto postupu dosazovini realnych



hodnot za proménnou lze vyuZit k odvozeni riiznych
vztahil a vlastmost binomickych koeficientt. Takika tri-
vidlnim pfikladem je diikaz zndmé rovnosti

D+D+@)+-- . +G) + ..+ (=250

dostaneme ji ze (4) dosazenim x = 1. )

Tyto dva jednoduché ptiklady naznaCuji vlastmé jiZ
zdkladni myslenku celé dalsi teorie, vyuZiti véty o rovnosti
koeficientl k odvozovini vztahli mezi nimi; tuto myslenku
budeme nyni ddle rozvijet. Nejprve si viak pro pocviceni
odvodime obdobnym zpasobem jest¢ né&kolik dalSich,
znimych i méné& znidmych, prostych i méné samoziejmych

72 v n
vlastnosti ¢isel ( k) .

Priklad 1. Pfimym zobecnénim vzorce (5) je rovnost

CEM=XO G, o

platna pro celd nezdporna n,ma k= 0,1,2, ..., n + m.
Odvodime si ji snadno porovninim koeficientt pti x*
v mnoho¢lenech v identit&

A+xpm=(0+ 21+ x)m.

Predpoklidime, Ze si Etendf dovede pFedstavit, jak vypadaji
koeficienty v sou¢inu dvou mnohoéleni. Vzorec (5) je pak
specidlnim pfipadem vzorce (7), a to pro m = 1.

[
Pfiklad 2. Celkem snadni a ostatng z (2) zcela zfejma
je rovnost
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B=0G"w ®)
n=k=0;

muZeme ji ziskat i tak, Ze ve vzorci (4) budeme pfedpokli-
dat x + 0 a poloZime y = 1/x; bude pak (identicky)

3 @umaror= (1) = b
1 < " n
= 2 (DF=2 (D=3 () =
=k§=:o (e lr)*

Jak vidime, miZe byt nékdy pHma4 cesta snazsi neZ oklika

pfes koeficienty mnohodlent, to_vSak nijak nesnifuje uZi-
tecnost obecného postupu.

Aby vztah (8) platil i pfi k> n,kdy je (Z) = 0, dopl-
fluje se n&kdy definice Cisel (Z) pro zidpornd % tak, Ze
také zde klademe (Z) = 0 (tedy pron = 0 > k).

PFiklad 3. Trochu méné znim4 je snad rovnost

EMOR ®

K jejimu odvozeni uZijeme rovnosti (8), kterd umoZiuje
psit (9) ve tvaru
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2nN _ S n - n

GENGIADE
Potom vSak jiZz nejde o nic jiného neZ o zvlastni pfipad

rovnosti (7), poloZime-li vni m = n, k = n.
PiSeme-li v (4) viude —x misto x, dostaneme vztah
A== (F) (—1p*; (10)

k=0

v mnoho¢lenu (1 — x)* je tedy koeficient pfi x* roven
(—1) (}). Také odtud Ize odvodit fadu zajimavych

vlastnosti ¢&isel (Z) Dosadime-li nap¥. do (10) x = 1,
dostaneme

G-r= 0= 3 ()= () - () +
+O) -+ (D).

Podobné dosazenim x = 2 vychazi

n

> =2¢ (B) = (1. (12)

P¥iklad 4. Ponévadz (1 + x) (1 — x) = 1 — «2, plad
identicky

A+2(0—xr=10—x2). r

Porovninim koeficient pfi stejnych mocnindch pro—nsin/e
% odtud dostdvime podle toho, zda jde o sumsu & lichou
mocninu, jednak /

PR
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S @) Gt ) - 0" ()

pro 0 < m < n, jednak

kZ.o (=1F (Z) <2m +n1 — k) =0

pro viechna m = 0.
Priklad 5. UkdZeme si nyni jesté jedno zobecnéni vzta-
hu (5); vyjdeme pfitom ze zniamé identity

artl — prtl — (a _ b) (an + ar-1p —+ anr—2h2 +
4+ an B . gkl by, (13)

Poloime zde a = 1 + x, b = x, takZe

(1 + x)n+1 — xn+l = (1 + x)n + x(l + x)”‘l -+
+ 214224+ .. F 214 x) + 22, (137)

V této identit€ porovname koeficienty pifi x¥(k = O, 1,
2, ..., n) na obou stranich; obdrZime tak rovnost

CED=@+GZD+GZD+ av
(n_k) =;(k:

PiSeme-lizdem=n—k+ 1,tj. n=m + k& — 1, dosta-
ne rovnost (14) novy tvar, totiZ

NGYE ("‘”_1) D+ an

e 5O e
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Vzorce (14') jesté pouZijeme v dal$ich odstavcich.

Vzorci a vztahy, které jsme si tu doposud uvedli, nejsou
pfirozen& vyCerpany viechny moZnosti. Odvozeni nékolika
dalsich vztaht pfenechavame pro pocviCeni Ctendfi.

Cuiceni
DokaZzte
L (3:)22:0(2)(”42]@)’ 0O=m=n.
2. ,,Z, (— 1) (n;k) (Z):O’ 0<m<n.
> ;(Z)(::,’; =2 (", 0o<msn.
z _l)ki-l
4. gl(Z) (k—l—l :nll, n=1,273,...

SRR

3. Stirlingova ¢isla. Pfirozené mocniny dvojélenu 1 +
+ x, resp. | — x nejsou oviem jedinymi mnoho¢leny,
jejichZ koeficienty maji zvld$tni vyznam. Podobnou dlohu

jako binomické koeficienty (Z) hraji v kombinatorice
i jiné koeficienty, mj. tzv. Stirlingova &isla, jeZ si nyni za-
vedeme.
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Souciny tvaru
mm—1Dm—2)...(m—n-+1)

potkdvime v kombinatorice takfka na kazdém kroku,
vlastné i v binomickych koeficientech. Nahradime-li zde
m proménnou x, dostaneme mnohoclen

Fix) =x(x—Dx—2)...x—n+1) (15
ziejmé n-tého stupné. PiepiSeme si jej v obvyklém tvaru,
uspofddany podle mocnin proménné x a oznalime s(, &),
k= 0,1, ..., n,jeho koeficienty, tedy

Fu(x) = s(n, 0) + s(n, Dx + s(n, 2)x2 4+ ... +
+ s(n, n)x» . (16)
Cisla s(n, k), k= 0,1, ...,m; n=1,2,3, ... se nazyvaji
Stirlingova &isla prontho druhu. K jejich vyznamu v kombi-
natorice se je§té vritime pozdéji, zde si jen — stejnym
zpusobem jako v pfipadé binomickych koeficienth — for-
malné odvodime n&které vztahy a vlastnosti Stirlingovych
Cisel.
Bezprostfednim porovndnim vyjadfeni (15) a (16) zjisti-
me, Ze je vidy, tj. pro vSechna pfirozeni n,
s(n,0) =0, snn)=1, ¥)
a Ze pro k > nje s(n, k) = 0, nebot F,(x) je stupné& pravé ».
Zaroven je viak z (15) ihned vidét, Ze plati
Fp1(x) = Fu(x) . (x — n) = xFp(x) — nFn(x). (18)
PrepiSeme si tuto identitu pomoci (16)
n+1 n n
Z s(n + 1, k)xk = z s(n, B)xk+1 — Z s(n, k)xk .
k=0 k=0 E=0
Porovninim koeficient pfi stejnych mocninich promé&nné
x dostaneme vztah
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sn+ 1L,E)y=s(n,k—1)—ns(n, k), 1=<k=<n. (19)

Spolu s hodnotami (17) umoZiuje ndm rekurentni re-
lace (19) postupné vypocitat viechna Stirlingova ¢{isla
pro n = 1, 2, 3, ... Né&kolik hodnot s(n, k) pro mald
n, k2 (< 8) uvidime v nisledujici tabulce, kde jsme pfi-
pojili téZ konvenci stanovené hodnoty s(0, 0) = 1, s(0, ) =
=0prok > 0 — tzn. Fy(x) =1 —:

k= 1] 1 2 3 4 5 6 78
n=0 1 0 0 0 0 0 o0 00
1 0 1 o 0 0 0 0 00
2 0 -1 1 0 0 0 0 00
3 0 2 -3 1 0 0 0 00
4 0 —6 11 —6 1 0 0 00
5 0 24 -50 35 —-10 1 o0 00
6 0 —120 274 -225 8 -—15 1 00
7 0 720—1764 1624—735 175-21 10
8 0 —5040 13068 —13132 6769 —1960 322 —28 1

Vztah (18) neni ovSem jedinou moZnou upravou rov-
nosti (15). Stejn& dobfe muZeme podle (15) psit napf.

F, n+1(x) = xF, ﬂ(x - l) s (20)
odkud po pfechodu k vyjidfeni (16) plyne rovnost

n+1 n

Z s(n + 1, k)xk = Z s(n, k) x(x — 1)F =

k=0 k=0

- 2 s, k)i (f) I+ (—1)EH
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Dalsimi, celkem jednoduchymi upravami odtud dostdvime
nakonec identitu

n-1

Z stn + 1, B)xk = (21)

k=0

3

— 2‘ " n-i—k(r—kli— 1) (= snr+k—1).
k=1 r=0

Jako obvykle porovnime ted koeficienty pfi x* na obou
strandch identity (21) a mime

n-1—k

sm+Lm==z(—wc*f—*ymr+k—nmﬂ)

nebo po dosazenim=n+1, g=1r -+ &,
s(m, k) = (229

=S (I Dm—1, 9= 1), 1sksm.
a=k

PFiklad 6. Pron =1, 2,3, ... plati

z (é) s(n + 1,5) = (23)
J=*k
—s(n, k) + stk — 1), l<k<n—L1

Tuto rovnost lze rovnéZ odvodit z (20), jestliZe tam na-
piSeme vSude x + 1 namisto x, tedy

Frpa(x + 1) = (x + 1) Fy (x) = xFa(x) + Fa(x). (20"
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Podle (16) pak bude jednak
nt+1

Faa(x+ )= s+ 1,5+ k=

‘ k=0

=Z; S+ 1, B) é(f) o=
n+1l n+1 .

= ZO xk Z:k (i)s(n + L),

jednak

xFa(%) + Fa(x) = Z s(n, B) xF+1 + Z s(n, k) 3k =

k=0

= 5, 0)x" + > [s(m, k — 1) + st R + o(m, m) an.

A nyni stadi jiZ jen opé&t porovnat koeficienty pfi x*, & = 1,
2, ..., n + 1, abychom dostali poZadovanou rovnost (23).

P¥iklad 7. Proj =0, 1, 2, ..., n plat

;Z;- s(n, k) (f) [nk—j — (= l)n—k] =0. (24)
K odvozeni této rovnosti vyjdeme opét z (15), kde vsak
misto x piSeme viude —x — 1, tedy
F(—x—1)=(—x—1D(—x—2)...(—x—n).
Odtud viak plyne uZitetny vztah
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Fa[—(x + D] = (=1)* Fa(x +n) . (25)

Ptejdeme nyni k vyjidfeni (16); na levé strané identity (25)
dostdvime postupné

n

> stm k) (—1F (2 + 1)t =

k=0

n k
= z s(n, k) (— 1) Z (f) xl =

J=

= Z ! Z (~1p s B) (5)

j=0 k=j
kdeZto na pravé strané vyjde

(=D > sln, B) (x + nt =
k=0

= (—1)» Z s(n, k) i (f) xink—1 =

k=0

= ;o x Z, (—1)» s(n, &) (?)n"-f :

Porovnime koeficienty pfi stejnych mocninich x a ode-
Cteme

kz s(n, &) (f) [(_l)nnk—f _ (_1)k] =0.

=i
Vynéisobenim této rovnosti Cislem (—1)» dostaneme (24).
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Pro pocvieni prenechdvime ¢tendfim odvozeni néko-
lika jednoduchych vztaht; k jejich formulaci poskytuji
inspiraci vysledky uvedené vyse (véem¢ tabulky hodnot
s(n, k)).

Cuileni
DokaZte
6. s+ 1,)=(—Dmrn!, n=20,1,2, ...
7. s(n+1,n)=—(n_51> , n=2012, ...

8 > s(n,k)ln"—’(—l)""‘] —0, n=1,23, ...
k=0

4. Derivace. Pojem derivace funkce patfi svou pod-
statou do matematické analyzy a pojat obecné piesahuje
ponékud rdmec vSeobecnych stfedoskolskych znalosti.
V algebie viak mufeme definovat derivaci mnohoclenu
zcela formdlné jako jistou operaci provedenou s jeho koe-
ficienty, bez pfimé souvislosti s viznamem derivace jakoZto
limity podilu pfirtstkit funkce a jejiho argumentu; to si
nyni ukdZeme.

M¢jme dén mnohoclen

Mxy=ay+ aix+amx®+ ... +anxr = (26)

n
= Z axx® 3
k=0

jeho derivaci nazveme a M'(x) nebo DM(x) oznalime
mnohod¢len
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ME)=ay+ aw +a'sx2+ ... + a'px” ,

pro jehoZ koeficienty plati @’y 1 = kar (k= 1,2, ..., n),
a'y = 0 pro k = n, tedy mnohoélen

M'(x) = a1 + 2asx + 3ax% + ... + nazx*-1 = (27)

n n—1
= Z kapx*-1 = Z (B + 1agax* .
k=1 k=0

Piiklad 8. Derivaci mnohoélenu

2—3x2 + 53— x7 4 &8
je mnohoclen
—6x + 15x2 — Tx% + 8x7 ;

derivaci mnohocClenu 3 — x -+ %x“ je mnoho¢len —1 +

2
+ 3 x3.

Z definice derivace mnohoc¢lenu je zfejmé, Ze derivaci
mnoho¢]lenu stupné # > 0 je mnohoclen stupné n — 1.
Derivaci mnohoclenu stupn€ nula (tj. konstanty) je vidy
mnohoclen nulovy: je-li M(x) = ¢ je M'(x) = 0; také
derivace nulového mnoho¢lenu je mnohoclen nulovy

Derivace mnohoélenu je jednozna¢én& urlena jeho koe-
ficienty. Plati-li pro dva mnohoc¢leny M(x), N(x) rovnost
M(x) = N(x) (ve smyslu idendty, tj. rovnosti vsech koe-
ficienta), plati také M'(x) = N’(x) Toto tvrzeni nelze
obrétit, nebot existuji zfejmé rizné mnoho¢leny majici
stejnou derivaci. Jsou-li

M(x) = ag + a1x + ax® + ... + aux®
N(x) = a, + a1x + asx® + ... + azx*

a
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dva mnohocleny s riznymi absolutnimi &leny (a, # &),
maji pfesto touZ derivaci

M'(x) = N'(x) = a1 + 2a2x + 3a3x%2 + ... + nax"1 .

Vzhledem k poletnim operacim sCitdni a ndsobeni
mnohodlent plati pro operaci derivovani nasledujici jed-
noduchi pravidla:

1. Derivace sou¢tu dvou mnohoclend je rovna souétu
jejich derivaci

DIM(x) + N(x)] = DM(x) + DN(x) .  (28)

Skute¢né, necht M(x) = Z aix¥, N(x) = X bix¥, pak
D[M(x) + N(x)] = D[Zarx* + Zbgx*] =
= D[E(ak —I— bk)x’”] = Vk(ak —{— bk)x"‘l =
= Zkapxi-1 + Zkbyxk-1 = DM(x) + DN(x) .

2. Je-li ¢ redlné Cislo a M(x) mnohoc¢len, pak derivaci
mnoholenu ¢M(x) je c-nisobek derivace mnohoclenu

M(x)
D[cM(x)] = cDM(x) . (29)
Je totiZ pro M(x) = Zagx*

D[cM(x)] = D[cZarx*] = D[Zcapxt] =
= Zkcayxk-! = cZkapxt-1 = cDM(x) .

Derivaci mnoho¢lenu x* (¢ = 0, 1, 2, ...) je zfejmé
vidy mnohoclen kx*~-1; zndme-li pravidla 1 a 2 a umime-}
derivovat tyto jednoduché mnohodleny tvaru x*, umime
uZ derivovat libovolny mnoho¢len, nebot si kazdy mnoho-
€len M(x) miuZeme pfedstavit jako soufet mnohoclent
(vlastné jednoclentl) tvaru x* ndsobenych redlnymi kon-
stantami (koeficienty mnohoclenu M(x)).

3. Pro derivaci soucinu dvou mnohoclenti plati vzorec
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D[M(x) . N(x)] = M(x) . N'(x) + M(x) . N(x) . (30)

Necht M(x) = Z axx¥, N(x) = Z byx7, potom
D[M(x) . N =D [ Z axk . Z bt | =

=D [Ek: Z a,,b,xw] = Z Z (k + farbpck+i-1 =
3 Z Rty + 2, Z a1 —

= Z kakx" -1 Z b;xf —l— Z akxk z ]bjxf -l =

= M'(x) N(x) + M(x) N'G) .

PFiklad 9. Necht M(x) = 1 + 2x + 2 Nx)y=1-—
.— 2x + x? a pocitejme derivaci soucinu obou téchto
moohodlenti. Je M'(x) = 2 + 2x, N'(x) = —2 + 2x,
takZe podle (30) bude
D{M(x) . N(x)] = M'(x) N(x) + M(x) . N'(x) =
=R+2x)(1—2x+ 22+ (1 4+ 2x + x2) (—2 + 2x) =

=2—2x—2x2 4+ 2x3 — 2 — 2x 4 222 4 2x® =
= —4x+ 43 .
Na druhé strané viak snadno zjistime, Ze M(x) = (1 + x)3,
Nx)=(1 —xp,takie M(x) . Nx)=[(1 +x») (1 — x)2=
= (1 — x2)2 = 1 — 2x2 + x4, a tedy ptimo podle definice

derivace je
D[M(x) . N(x)] = —4x + 4x° ;
obé cesty vedou pfirozené k témuZ konecnému vysledku.

Vzorce (28) a (30) lze indukci snadno rozsitit na pfipad
libovolného (konecného) poctu séitancii, resp. Cinitelu.
Z (28) tak méme pro m mnohoclend Mi(x), Mx(x), ...
Mm(x)
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D[> M| = 2 M) =M@ + M)+ (D
=1 =1
’ L M)
a obdobnym zobecnénim vzorce (30) je
D[Mi(x) Ma(x) ... Mu(x)] = M'1(x) Ma(x) ... Mm(x) +
+ M) Ms(x) My(x) ... Mu(x) + ... +
+ Mi(x) Mo(x) ... Mn_1(x) M'n(x) ,
_ (32)
tj.
D [ i M,(x)] = ZM',(x) DI Mi®). (32)
=1 =1 k=1,k=j
Polozime-li v (32) M;(x) = M(x) pro viechna j = 1,
2, ..., m, dostaneme vztah
DM™(x) = mMm™-1(x) M'(x) (33)
(vzorec pro derivaci mocniny mnoho¢lenu).
P¥iklad 10. Necht M(x) = 1 + x, takZe [M(x)]" =

= (1 + x)m, a politejme derivaci DM™(x). Podle (33)
to bude

DMm(x) = D[(1 + x)™] = m(l + x)m-1 . 1 =

m—1
—m 2D

Ziroveti viak (1 + x)m = Z (2’) x*, takZe

k=0
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m—

D[(1 + x)n] = Z 3¢9 x"’1=k 0(k+ 1) (k;"_ )

k=1 =

Z porovnani obou vysledki vyplyvé celkem zndmy (resp.
z (2) ztejmy) vztah mezi binomickymi koeficienty

G+ G D =mn("7 D). k=0L..,m—1
(39)

Priklad 11. Jak jsme si pravé uk4zali, plati pro m > 0

D[(1 + *)m] = Z k (Z’) xb-1 = m(l + x)m-1 .

k=1

Dosadime-li sem x = 1, vyjde nim novy vztah pro bino-
mické koeficienty

i k (';:) =m2mt (35)
k=1

miZeme ho jinak ziskat téZ porovnanim (34) a (6).

PonévadZ derivace kaZdého mnohoélenu M(x) je sama
opét mnoho¢lenem, muZeme ji znovu derivovat, vysledek
— tedy derivaci derivace M’'(x) — nazveme druhou derivact
mnohodlenu M(x) a oznacime M"(x) nebo D2M(x):

M"(x) = D2M(x) = D[DM(x)] .

Obdobn® definujeme dale derivaci tfeti, ctvrtou atd.,
obecné k-tou (2 = 2, 3, 4, ...) jako derivaci derivace
(B — L)-vé:

DiM(x) = D[D*-1 M(x)] . (36)
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Jest oviem D!M(x) = DM(x) = M'(x); umluvime se
navic, Ze pod nultou derivaci D°M(x) budeme rozumét
samotny mnohodlen M(x). Tato konvence nim zjednodusi
né&které dalsi uvahy a vzorce, napf. (41). Pro vSechna celd
nezipornd n, m bude pak platit, jak snadno nahlédneme,
vztah

D#[D2M(x)] = Dm+sM(x) . 37

Pro prvni derivaci M’(x) mnoho¢lenu (26) midme expli-
citni vzorec (27); jeho obdobou a zobecn&nim pro k-tou
derivaci je

DHM(x) = > j(j — 1)...(i — k + Lap* =

i=k

n—k
=> G+DG+2 .- (+Raax,  (38)

jak se snadno dokaZe indukci.
Zatimco pravidla 1 a 2 pro derivaci souctu a konstant-
niho nisobku se daji bezprostfedné pfenést i na pfipad

¥V

vyssich derivaci
D¥M(x) + N(x)] = D*M(x) + D*N(x) ' (39)

= U lyay ..
DH{cM(x)] = cD*M(x) , /(40)
je zobecnénim vztahu (30) sdm o sob& zajimavy tzv.
Letbniziv vzorec pro k-tou derivaci soucinu
k

DHM(x) . N(x)] = > (f) D/M(x) D¥ N(x) . (41)

~-J1=0

Vzorec (41) se dokdZe snadno indukci. Pro 2 = 1 je (41)
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totéZ co (30) a pro k2 = 0 je to trividlni identita. Indukéni
krok pak vyuZivd vztahu (39) a (36) a oviem také (5),
totiz

D [M(x) . N(x)] = D(D*[M(x) . N(x)]) =
-D [i (f) DIM(x) Dk~ N(x)] =

=> (f) [D#+1M(x) D¥~7 N(x) + D?M(x) D¥~4+1 N(x)] =

~ MEADHNG + > [(jfl) +(f)] .
. D/M(x) D¥1-7 N(x) + D*-1M(x) . N(x) =

k+1

=> (k JJF 1) D/M(x) D+~ N(x) .

Rekli jsme si uZ — a také (27) to potvrzuje —, ¥e deri-
vovidnim se sni*i stupefi mnohoClenu o jednotku; A-td
derivace mnohoclenu stupné # je tedy mnohoclenem stupné
n — k, pokud n = %, jak je ostamé vidét také z (38). Pfi
k > nje uZ k-ta derivace identicky rovna nule (je to nulovy
mnoho¢len).

Maji-li dva mnohocleny M(x) a N(x) stejné k-té derivace
DEM(x) = D N(x), pak jejich rozdil M(x) — N(x) m4,
jak plyne z uvedenych pravidel (39) a (40), k-tou derivaci
rovnou (identicky) nule, a je tudi¥ sim mnoho lenem
stupné niZsiho neZ &, pFip. je to pfimo mnoho¢len nulovy,
kdyz M(x) = N(x).

Jestlize do mnohoclenu (26) dosadime x = 0, dostaneme
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M(0) = a,y. Dosadime-li touZ hodnotu do derivace M'(x),
vyjde M’'(0) = a;. Obecné pak pro k-tou derivaci (¢ = 0,
1,2, ..., n) vychdzi z (38) rovnost

DtM(0) = k! gy . (42)

Obricené tedy miizeme vyjddfit koeficienty ax (¢ = 0, 1,
2, ..., n) mnohoClenu (26) pomoci hodnot jeho derivaci
D*M(x) prox = 0

1
ax = 77 D*M(0)

takZe plati
M(x) = M(0) + xM'(0) + »* % M©) + ... + (43)

1 — xk

k=0

DEM(0) .

Vzorec (43) se nazyvad MacLauringva formule.

P#iklad 12, Pomoci MacLaurinovy formule se d4 také
mj. odvodit binomicky vzorec, tzn. dokdzat, Ze koeficienty
mnoho¢lenu

By(x)=(01+ x)r = Z (Z) xk
k=0
jsou diny vzorcem (2). Podle (33) mime totiz DBy(x) =
= nBy_1(x), takZe obecné pro =0, 1, 2, ... plati
DiBy(x) =n(n — 1) ... (n — k + 1)Br_i(x) . (44)
Odtud po dosazeni x = 0 vychizi podle (42)
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n_ mn—-Dmr—2)...n—k+1)
() = k! -

_ n!
T Rlm—R)!
a to je pravé vzorec (2).

Priklad 13. Ve tfetim paragrafu jsme poznali mnoho-
Cleny Fn(x), jejichZz koeficienty jsou Strlingova Cisla
s(n, k). PoCitejme derivaci F'n(x) podle vyjddfeni (15).
UZitim pravidla o derivaci soudinu dostivime

‘Flo(x) = D[Faa(x)(x —n+ 1)] =

=Fpax).(x—n+ 1)+ Fpa(x) .
Dosadme sem x = 0:

F’n(o) = Fn_l(o) - (n - l)Fln_]_(o) .

Avsak z (15) je vidét, Ze F,(0) = O pro n > 0, kdeito
Fy0) = 1. Zarovei je podle (16) F'»(0) = s(n, 1), takZe
celkem vychazi

s(lL, )=1,
s(m,) = —(n— Ds(n—1,1) .

Z téchto dvou rovnosti pak pfimo plyne
s(n, 1) = (=11 (n— 1!
(viz téZ cviéeni 6).
Cuoileni
9. Najdéte mnohocleny E,(x), n = 1, 2, 3, ..., takové,
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Ze E.(x) je stupné privé n a DXE,(x) = En_i(x)
(k=1,2,...,n— 1), DtE,(x) = 1.

Dokazte vztahy

10. Flo(x) = z Fi_1(x) Fu_s(x — k) .

k=1

11. D* [_iMj(x)] =i D M;j(x) ,

kde M;(x) (j = 1, 2, ..., m) jsou libovolné mnoho-
Cleny, & = 0.
12. D*M™(x) = Fy(m) M™~3(x) [M'(x)P® +
+ 3Fy(m) M™2(x) M'(x) M"(x) +
+ Fi(m) Mm1(x) M"'(x) ,
(Mm™(x) je m-t4 mocnina mnohoClenu M(x), m = 3,

3 Jy e 0o je

5. Substituce. Operaci, kterou jsme jiZ ¢asto s mnoho-
Cleny provddéli a kterou jsme povaZovali za dostatedné
znadmou bez zvlaStniho vysvétlovdni, je operace dosazeni
pevné redlné hodnoty za proménnou. Vysledkem dosazeni
je pak vzdy urdité redlné Cislo, hodnota mnohoélenu odpo-
vidajici dané hodnoté proménné.

Obdobnou (o0 néco obecnéjsi) operaci je ,,dosazeni‘
jednoho mnoho€lenu do druhého; tuto operaci si ted pro-
bereme. Pro odliSeni od prostého dosazeni &isla ji budeme
nazyvat substituci.

Még&jme dva mnohocleny

M(x) =ay + arix + ax? + ... + apx® = Z apx*  (26)
k=0

a N(x). Spolu s N(x) jsou oviem mnohocleny i vSechny
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jeho mocniny N¥%(x), £ = 0, 1, 2, ... (N%x) je mnoho-
¢en identicky rovny jedné.) Je tedy mnohoclenem také
soucet

n

ay + aiN(x) + asN2(x) + ... + axN™(x) = akN"(x)
Paer 5)

A pravé tento mnohoclen (45) bereme jako vysledek opera-
ce substituce mnohoélenu N(x) do mnohollenu M(x); zna-
cime jej obvykle M[N(x)].

Je-li M(x) = a, (mnohoClen nultého stupné), je také
MIN(x)] = a, bez ohledu na to, jaky mnohoclen N(x)
jsme vzali; je-li naopak N(x) = ¢ = konst., je M[N(x)] =
= M(c), tedy mnohoélen nultého srupné identicky rovny
hodnoté¢ mnohoclenu M(x) pro x = ¢. ZtotoZiujeme-li
mnohocleny nultého stupné — konstanty — s redlnymi
¢isly, vidime, Ze operace dosazeni (redlné hodnoty za pro-
ménnou) je zvldStnim pfipadem operace substituce, totiZ
substituce mnohoclenu nultého stupné, resp. mnohoclenu
nulového (je-li ¢ = 0). Obecné je pak stupeii mnohoclenu
MI[N(x)] roven, pokud v (26) je a» # 0, stupni mnoho-
¢lenu N7(x), a je tedy dén soudinem stupfitt obou mnoho-
Elentt M(x) a N(x).

PFiklad 14. N4§ znimy mnoho¢len (1 + x)* miZeme
mj. povazovat za vysledek substituce mnoho¢lenu N(x) =
= 1 + x do mnohollenu M(x) = x». Zirovedr odtud
vidime, Ze pfin > 1 je

N[M(x)] = 1 4 x* # (1 + x)" = M[N(x)]

substituce N(x) do M(x) je tedy obecné néco jiného neZ
substituce M(x) do N(x).
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Snadno se presvéd¢ime, Ze z rovnosti M(x) = P(x) +
+ Q(x) plyne takeé

M[N(x)] = P[N(x)] + Q[N(x)] (46)
pro libovolny mnohoClen N(x) a podobné ze vztahu
M(x) = P(x) . O(x) vyplyva

MIN(x)] = P[N(x)] . Q[N(=)] ; 47)

oba vztahy (46) a (47) se daji indukci roz$ifit na libovolny
pocet scitanci, resp. Ciniteld.

V disledku vzorcti (46) a (47) se pti provddéni substituci
nemusime omezovat jen na mnoholleny M(x) napsané
v zdkladnim tvaru (1), resp. (26); stali prost& psit v M(x)
viude N(x) misto x (v odpovidajici mocnin&) a vysledek
bude vidy stejny, totiz’ M[N(x)], bez ohledu na tvar,
v jakém je mnoho¢len M(x) pravé zapsan.

Prikladem uZité operace substituce bylo vlastn€ uz odvo-
zeni vzorci (20) a (20") nebo vyjidfeni F, (—x — 1)
v priklad& 7. Slo tu vesmés o velmi jednoduché substtuce,
v nich? byl mnohollen N(x) prvniho stupné. Takové
substituce nazyviame Knedrni; budeme se s nimi ¢asto
setkdvat (viz téz cvifeni 16).

Podivejme se jesté, jak vypada derivace mnohoclenu po
substituci. Podle (45) a pravidel 1 a 2 pro derivovini mime

DMINE]) =D > aN{x)= > a DINKx)] -

k=0
Avsak podle cvieni 12 je D[N¥(x)] = kN¥-1(x) . N'(x),
takze
DMING®D = > kaxNi-i(x) N'(x) =
k=1
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= N'(x) Z kapNE-1(x) .
k=1

Ale posledni soucet neni podle (27) nic jiného neZli vysledek
substituce mnohoélenu N(x) do mnohoc¢lenu M’(x); plati
tedy obecny vzorec

DM[N(x)]) = M'[N(x)] . N'(x) . (48)
P¥iklad 15. Mnohollen N(x) = 1 -+ 2x substituujme
do mnoho€lenu B,(x) = (1 + x)?, tedy
BiN®] = (1 + 1 + 2% = (2 + 2x)* = 2°By(x) .
Plati potom (podle pravidla 2 pro derivovini)
DB, [N(x)] = 2"B’n(x) = 2*nB,_1(x) .
Podle vzorce (48) viak je
DB,[N(x)] = B'z[N(x)] . N'(x) = nBn1[N(x)] . 2 =
=2n(l + 1 4+ 2x)»1 = 275 B, _1(x) .
P¥iklad 16. Pocitejme derivaci mnohoclenu F,(x) z vy-
jadfeni (15). Podle vzorce (20) bude

F'n(x) = D[xFp_1(x — 1)] =
=Fylx — 1)+ xFpa(x—1).1

Dosadme sem x = 0, vyjde
F'y(0) = Faa(— %) = (=D (- 2) A(=n+ D=

1yt (n — 1!

Ponévad? podle (16) a (42) je F'n(0) = s(n, 1), dostdvame
odtud znovu znamy vztah (srv. pfiklad 13 a cvieni 6)

s(n, 1) = (=11 (n— D!
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Jiz z vyjadfeni (45) je ziejmé, Ze vysledkem dosazeni
pevné hodnoty x = ¢ do mnohoc¢lenu M[N(x)] je stejnd
hodnota M[N(c)] tohoto mnohoclenu, jakou dostaneme,
kdyZ do mnohodlenu M(x) dosadime hodnotu mnohoclenu
N(x) pro x = ¢; je-li N(c) = d, je M[N(c)] = M(d). Toho
nyni vyuzijeme k odvozeni daliiho dileZitého vzorce.

Ozna¢me P(x) vysledek linedrni substituce mnohoclenu
N(x) = ¢ + x do mnoho¢lenu M(x) z (26). JeZto N'(x) = 1,
zjednodusi se vzorec (48) na vztah P'(x) = M'[N(x)], takze
bude zcela obecné

Dk P(x) = DEM[N(x)] , %£=0,1,2,... (49)

Dosadme sem x = 0; ponévadZ N(0) = ¢, dostaneme
z (49) rovnost
D¥P(0)=DsM(), %k=0,1,2,... (50)

Napi$me si ted MacLaurinovu formuli pro mnoho(len
P(x) a pfepiSme ji pomoci (50):
P(x) =

x¥D¥ P(0) = D+ M(c) .

k' k'
k=
Aviak P(x) = M[N(x)] = M(x €). Plat1 tedy
M(x + ¢) =
k=0
je to tzv. Taylorova formule, MacLaurinova formule (43)
je specidlnim pHipadem Taylorovy formule pro ¢ = 0.

Linedrni substituci mnohoclenu N*(x) = x — ¢ do mno-
hoclenu P(x) dostaneme (viz téZ cvifeni 14 a 16)

P[N*(x)] = M(N[N*(x)]) = MIN(x — ¢)] =
=Mx—c+¢c)= M) ;

formuli (51) 1ze tedy psat téZ ve tvaru

X DEME) 3 (51)
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M= > ("—;!f)—" Dt M(C) . 1)
k=0

Hned na zacitku naSich vykladi o mnohoclenech jsme
si v prvnim odstavci pfipomnéli duleZité tvrzeni o jedno-
znacnosti koeficientil, kterého jsme pak také ¢asto uZivali
jako udinného nastroje pfi odvozovini rtznych vztahu
a vzorcd. Podivejme se ted, jak se podobné otazky fesi pfi
provadéni substituci.

JiZ ze vzorce (45) je zfejmé, Ze pfi danych mnohoclenech
M(x) a N(x) je mnohoClen M[N(x)] (a tedy také jeho
koeficienty) jednoznalné urCen. Ptejme se vSak obricené,
zda, resp. za jakych podminek kladenych na mnohollen
N(x) 1ze k danému mnohoc¢lenu P(x) najit mnohoclen M(x)
tak, aby bylo P(x) = M[N(x)].

Odpovéd na tuto otizku zdvisi podstatné na stupni
mnohoClenu N(x). Oznaéme po fadé p, n, r stupeit mnoho-
&lenu P(x), M(x), N(x); ma-li byt P(x) = M[N(x)], musi
byt, jak vime p = nr. Rozli§ime proto tfi pfipady:

1. » > 1. V tomto pfipad¢ je nutné, aby cislo r bylo
délitelem ¢isla p. Jenom pak existuje n takové, Zze p = nr.
Je-li tomu tak, 1ze najit — a to pravé jedno — ¢islo, oznac-
me je an, takové, aby mnohoclen Ri(x) = P(x) — a.N*(x)
byl stupné r; niZsiho nezli p (Cislo @, snadno uréime jako
podil koeficientd pfi nejvyssich, tj. p-tych mocninich
proménné v mnohoclenech P(x) a N»(x)). Hledany mno-
hodlen M(x) bude pak existovat pravé tehdy, podafi-li se
nim vyjadfit mnohoélen R;(x) obdobné jako Mi[N(x)].
Ocitime se tak znovu ve stejné situaci jako na zalitku:
Cislo r, — stupeit mnohoc¢lenu R;(x) — musi byt délitelné
Cislem r; jediny rozdil je v tom, Ze stuperi mnohoc¢lenu
R;(x) je niZ8i, neZ byl stupefi mnohoclenu P(x). NaloZime-li
s Ri(x) stejné jako s P(x) atd., ur¢ime postupné koeficienty
hledaného mnohoclenu M(x). Pfitom musi byt pfi kazdém
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kroku splnéna podminka délitelnosti stuprit. Neni-li
splnéna, hledany M(x) neexistuje; je-li vZdy splnéna, jsou
jeho koeficienty ureny jednoznacné.

2. r = 1. Tento pfipad je jednodussi, mnohoclen N(x)
je prvniho stupné: N(x) = ¢ + dx, d # 0, takze N¥(x)
je stupné pravé k-tého. Lze tedy vzdy nalézt, a to prdvé
jedno (Cislo a, tak, aby mnohoflen Ri(x) = P(x) —
— aa(c + dx)» byl stupné niz§iho neZ » (je totiz nutné
n = p). Tim se nam podafilo sniZit stupefi daného mnoho-
¢lenu aspofi o jednotku. Opakujeme-li stejny postup, do-
staneme postupné vSechny koeficienty an, @n_1, ..., Gy
hledaného mnohoclenu M(x). V pfipadé linedrni substituce
N(x) = ¢ + dx existuje tak ke kazdému P(x) privé jeden
M(x), pro ktery je P(x) = M[N(x)].

Jiny zpusob, jak v tomto pfipad€ najit mnoho¢len M(x),
je provést linedrni substituci mnoho¢lenu

c 1
ata
do mnohoclenu P(x) (viz téz cviCeni 14 a 16).

3. r = 0. Posledni pfipad je trividlni. Je-li p > 0, ne-
existuje zfejmé Zadné =, pro které by bylo p = .0,
a tedy neexistuje ani Zidny mnohoclen M(x). Je-li naopak
p = 0, tzn. P(x) = b = konst., nelze mnoholen M(x)
urdit, resp. existuje jich nekone¢né mnoho. Je totiz N(x) =
= ¢ = konst. a podmince vyhovi vSechny mnoho¢leny
M(x), které pro x = ¢ nabyvaji hodnoty &.

N*(x) = — x

Pfiklad 17. Necht P(x) = 1 + 3x2 — 2x* 4 x5,
N(x) = 1 — x2; hledejme M(x) tak, aby P(x) = M[N(x)].
Jep =6,r = 2, tedy n = p/r = 3. Hledime a, z pod-
minky, aby mnoho¢€len

R\(x) = P(x) — ay(1 — x2)°
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byl stupné niZ$iho nez 6. Vyjde a; = —1, takZe Ry(x) =
= 2 4+ xt Je tedy r1 = 4 = 2r, a miZeme proto hledat
a3 z podminky, aby mnohoclen

Ro(x) = Ri(x) — az(l — x2)2

-byl stupné niZ§iho nez 4. Vyjde az = 1, takZe R: = 1 — 2a2,
Dile je viak uz zfejmé, Ze Rs(x) = 3 — 2N(x), takZe
celkem mame

P(x) = 3 — 2N(x) + N2(x) — N3(x) ,

Mx)=3—2x 4+ x2— x3 ;

hledany mnohoclen M(x) splujici P(x) = M[N(x)] tedy
existuje.

tj.

Cuvident

Dokaite:

13. Operace substituce je asociativni, tzn. Ze pfi P(x) =
= Ni[N3(x)], O(x) = N2[Nj(x)] vZdy plati P[Ny(x)]=
=NIO)] . N

14. Pro ka?dy mnohoélen M(x) plati, Ze je-li P(x) =
= M(c — x), (¢ = konst.), potom také M(x) =
= P(c — x).

15. Necht Mi[N(x)] = Ma[N(x)], kde N(x) je mnoho-
¢len stupné aspori prvniho; potom Mi(x) = Ma(x).

16. Linedrni substituce tvoki grupu.

6. Normilni soustavy mnohoéleni. Posloupnost
mnohoclend Py(x), Pi(x), Ps(x), ..., Pi(x), ... nazveme
normdlni soustavou mnohoClemi, jestlize ma tyto tfi vlast-
nosti:
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(1) Po(x) =1; .
(i) Pi(x), k= 1,2,3, ..., je mnoho€len stupné prdvé k;
(iil) pro kakdé £ = 1, 2,3, ... je Px(0) = 0.

P¥iklad 18. Posloupnost mnoho¢lentt Py(x) = x*, k =
=0,1,2, ... tvofi normdilni soustavu. Rovné? tak posloup-
nost mnohoclentt Fy(x) = 1, Fi(x) — viz (15) — &k =
=1, 2,3, ... tvofi normdlni soustavu.

M¢jme dinu normdlni soustavu mnohoclent Px(x), & =
=0,1,2,...,abudiZ M(x) libovolny mnoho¢len stupné& »

Mix)=ay+ax+ax®+ ... +anx® , an #0. (26")

Potom lze M(x) vyjadfit ve tvaru

M(x) = Z cePe(x) = ¢4 + clPi(x) + (52)

k=0
+ c2Po(x) + ... + caPa(x) ,

a to prdvé jednim zpisobem, tzn., Ze koeficienty ¢g, c1, . . .5 Cn
ve vyjadfeni (52) jsou jednoznacné ureny mnohoclenem
M(x), resp. jeho koeficienty ag, ay, .. ., an.

Toto tvrzeni dokdZeme nejsnize indukci podle stupné »
mnoho¢lenu M(x). Nejprve dokaZeme existenci. Je-li M(x)
mnoho¢len nulovy, sta¢i vzit viechna ¢; rovna nule. Je-li
M(x) mnohoc¢len nultého stupné, je M(x) = a, = konst.;
vzhledem k (i) je tedy M(x) = a, . Py(x), tedy ¢, =
= ay a ¢x = 0 pro k£ > 0. Pfedpoklidejme tedy, Ze tvrzeni
o existenci koeficientii ¢, plati pro mnohocleny stupné nej-
vySe n. DokiZeme, Ze plati také pro mnohoCleny stupné
n + 1. BudiZ tedy M(x) mnoho¢len stupné n 4 1

M(x)=ag+aix+ax2+ ... +anx®+ an1x**,an,1 7 0.
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Také Py, 1(x) je podle (ii) mnohoélen stupné n + 1

Pn+1(x) = bo + bix + box? + ... + byxn + bn+1x"+1 >
bn+1 #* 0.
Polozme

NG) = M(x) — 5™ Paa(x) .
Snadno se vidi, Ze N(x) je mnohoClen stupné nejvyse #,
takZe podle pfedpokladu existuje skupina 7 Cisel ¢y, ci1,
..., Cp takova, Ze

N(x) = ¢y + a1Pi(x) + c2Pa(x) + ... + caPa(x) .
Nyni vsak jiz stai jen poloZit ¢;.1 = an.,1/br.1 a bude
M(x) = ¢y + ali(x) + coPe(x) + ... + caPu(x) +

+ ennPra(x) ,

takZe vyjidfeni mnoho€lenu M(x) ve tvaru (52) rovméz
existuje.

K diikazu jednoznacnosti vyjddfeni (52) stadi ukazat, Ze
pro zadnou skupinu cisel ¢y, ¢1, ¢z, . . ., ca, kterd by nebyla

viechna rovna nule, nemuze byt Z ¢xPi(x) nulovy mno-

k=0
ho€len. Kdyby vsak existovalo takové vyjidfeni nulového
mnoho¢lenu s nenulovymi ¢z, existoval by mezi koeficienty
Cos €1, -..» ¢n nenulovy koeficient s nejvy$$im indexem,
ozna¢me jej ¢m (cm # 0, ce = O0prok=m + 1, ..., n).

Byl by tedy nulovy mnohoflen roven souctu chP,,(x).
k=0

Av$ak z mnohoclent Pi(x), 2 = 0, 1, ..., m je jediné

Pn(x) mnohoClenem stupné m; jediné v ném se tedy

vyskytuje x™, a to s nenulovym koeficientem. JeZto podle
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ptedpokladu je i cn # 0, vystupuje x™ s nenulovym koe-

ficientem také v celkovém soudtu z cxPi(x), ale to neni
k=0

mo?né, ponévadZ tento soucet je nulovym mnohoclenem

a ten ma nutné koeficienty pfi vSech mocninich proménné

x rovny nule.

Priklad 19. Je-li danou normdlni soustavou mnohocle-
nu Py(x) pravé soustava mnohoclent x*, k = 0, 1, 2,
budou ¢isla ¢ z (52) rovna koeﬁc1entum ar z (26) Je
tedy zdpis (26) mnohoclenu M(x) speciilnim pfipadem
vyjadieni (52), odpovidajicim specidlni normalni soustavé
mnohoc¢lent Pr(x) = x%, k= 0,1,2, ...

Cislam cx, 2 = 0,1, 2, ... z(52) budeme fikat koeficienty
mnohoclenu M(x) vzhledem k normdlni soustavé Py(x) (k =
= 0,1, 2, ...); obvyklé koeficienty a; z (26) jsou tedy
koeficienty mnoho¢lenu M(x) vzhledem k soustavé mno-
hoClenu x*, 2 = 0,1, 2, ...

Snadno se pfesvédCime, Ze pfi pocetnich operacich
sCitdni mnohoclenll a nisobeni konstantou se koeficienty
vzhledem k libovolné normdlni soustavé chovaji vidy
stejné. Jestlize je M(x) = ZcpPr(x) a N(x) = ZdipPi(x),
potom

M(x) + N(x) = Z(cx + di) Pi(x) , (53)

aN(x) = ZadiPi(x), a = konst. (54)

Pro operaci nasobeni uZ toto neplati, neni totiZ P; x(x) =
= Py(x) . Pi(x), jako tomu bylo u mocnin x*.

P#iklad 20. Jestlize za normdilni soustavu, vzhledem
k niZ mnoholleny vyjadfujeme, vezmeme posloupnost
mnohoclent x*/k!, k = 0, 1, 2, ..., pak pro souin dvou
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mnohotlentt M(x) = Zci(xt/k!) a N(x) = Sdi(x*/k!) plati

VZOrec .
M(x) N(x) = Z( > (%) c,dk_,> 69

Ten si miZeme ovéfit nejlépe pfechodem k vyjidfeni
mnohoclent ve tvaru (26); vzdjemny vztah koeficientil
vzhledem k soustavim mnohodleni x*/k! a x* je totiZ
pomérné jednoduchy.

Pozorny Ctenaf si patrné jiz povsiml, Ze jsme zatim nikde
nevyuZili vlastnosti (iii) normdlnich soustav. Uvedeni
tvrzeni tedy plati i pro takové posloupnosti mnoho¢lenu,
které maji jen vlastnosti (i) a (ii). V predchdzejicim para-
grafu jsme se setkali se specidlnim pfipadem takovych
posloupnosti. Byly to posloupnosti mocnin N¥(x), & = 0,
1, 2, ... mnohoClend N(x) prvniho stupné.

Vlastnost (iii) pfijde ke cti pfi studiu zobecnéni pojmu
derivace mnohoclenu. BudiZ M(x) dany mnohoClen s vy-
jadfenim (52) vzhledem k dané normalni soustavé mnoho-
Clent Pi(x), 2 = 0, 1, 2, ... Derivaci mnohollenu M(x)
vzhledem k této normdlni soustavé nazveme mnohoClen
s vyjadfenim

1 + 2caPi(x) + 3¢3Pe(x) + ... + neaPra(x) =

= Z kexPr_1(x) 3 (56)
\
oznacime jej Dp M(x)

Pravidlo pro uréovani koeficientii derivace D pM(x) mno-
hoClenu M(x) vzhledem k soustavé mnohocleni Py(x) je
tedy obdobné pravidlu vyjadrenemu vzorcem (27) pro
oby¢ejnou derivaci, ktera se takto jevi jako jeden specidlni
ptipad derivace, totiZ derivace vzhledem k normdlni sou-
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stavé mnohoclend x*, £k = 0, 1, 2, ... . Vysledny mnoho-
¢len DpM(x) oviem zdvisi velmi podstatné na zvolené
normdlni soustavé, vzhledem k ni% derivujeme.

PFiklad 21. Vezméme opét normalni soustavu mnoho-
Clend x*/k!, 2 = 0,1, 2, ..., abudiZ M(x) mnohodlen (26),
takZe jeho vyjidfeni tvaru (52) pfi dané soustave Pi{x) =
= xk[k) je

M(x) = ay + 11 a1 Pi(x) + 2! a2Pa(x) + ... + n! an Pa(x).
Tomu odpovida podle (56) derivace

DPM(JC)= a + 2.2! P1(x) + 3. 3! Pz(x) + ... +
+n.nlPyy(x),
takZe

DpM(x) = a1 + 22a2x + 3%azx2 + ... + n2ayxn-l =

n
= z Bapxk-1 |
k=1

Neni t&zké si ovéfit, ze pro derivace vzhledem k libovolné
normalni soustavé mnohoclent plati rovnéz pravidla 1 a 2
pro sCitani a konstantni nasobky, tj. obdoby vzorcu (28)
a (29),

Dr[M(x) + N = DpM(x) + DpN() (28)
Dp[cM(x)] = cDpM(x) . (29"

PHi odvozovani stadi jen psat viude Dp misto D a Pi(x)
misto x*. Vidime, Ze k tomu, abychom uméli zderivovat
libovolny mnohollen M(x) vzhledem k dané normailni
soustavé — srv. pozndmku za vzorcem (29) na str. 23 —,
sta¢i umét derivovat mnoho¢leny x* (¢ = 0, 1, 2, ...).
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Pfiklad 22, Vezméme si normdlni soustavu mnoho-
Clent Fi(x)z (15), k = 1,2, 3, ..., Fy(x) = 1, a podivejme
se, jak vypadaji derivace mnohoclenti vzhledem k této
soustavé. S tim souvisi téZ otdzka stanoveni koeficientu
mnoho¢lenu vzhledem k této normélni soustavé; staci
ovSem oboji fesit jen pro mnohocleny tvaru x%, k2 = 0, 1,’
2, ... . PoloZzme nejprve obecné

x* = S(n, 0) + S(n, 1) Fi(x) + S(n, 2) Fo(x) + ... +

n

+ St Fa) = > SR Filx);  (57)

k=0

Cisla S(n, &) jsou tedy koeficienty mnoho¢lenu x» vzhledem
k normélni soustavé mnohoclend Fi(x). Dosazenim x = 0
do (57) zjistime snadno, Ze S(n, 0) = O pro viechna pFi-
rozend n. Zde konefné dochdzi uplatnéni vlastmost (iii)
na$i normdlni soustavy. Prvy sCitanec na pravé strané (57)
muZeme tedy pfipadné vynechat. Koeficienty S(», k) de-
finované vzorcem (57) se nazyvaji Stirlingova &sla druhého
druhu. Podle (56) je pak

n

Dp(xn) = Z S(n, k) kFi_1(x) . (58)

k=1

Vztah (58) si dile upravime pomoci vzorcu (18) a (20);
podle nich je totiZ

kFp_1(x) (B — 1) Fi_i(x) + Fra(x) =
xFr_1(x) — Fi(x) + Frx_1(x) =
(x + 1) Fea(x) — Fiu(x) =
Fi(x £ 1) — Fi(x) .

1

Dosadime-li tento vysledek do (58), dostivime
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Dp(xn) = Z St B) Fi(x + 1) — > S(n, &) Fa(x)

k=1 k=1
a tedy podle (57)
Dp(x?)=(x+ 1) —x*, n=1,2,3,... (59

Pro n = 0 je oviem Dy(x?) = 0. V disledku pravidel pro
sCitani a ndsobky plati tedy i pro libovolny mnohoélen
M(x)

Dr M(x) = M(x 4+ 1) — M(x) . (60)

Operaci derivace vzhledem k normalni soustavé mnoho-
Clenid Fi(x) znaime obvykle A misto Dr a nazyvime ji
diferenci.

Stejné jako v pfipadé derivace v obvyklém smyslu (viz
paragraf 4), lze i pro derivace vzhledem k libovolné nor-
malni soustavé zavést pojem druhé, tfeti, ... atd., obecné
kté (k= 1, 2,3, ...) derivace; pro £ = 0 klademe vidy
DopM(x) = M(x), bez ohledu na konkrémi volbu soustavy
mnohoé¢lentt Pi(x). Snadno pak uvidime, Ze vztahy (37),
(39) a (40) se rovné&Z pfenesou na obecny pfipad, Ze tedy
plati

Dp"[Dp* M(x)] = Dpmtr M(x) , (37)
De*[M(x) + N(x)] = Dk M(x) + Dp* N(x) ,
E=0,1,2,..., (39)
DpteM(x)] = D M(x) ; (407)
pfi jejich odvozovani staCi znovu jen viude psit Dp misto
D a Py(x) misto xk. Vzorce pro derivaci soudinu takto
zobecnit nelze z diivodd, které jsme si uvedli uZ pfi uréo-

vani koeficient vzhledem k riznym normalnim soustavim.
Explicitni vzorec (38) pro k-tou derivaci, resp. jeho analo-

gie
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Det M(x) = > Filj) oPya(x) = (38)

j=k

ZZ GEDG+2) ... 7+ kejar P(x)

kde ¢x (R = 0, 1, ..., n) jsou koeficienty M(x) z (52),
oviem plati pro kadou normilni soustavu mnohoclent

Pk(x).
Diky vlastnosti (iii) normdlnich soustav plati také vzorec
(42), resp.

Det M(0) = k! ¢k , (429
takZe misto (52) muZeme opét zcela obecné psit

M= > 7:_! Py(x) Dok M(0) . (61)
k=0
To je obecnd MacLaurinova formule.

P¥iklad 23. Zvolme normdlni soustavu mnohoclend
Fi{x) z (15), F,(x) = 1, a vzhledem k ni vyjaidfeme mnoho-
Clen M(x) = Fu(x + ¢), ¢ = konst., ve tvaru (52), resp.
(61). Podle (60) bude

AM(x) = M(x + 1) — M(x) =
=Fux+c+1)— Fp(x+¢) =
=@x+ct+l—x—c+n—1DFiix+c)=
=nFp(x+¢), n>0,

a tedy obecné pro0 < &k = n
A*M(x) = AkFu(x + ¢) =

=nn—1)...(n—k+1)Failx+c)=
= Fi(n) Fu_t(x + ¢) .



Pro x = 0 je tedy
AEM(0) = A¥Fyu(c) = Fy(n) Fn_i(c) ,

takZze MacLaurinova formule pro mnohoclen M(x) je

MG) = > p Fln) Fa sl Fil)
k=0
pon&vady pak Fi(n)/k! = (}) a M(x) = Fa(x + ¢), plati

Fu(x + ¢) = z (Z) Fi(x) Fn_x(c) ; (62)
k=0

je to tzv. formule Vandermondova.

Mnohocleny F,(x) se nékdy nazyvaji faktoridlni mocniny
a misto F,(x) se piSe x(!; v tomto zdpise pak (62) zni

(x + o = kZO (%) =i 5 (62"

(tzv. binomicky vzorec pro faktoridini mocniny).

Pfi pevné zvolené norm4lni soustavé mnohoclent Pi(x),
kR=10,1,2, ..., jsou koeficienty kazdého daného mnoho-
Clenu M(x) vzhledem k této soustaveé, tj. ¢isla ¢ v (52),
zcela jednoznatné urleny, takZe i pro né plati zikladni
véta o rovnosti koeficientd (viz odstavec 1). Toho lze
vyuZit k odvozovini riznych vztahii mezi témito koe-
ficienty podobné, jako jsme to udé&lali v pfedchazejicich
paragrafech s obycejnymi koeficienty (tj. s ¢isly ax z (26)).
UkédZeme si né&které takové vztahy pro Stirlingova Cisla
druhého druhu.
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P¥iklad 24. Podle (57) je pro pfirozené =
nt1

xnil = z S + 1, k) Fi(x) .
k=
Zaroven vsak je l

= xxn=x > S(n,k) F) .

k=1
Aviak x = x — k + ka (x — k) Fy(x) = Fr,1(x), takZe
Al = Z S(n, k) Fra(x) + Z kS(n, ) Fi(x). .
k=1 k=1
Porovnanim koeficientd pfi Fi(x), k. = 1,2, ..., n + 1
v obou vyjadfenich x*1 dostdvame jednak

Sn+1,1)=8n1) a Sa+ L,n+1)= Sh,n),
(63)

jednak pfil <k <n+1

Sn+ 1,k)=Sn, k — 1)+ kS(n, k) . (64)

Ze (63) a z rovnosti Fi(x) = x, tzn. S(1, 1) = 1, plyne
dile

Sha,n)=81,1)=1, n=1,2,3,... (65

P#iklad 25. Vyjdeme ze zfejmé rovnosti
xttl=xxr =214+ x—1)"=x N (x — ¥
D16

a pro mocniny x pouZijeme vyjidfeni (57). Mame tedy
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n+1

2. Stn+1,7) Fi) = x Z(k) Zs(k,J)FJ (x—1)=

= Z Fja(x) é: (Z} S(k,j) =
n+1

=S w3 () str-v

vzhledem k (57) mé¥eme celkem ptirozen&é doplnit de-
finici Stirlingovych d&isel tak, Ze S(&,j) = 0 pro k& < j.
Porovninim koeficientt pfi Fi(x), r = 1,2, ..., n + 1
dostaneme rovnost

Stn+ 1,1 = Z (Z) Sk, r — 1) . (66)

Stejné jako v pfipadé binomickych koeficienti nebo
Stirlingovych disel prvmho druhu neuvedli jsme si ani
tady vSechny zndmé zajimavé vztahy mezi Cisly S(n, k).
Nékteré vlastnosti téchto Cisel pozna ctenar, ktery si vy-
fesi pfipojend cvideni, ale i tak zlstane je§té velmi mnoho
vzorcu, které si Ize s trochou fantazie odvozovat uvedenymi
metodami témé&F bez omezeni. To viak jiz musime pfe-
nechat samostatné praci- Ctenafi.

Cuileni
17. DokaZte platnost vzorcit

S, 2) =201 -1, n=12,3,4,...,
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18.

19.

20.

21.
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S(n,3)=%(3"-1—2"+l) . n=3,4,5,...,
Smn—1)=(3), n=1,2,3,...,

Smn—2=(3)+3(4), n=234,...

Z rekurentnich vzorcu (64), znimych hodnot (65)
a S(n, 0) = 0 vypoctéte S(n, k) pro n, k = 8 a sestavte
tabulku obdobnou tabulce hodnot s(n, k) ze str. 17.
Dokazte vztah mezi Stirlingovymi ¢&isly prvniho a dru-
hého druhu

> S(ny k) sk, m) =

k

0 jestlize n = m,
1 jestlize n=m.

QOdvodte expﬁcitni vzorec pro S(n, k):
k
1 k .
S(n, k) = F,Zo (—1y (]) (& — ) .

PoloZte

n

Bn= > S(m k)

k=1

a dokaZte pak, Ze

B S () B

(B jsou tzv. Bellova &isla; vypoctéte n&kolik g nich
numericky.)



22. Oznacte Fpr*(x),n = 1,2,3, ... mnohoéfeny
F*x)=Fulx+n—D=x(x+1...x+n—1)
a dokazte pro né€ rovnost obdobnou vzorci (62)

Fu*(x +¢) = Z (Z) Fi*(x) Fn_x*(c)

(tzv. Nérlundova formule).
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