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II.

RADY

1. Mnohocleny a Fady. Pfi odvozovani riznych vzor-
ci pro binomické koeficienty, Stirlingova Cisla atd. jsme
v pfedchozi kapitole vyuZivali mj. poletnich operaci
s mnoho¢leny: séitdni, nasobeni a umoctfiovini. Nemluvili
jsme viak zatim nikde o déleni nebo odmocfiovani. Divod
je jasny, obecné nelze vidy délit mnohocélen mnohoclenem
tak, aby vysledek byl opét jen mnohoclen, tzn. beze zbytku.
V této souvislosti se mnohocleny chovaji podobng& jako
celd Cisla, kterd také nemuZeme mezi sebou libovolné
délit, chceme-li zistat stile v oboru celych Cisel. Ostatné
stejné jako pro celd Cisla byla i pro mnohodleny vypraco-
vdna teorie délitelnosti; tvofi zajimavy oddil algebry.
A odmocfiovini mnohoclent je jeSt& sloZit&jsi zdlezitost.

Na druhé strané by ndm vSak jist¢ moZnost pouZiti
dalSich operaci s mnohodleny dovolila ziskat nové vysledky.
Vezméme jen napt. dvoj¢len 1 + x. Pfi studiu binomickych
koeficientt jsme byli omezeni na jeho celé nezdporné moc-
niny. Kdybychom jim uméli vidy délit anebo vypoditat
jeho druhou odmocninu, mohli bychom studovat i jeho
zdporné, popfip. i lomené mocniny. AvSak neexistuje
mnoho¢len, jehoZ soucin s dvoj¢lenem 1 + x by byl iden-
ticky roven jedné -- to by bylo (1 + x)-! —, ani mnoho-
clen, jehoZ druhou mocninou by byl dvojclen (1 + x).

Jde-li o ¢isla, pomahime si z nesndzi s délenim a odmoc-
Bovinim tim, Ze Ciselny obor roziifujeme zavedenim Cisel
raciondlnich (zlomki), nebo jeSté dale éisel redlnych;
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omezeni pfi déleni se pak redukuji na jediné: zidkaz déleni
nulou a odmociiovat miZeme v oboru nezipornych redl-
nych Cisel bez omezeni.

Pokusime se ted provést néco podobného s mnohoc¢leny.
Dany obor si roz§ifime pfidinim novych prvka tak,
abychom si dé€leni a odmocfiovani zjednodusili. Postup,
kterého pfitom uZijeme, nevyfesi sice viechny problémy
s dé&lenim, ale pro nase Gcely postadi.

Jiz pfi definici stupné mnoho¢lenu se setkdvame s jakousi
neduslednosti: pro urCeni stupné mnohoclenu

agt+ax+am®+ ... Fapxb 4+ Lo+ axm (1)

neni rozhodujici, kolik ¢lend v (1) skutecné vypiSeme, ale
jen to, ktery z nich je ,,posledni nenulovy“. Je to néco
podobného jako pfi psani desetinnych zlomka, kdy také
muZeme na konec pfipsat nuly, aniZ by se hodnota zlomku
zménila:

0,1 = 0,100 = 0,1000000 .

Je zfejmé, Ze kazdy mnohollen v jedné proménné je zcela
uren posloupnosti svych koeficientil, av§ak dvé riuzné
dlouhé posloupnosti, liSici se jen potem nul ,,na konci,
odpovidaji témuZ mnohoclenu:
ay+ a1ix + aex® 4 ... + apx® = ay + aix +

4+ awx® 4+ ... + apx® + 0. xrtl 4 ..+ 0, xntm |

Abychom tyto nedislednosti odstranili, umluvime se,
Ze napfisté zdsadné kafdému mnohollenu pfifadime e-
konecnou posloupnost koeficientii; oviem jen konecny podet
jich bude nenulovych. Obdobné upravime té% zdpis
mnohoclent a misto (1) budeme zdsadné psit

[o o]
agt+aix+ax®+ ... f+apxtr+ ... = Zakxk 2
k=0
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bez udani posledniho vypsaného ¢lenu. Tim ndm odpadne
starost o to, zda v (1) neni ndhodou a, = 0, zjednodusi se
pravidla zipisu pfi sCitdni mnohocleni (stupedi souctu
muZe byt totiZ niZ¥s$i neZ stupné scitancu) atd. Skutené
podstatnd bude pro mnoho¢leny pouze ta vlastnost, Ze ve
vyjadfeni (2) je vidy jen koneény poder nenulovych koefi-
clentu.

Na prvni pohled tu jde jen o zcela formdlni upravu
z4pisu mnohoclenti. Snadno se totiz pfesvédCime, Ze pra-
vidla pro pocitini s mnohocleny nejsou touto zménou
nijak dotCena. Hlubsi vyznam pfechodu k vyjidfeni (2)
viak tkvi v tom, Ze ndm umoZiuje provést ono slibené
rozsifeni oboru mnohoclenl1 o nové prvky. K mnoho¢le-
nim pfiddme i vSechny takové vyrazy tvaru (2), v nichZ
je nekonecné mnoho nenulovych koeficientd. Prvkim tohoto
$irSiho oboru budeme fikat fady. Mezi né pocitdime samo-
zfejmé také viechny mnohodleny.

Rozsifeni oboru o nové prvky bude ovSiem mit plny
vyznam teprve tehdy, jestlize se ndm podafi zavést pro n¢
vhodné pocetni operace, resp. rozsifit i na nové prvky —
fady — vztahy a operace zavedené v puvodnim uZSim
oboru mnohocCleni. To bude nyni nasim prvnim wkolem.

Pro zjednodus$eni budeme v dal§im pfi zipisu fad, stejné
jako to b&Zné délime u mnohodlenil, vynechdvat ¢leny
s nulovymi koeficienty a nevypisovat koeficienty rovné
jedné. Misto

1+0x+ 1524+ 0x3 4 1ot + ... + Ox221  Ix22 .,
budeme psét

P20
1424+t ... fat . = Zx%
k=0

apod. Pro oznafovini fad budeme téZ uZivat obdobnych

54



symbol jako pro mnohocleny, napi. A(x) = Zazx* apod.
A nakonec je3t€ jednu 'vystrahu I kdyZ analogie mezi
fadami a mnohoé€leny je zjevna a je vlastné smyslem celé
nasi teorie, pfesto jsou fady né&co zcela nového, co vlastné
je$t& potddné neznime (zatim jsme si je pouze definovali),
a proto na n¢ nesmime ukvapené piendSet bez fiddné
definice a bez dikazu viechno, co znime o mnohoc¢lenech.
Zachdzet s fadami se musime znovu ucit od zac4tku.

2. Poéitani s fadami. Nejprve musime definovat rov-
nost mezi fadami; uéinime tak zcela pfirozenym zptisobem.
Plati

g t+ax+ax®+ ... +axF4 ... =
=by+ bix + box® + ... - bpx* + ...

pravé kdyz a, = by, a1 = b, ..., tzn. kdyZ az = b; pro
vSechna nezdpornd celd k. Kazda fada je tedy zcela jedno-
znané urCena posloupnosti svych koeficientd. Nase de-
finice rovnost fad je pfitom plné ve shod€ s rovnosti za-
vedenou pro mnohocleny. V pfipadé, 7e dané dvé fady
jsou mnohoCleny, rovnaji se jako fady pravé tehdy, rov-
naji-li se jako mnoho¢leny ve smyslu obvyklé definice.
Jde tedy skuteéné o roz§ffeni vztahu rovnosti z mnoho-
¢lend na vSechny fady.

Operaci séitdni ¥ad zavedeme rovnéz obdobné jako
u mnohoclend. Bude

(@p+ax +ax®+ ... +ax*+ ...)+ - (3)
+ (by+ bix + box®2 + ... F bpxt + .. ) =
=c¢t+cax+ex24 ... Fepxt +...,

pravé kdyZ cx = ar + bi pro viechna k2 = 0, 1, 2,
Vztah rovnosti i operace s¢itdni fad jsou celkem jedno-

dude vyjidfeny pomoci rovmosti a s¢itdni jednotlivych

koeficientd. Neni proto nijak t&Zké si ovéFit, Ze maji viechny
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patfi¢né vlastnosti. Rovnost fad je reflexivni, symetrickd
a tranzitivni relace, tzn. Ze pro libovolné fady A(x), B(x),

C(x) plati
Alx) = A(x) ; (R)
jestliZe A(x) = B(x) , potom B(x) = A(x) ; (S
jestlize A(x) = B(x) a B(x)= C(x) , (T)

potom A(x) = C(x) ;

pro sCitani fad plati zdkony asociativni a komutativni:
A(x) + [B(x) + Cx)] = [A(x) + B(x)] + C(x) ,  (A)
A(x) + B(x) = B(x) + A(x) . (K)

Ulohu neutralniho prvku (nuly) pfi s¢itdni hraje fada, jez
m4 viechny koeficienty nulové; znacime ji 0(x)

0x)=0-+0x+0x2+ ... +0xk4 ...

Podrobnéjsi ovéfeni viech téchto skutenosti je tak snadné,
Ze si je dovolime prenechat Ctendfi. RovnéZ snadno uvidi-
me, Ze pro fady, které jsou mnohocleny, se sCitdni fad
shoduje se s¢itinim mnohoc¢lent. Vysledek je stejny, at
pouZijeme kterékoliv z obou definic.

DalSi operaci, kterou potfebujeme rozsifit na fady, je
ndsobeni. Bude

(6o + a1x + aex? + ... 4+ apxb + ...) .
(bt bix +bax? 4 L bgxb 4 L) =
=d0+d1x+d2x2+ oo dpxF+ ...,

pravé kdyz

(4)

k

dy = aobk + abr1+ ... + akbo = z ajbk__j (5)
=0
provsechma 2= 0,1,2, .... ’
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Také tato definice je ve shodé s definici operace nisobeni
mnohoclend. Jsou-li dané dvé fady mnohocleny, tj. maji-li
ob¢ jen konelny pocet nenulovych koeficient, je i jejich
soucin podle (4) mnohoclenem, a je to privé ten mnoho-
Clen, ktery bychom dostali vynisobenim obou danych
mnohoclent podle definice ndsobeni mnohoc¢lent.

Jiz ze symetrie vyrazu (5) vidime, Ze ndsobeni fad je
operace komutativni. Plati vidy

A(x) . B(x) = B(x) . A(x) ; (K)
ovéfeni asociativnosti ndsobeni fad, tj. vztahu
A(x) . [B(x) . C(x)] = [A(x) . B®)IC(x) ,  (A)

je o néco sloZit&jsi, resp. zdlouhavéjsi, ale v podstaté i pfi
ném jde jen o elementirni Gpravy algebraickych vyrazi.
Postup je ostatné stejny jako pfi ovéfovani asociativnosti
nasobeni mnohoclenti.

Také distributivni zdkon (vzhledem ke s¢itani), tj. plat-
nost vztahu

AWx) . [B(x) + Cx)] = A(x) . B(x) + A(x) . C(x), (D)

se snadno over.

Vcelku tedy miZeme Fici, Ze poletni operace sCitdni
a nasobeni fad jsou zcela pﬁrozen}"m rozsifenim obou
téchto operaci z oboru mnohoclent a Ze si pfi rozsifovani
zachovévaji své vlastnosti (A), (K), (D). i

Mezi mnohocleny, jeZz jsou zvla§tnim pnpadem fad,
patfi také mnoho¢leny nultého stupné, tj. redlna &isla —
konstanty. Kazdé redlné Cislo ¢ miZeme tedy napsat téZ
ve tvaru fady

c=c+0x+0x2+ ... +0x%+ ...
s jedingm nenulovym (pokud ¢ # 0) koeficientem. Po-
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névadZ umime jiZ ndsobit fadu fadou, umime také ndsobit
fadu redlnym Cislem. Podle (4) a (5) bude

clag +aix+asx®+ ... Faxt+ ...)=
= cay, + caix + cax* + ... + carx* 4+ ...

Vezmeme-li zde specidlné ¢ = 1, vidime, Z%e fada

Ix)=14+0x+40x2+ ... 4 OxF + ...

hraje Wlohu neutrdiniho proku pri ndsobeni (jednotka v oboru
fad). Pro libovolnou fadu A(x) plati

I(x) . A(x) = A(x) = A(x) . 1(x) .

Zvolime-li naopak ¢ = —1, muZeme definovat pojem
fady opacné k dané fad€ A(x). Bude to fada

—Ax) = (=1) . 4() ,

kterou z A(x) dostaneme zménou znaménka u vieck jejich
koeficientd. Je zfejmé, Ze plati

A=) + [-AX)] = 0(x), — [—A(x)] = A(x)

pro kazdou fadu A(x). Pomoci opa¢né fady pak jiZ snadno
definujeme operaci odecftdni; odecist fadu A(x) znamend
pficist fadu k ni opacnou.

Zvl4i$mi tlohu pfi nasobeni hraje také nulova fada 0(x).
Pro libovolnou fadu A(x) totiZ plati A(x) . 0(x) = 0(x).
Velmi dileZité je vSak tvrzeni obrdcené:

Jesthige soudin dvou fad A(x) . B(x) je roven nulové fadé
0(x), pak je A(x) = 0(x) nebo B(x) = 0(x).

Skute¢né, méjme dvé fady

Alx) =ag+ a1x + aex® + ... + apx®* + ...
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B(x) = by + bix +box2 + ... + baxt+ ...,

takové, ze A(x) . B(x) = 0(x), a pfedpoklddejme, Ze B(x)
# 0(x). Mame tedy dokdzat, Ze je A(x) = O0(x). Jeito
B(x) # 0(x), nejsou viechny koeficienty b fady B(x) rovny
nule. Budi? b, prvni nenulovy koeficient fady B(x),
tzn. Ze jebudm = 0, b, # 0,anebom > 0, b, £ 0a by =0
pro £k = 0,1, ..., m — 1. Pro koeficienty d; soucinu
D(x) = A(x) . B(x) plati oviem vzorec (5). Pocitejme
podle ného koeficient dm, ktery je nutné roven nule,
protoZe podle pfedpokladu je D(x) = A(x) . B(x) = 0(x).
Maime tedy

0= dm = aobm’—l— albm_l + .o + ambo = aobm )

nebot by = by = ... = bp_1 = 0. Aviak b,, #* 0, a tedy
nutné g, = 0. Podobné pro koeficient dn,1 bude

0= dm+1 = aobm+1 + albm + azbm_l + . .am_-,lbo = albm",

takZe také a; = 0 atd. Stejnym zpidsobem, resp. obecné
indukci dokiZeme, Ze ar = O pro viechma k2 = 0, 1,2, ...;
to viak znamena, Ze je A(x) = 0(x), ale to jsme méli privé
dokazat.

Ctendf, ktery je obeznimen s pislusnymi algebraickymi
pojmy, si patrné jiz uv&€domil vyznam pravé dokdzaného
tvizeni. Spolu s uvedenymi vlastnostmi rovnosti, sCitdni
a nasobeni toti¥ tato véta znamen4, Ze fady v nasi definici
tvofi — podobné jako mnohocleny — obor integriry. (Blize
o tom viz citovany jiz svazek ¢. 26 Skoly mladych mate-
matiki — K. HruSa, Polynomy v moderni algebfe, anebo
knihu V. Kotinek, Zdklady algebry, NCSAV, Praha 1953.)

Podivejme se ted na moZnost déleni. Také zde budeme
nejprve definovat pojem ¥ady reciproké (,,pfevricené’)
k dané fad& a dé&leni fadou pak zavedeme jako nisobeni
fadou reciprokou. Mé&jme tedy ddnu fadu
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o8]

Ax)=ay+aix +ax® + ... +apxt + ... = Zakxk’
k=0

(6)

a hledejme k ni fadu
B(x)=by +bix + bax®+ ... + buxb + ... (7)
takovou, aby jejich soucin byl
Alx) . Blx)=1(x) =1 .

Ze vzorce (5) vidime ihned, Ze musi pfedeviim platit
asb, = 1. To je viak mozné jenom tehdy, je-li a, = O,
jinak nenajdeme Zddné vyhovujici Cislo &,. Dostali jsme tak
jednu nutnou podminku pro to, aby k dané fad€ (6) mohla
existovat reciprokd fada (7). Lze v8ak ukdzat, Ze tato pod-
minka je také postacujici. Jakmile v (6) je a, = 0, dovedeme
fadu (7) urdit. Skutecné, jeji koeficienty by (k= 0, 1,2, ...)
poditime postupné z (5) porovninim se znimymi koe-
ficienty fady 1(x). Dostdvime tak

by=a,!,

b1 = —alao—z 3

be = ay?ay® — azay? ,
atd.

PFiklad 1. Hledejme fadu reciprokou k fadé
1+x+ax2+ ... +xk4+ ... 8).

(s koeficienty vesmés rovnymi jedné). Podminka nenulo-
vosti koeficientu g, je tu splnéna, miiZeme tedy pocitat
koeficienty b, reciproké Fady naznaCenym postupem.
Budouto by =1,6= —1,bo=—1+1=0, ... atd,,
obecné by = 0 pro k£ = 2, 3, 4, ... Hledanou fadou re-
ciprokou k (8) je tedy fada — mnohoclen
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1+(—Dx+0x24+ ... +0F+...=1—x.

PonévadZ operace ndsobeni fad je komutativni, vidime,
Ze je-li (7) fada reciproka k fadé (6), je také (6) fada reci-
prokd k fad€ (7). Priklad 1 nim tak ziroven ukazuje, Ze
(8) je fada reciprokd k fadé — mnoho¢lenu 1 — x.

Jak jsme si jiz pfed chvili fekli, umoziuje pojem reci-
proké fady zavést operaci déleni Fady fadou. Omezeni
dané podminkou nenulovosti absolutniho ¢lenu v fadé —
déliteli je sice obdobné zdkazu déleni nulou v oboru real-
nych Cisel, je viak pfece jen pfisnéjsi. Z déleni jsou vy-
louceny nejen nulova fada 0(x), ale vibec vSechny fady
s nulovym absolutnim ¢lenem, tedy podstatné vice. I toto
omezeni je sice moZné odstranit pfididnim dalSich novych
prvki k nasim faddm, avsak tim by se zkomplikovala dalsi
teorie, a to pro nasSe ulely celkem zbyte¢n&. Spokojime
se proto s fadami tak, jak jsme si je zavedli; musime si jen
uvédomovat, Ze tvofi sice obor integrity, nikoli vsak
téleso.

KaZdopiddné jsme v3ak dosdhli, pokud se tyce déleni,
ptechodem od mnohoélent k faddm nesporného pokroku:
zmizely problémy s délitelnosti. Z toho, Ze ndsobeni fad
je skutecné roziifenim ndsobeni mnohoc¢lend (pro fady,
které jsou mnohocleny, obé definice davaji tyz vysledek),
plyne také, Ze i déleni fad — mnohoclend vede v pfipadé,
kdy délenec je délitelny délitelem, ke stejnému vysledku
jako déleni mnohoclenu mnohoclenem.

P¥iklad 2. Z elementdrni algebry vime napf., Ze
A+x2x0—x)=1—2x2.
Délme tedy fadu-mnohoclen
1 —x2=1+40x+ (—1x%2 4+ 034+ ... +0xF 4 ...
fadou-mnohoclenem i
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l—x=14+(—Dx+0x2+ ... 4+ 0xF + ..,

K této radé je viak podle pfikladu 1 reciproka fada (8),
takZe vysledkem naSeho déleni bude soudin

Q-1 4+x+x2+ ... +xv4+ ...).

Provedeme-li zde ndsobeni, dostaneme podle (5) skuteéné
jako vysledek fadu-mnohoclen

l1+x=14+1x4+0x24+ ... +0xF+ ...

Z ptikladi 1 a 2 mj. vidime, Ze sou¢in dvou fad miZe
byt mnohoclenem i tehdy, jestliZze oba Cinitelé mnoho¢leny
nejsou. Ostatné fada reciprokd k fadé-mnohoclenu aspon
prvého stupné neni nikdy mnohoClenem; stadi si totiZ
uvédomit, Ze souin dvou mnohoclenl je vidy mnoho-
Clen, jehoZ stuperi je roven souctu stupiii obou Ciniteld.

Naopak Fady reciproké-k mnohoclenum nultého stupné
(tzn. k nenulovym konstantim) jsou opét nenulové kon-
stanty (pfevricené hodnoty danych), tedy mnohoéleny
nultého stupné:

(c+0x+0x2+ ... 4+0xF+ ...).
.(1/c—|—0x+0x2+ ...+0x"—|— S
=14+0x+0x2+ ... +0xk4 ... =1I(x) .

K nulové fad¢ 0(x) oviem reciproka fada neexlstu)e ostatné&
0(x) ani neni mnohoclen nultého stupné (nulovy mnoho-
¢len nem4 %4dny stupetl).

Cuviceni

Znisobte fady

I (1 +2x+ 2x2 4 . +2x’¢—l—
(A —x 42—+ + (— l)kx"—i— L)
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2. (1+2x+3x2+4x3+4x4+ AL
D1 — 202 2% — 4 ... (=D 2a2 4 Y

3. (14 2x + 2%+ . +2x"+
(1 — 2x 4 2x2 — + +(—1)"2x’f +...).

Najdéte Fadu reciprokou k fadé
4. 1+2x+x24+034"... +0xF+ ... =1+ x2;

1 1
5.l+x+ x2+6x-"—|— +ﬂx"+...=

i 1.

= k!

6. V oboru Fad provedte déleni
A+x:1+x).

7. Urcete fadu A(x), pro kterou plati

Ax) (1 + x) =
=1—x+ 22—+ ...+ (—DFxk 4 ...

3. Mocniny Fad. Ndsobime-li danou fadu ji samotnou,
byvd obvyklé nazyvat soulin Ctvercem mebo druhou moc-
ninou dané fady. Je-li ddna fada

Ax)=ao+aix+ax®+ ... +apx* 4 ... = (6)

[e o]
k=0

je jeji druhou mocninou fada
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A(x)=ao+aix+a'sx®+ ... +axt+ ...,
kde ve shodé s (5) je

@'y = aar + @ax_1 + ... + aray = Z Qag_; ,
—

(5"
k=0,1,2, ...

Obdobn¢é 1ze zavést i pojem tfeti, étvrté, . . . atd., obecné
n-té mocniny A*(x) dané fady A(x)

Avx) = A(x) . A*1(x) ,

pti¢em? Ai(x) = A(x). Definici mocnin fady doplnime
navic imluvou, Ze nultou mocninou libovolné fady bude-
me rozumét fadu I(x). Poditdni s mocninami fad je pak
stejné jako s mocninami redlnych Cisel: 43(x) = A(x)

. A¥x) = A(x) . A(x) . A(x) = A%(x) . A(x), AYx) =
= A¥(x) . A(x) = A%(x) . A*(x) = [A*x)P, atd. Vzhledem
k asociativnosti a komutativnosti ndsobeni fad ]e polem
n-té mocniny jednoznalny pro vSechna celd neziporni n
a plati obvyklé vzorce

A(x) . Am(x) = Avim(x) | 9)
[A(x) . Bx)]* = A"(x) . B*(x) , (10)
[Ar@)]m = Amm(x) , (11)

pro viechna celd #n, m = 0.
Bylo by zfejmé vyhodné roziifit pojem mocniny fady
i na ptipad zdpornych mocniteld, pfirozené tak, aby vztahy
® — {an zustaly stile v platnosti. Takové rozsifeni je
mozne Staci totiZ, abychom pod minus prvm mocninou
A-Yx) dané fady A(x) rozuméli fadu k ni reciprokou.
Pfitom ovSem musime pfedpoklddat, Ze reciprokd fada
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existuje, tzn. Ze koeficient g, dané fady (6) je nenulovy.
Ziporné mocniny tedy na rozdil od kladnych nebudou
definovany pro viechny fady. V dal$im budeme fadu reci-
prokou k A(x) b&Zné znacit 4-1(x).

Obecna platnost (pro viechna celd n, m) vztahu (9) —
(11) se snadno odvodi z asociativniho a komutativniho
zikona pro nisobeni fad. Vezmé&me napf. —m > n > 0;
potom A™(x) = [A7Y(x)]™™ = [A7Y(x)]" . [47(x)] ™",
takZe

An(x) . A™(x) = A(x) . [A7 )] [A2(x)] ™" =
= [A(x) A (X)]* [A-Y(x)] ™" =
= In(x) [A7(x)) " = Amn(x) ,

a podobné v ostatnich pfipadech.

P¥iklad 3. Pocitejme druhou mocninu fady (8). Podle
vzorce (5") pro koeficienty ¢tverce fady dostaneme

Q4+x+x2+ ... 424 ... 2=
=14+2x+3x24 ... +(B+ Dxb + ...

Zirovenh muZeme tvrdit, Ze tato fada je reciproka k fadé-
mnohoclenu (1 — x2 = 1 — 2x 4+ x2; vyplyvd to ze
“vztahu [4%(x)]-! = A~2%(x) = [A-Y(x)]?, ktery plat pro
libovolnou fadu A(x), k niZ existuje reciproka fada A4-1(x).

Mime-1i takto definovany celé mocniny fad, kladné i zd-
porné, je zcela pfirozena otizka, zda a jak lze zavést mocni-
ny s libovolnym raciondlnim mocnitelem, zejména tedy,
zda a jak lze definovat druhou, tfeti atd. odmocninu z dané
fady.

Samotna definice druhé odmocniny z fady neptisobi
potiZe. Je-li ddna Fada

B(x)=by+bix +bax2+ ... +bpx* + ... =
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= > bt @
k=0

pak jeji druhou odmocninou rozumime pfirozené takovou
fadu
Alx) =ap+aix 4+ ax®+ ... + axt + ..., (6)

pro kterou plati A%(x) = B(x). Jaké podminky vSak musi
fada B(x) spliiovat, aby se dala fada A(x) nalézt? Z po-
rovnini koeficienti fady B(x) a fady A4%(x) — viz vzorec
(5') — plyne pfedeviim rovnost b, = a2. Odtud je ihned
vidét, Ze

1) je-li b, < O, neexistuje 24dnd Fada A(x) (s redlnymi
koeficienty!), kterd by vyhovovala vztahu A%(x) = B(x);

2) je-li by = 0, je nutné také gy = 0; B o

3) je-li by > 0, pak a, mizZe byt bud Vbo, neboe — ]/bo.

Podivejme se dile na pfipad 3). Porovndnim dalSich
koeficientti b; se vzorcem (5") dostivime postupné

a1 = b1/2a, ,
a = (b2 — a?)/2a, ,
ay = (by — 2ma,)/2a,

atd. ; ve jmenovateli viech té&chto vyrazl je vidy 24,, tedy
Cislo od nuly rizné, v Citateli pak jsou vyrazy obsahujici
jen koeficienty &; dané fady a koeficienty a; s niZ$im inde-
xem, tedy urcené jiZ v predchazejicich krocich. V pEipadé
3), kdyz &, > 0, miZeme tedy postupné nalézt viechny
koeficienty ax (¢ =0, 1, 2, ...) hledané fady A(x). Ze
vzorce (5') pak vyplyne A%(x) = B(x).

Zbyva tedy probrat jest&€ pripad 2), kdy b, = 0. Vime
jiZ, Ze nutné a, = 0, aviak podle (5") mdme pro b; rovnost
b, = 2a¢a, takZe

2a) jestlize by = 0, by # 0, nelze najit fadu A(x), ktera
by vyhovovala vztahu Az(x) B(x);
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2b) jestlize by = 0, b = 0, dostaneme opét porovninim
koeficientd pfi x2 podminku b = a;2 a jsme v podstaté
ve stejné situaci jako na zalitku, jenZe ,,0 jeden index
dale“. Jestlize b < 0, hledand fada A(x) neexistuje;
jesﬂiie bs > 0, lze postupné najit jak a; (a1 = ng nebo

= — |/bs), tak také dalii koeficienty az, aj, . (vzorce
ysou obdobne jako v p¥ipad€ 3); jestliZe b, = 0, pak mame
znovu dv€ moZnosti podle toho, zda je b; # 0 (fada A(x)
neexistuje), anebo b, = 0 — pak rozhoduje znaménko
koeficientu b, atd. ‘

MuZeme struc¢né shrnout cely rozbor. K tomu, aby
k dané fadé B(x) existovala fada A(x) takovi, Ze A2%(x) =
= B(x), je nutné a stali, aby proni nenulovy koeficient
fady B(x) mél sudy index a byl kladny.

Podobné jako u reilnych Cisel plyne z rovnosti 42(x) =
= B(x) také [— A(x)]* = (—1)2 4%(x) = B(x), takZe spolu
s A(x) je také — A(x) — fada opacnd k fad€ A(x) — druhou
odmocninou fady B(x). Odpovid4 to dvoji mozné volbé&
koeficientu a, (resp. prvmho nenulového koeficientu a,
]e-hbk—Oprok 0,1,2, ...,2m—1, bem # 0). Z pod-
minky a2 = b, (resp am? bzm) dostaneme bud g, =
= |/bo, (@m = V/bam), nebo ag = — [/bo, (am = — |/bam)s
volbou znaménka koeficientu a, (resp am) jsou uZ dalsi
koeficienty fady A(x) jednoznacné urCeny.

P#iklad 4. Pokusme se najit druhou odmocninu A(x)
fady (8). Podminka existence je tu splnéna, koeficient
s indexem nula (tedy sudym) rady (8) je kladny (totiZ
roven jedné). Z prvni podminky a,> = 1 vezméme a, = +1

(volba znaménka). Potom dile vychdzi a1 = %, az =% s
a, = 1% 5 ... . Pro koeficienty a; hledané fady existuje

67



obecny vzorec
2k
a=4+(%); (12)
odvodime si ho je$t& pozdéji jinou cestou.

Jak rozbor podminek, tak i konkrétni vypocet koeficienti
pfi hleddni druhé odmocniny z fady je dosti sloZity; pro
tfeti a vy$8i odmocniny nebude situace o nic lep$i. Existuje
vS$ak naStésti jesté jind, vyhodnéjsi metoda hledani odmoc-
nin z dané fady. UkdZeme si ji pozdéji, aZ si ddle rozsifime
vybér nastroju, kterych umime pfi zachdzeni s fadami
pouZivat.

Cuiceni
Uréete druhé odmocniny z fad

8 1—2x+3x2—+ ...+ (—DF(k+ Dx¥+ ...
9. 1+x—x—xt4+x8+x"— ... =

[eo]
- Z (—1F [x3% + x3%+1] |
k=0
10. DokaZte, 2e [—A(x)}f = (—1)¥ A¥x) pro vSechna
cela &.
11. Zjednoduste diskusi podminek existence druhé od-
mocniny fady tim, Ze z ni vytknete vhodnou sudou

mocninu x. Radu B(x) vyjadfite tedy jako soudin jiné
fady a mnoho¢lenu tvaru x2m,

4. Binomicka Fada. Vratme se ted na chvili znovu
k tématu, kterym jsme se zabyvali ve druhém odstavci
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prvni kapitoly, k binomickym koeficientim. Vlastni obsah
tzv. binomické véty jakoZto tvrzeni o platnosti vzorce
(1.3), resp. (1.4) tkvi v rovnosti koeficienti mnohoélenu
(1 4+ x)» a vyrazit (1.2). Je ptitom lhostejné, krerym smérem
postupujeme, zda definujeme Cisla (Z) vzorcem (1.2)
a pak dokdZeme, %e koeficienty v (1 4 x)” jsou pravé tato
isla (%), anebo zda obrdcens definujeme &isla (;) jako

koeficienty v (1 + x)* a pak dokiZeme, Ze pro n& plati
vyjadfeni (I.2).
Tento druhy postup nyni uplatnime pfi definici Cisel

(%) prok=0,1,2,...5n=1,2,3, ... Podle nasi
umluvy je (Z) = 0 pro 0 < n < k, takZe pfi pevném

n = 0 jsou Cisla (Z), k= 0,1, 2, ... pravé koeficienty
fady (mnohoclenu) (1 + x)”, coZ neni nic jiného neZ n-ta
mocnina #ady (mnohoclenu) 1 + x. Je proto zcela pfi-
rozené definovar Cisla <_kl) ,k=0,1,2,...,jako koe-
ficienty Fady reciproké k fadé 1 + x a obecné pak &isla
(—n) k=0,1,2,...;2=1,2,3, ... jako koeficienty

rady reciproké k fadé (1 + x)7, anebo — coz je podle (10)
totéz — jako koeficienty fady, kterd je m-tou mocninou
Fady reciproké k fad¢ 1 + x.

Radu reciprokou k 1 + x najdeme snadno znimym zpt-
sobem; je to fada

l—x+x—+ ...+ (=1¥xr+ ..., (13)
takZe podle nasi definice bude
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(-kl> (1 E=0,1,2,... (14

Radu (13) nyni umocnime. Podle (5") dostaneme
k
-2\ _ -4 —
(%) —Z (—1Y (— 17 =

k
= > (—DE=(-DFERE+ D),
tedy =
(U4 2x+ 220 = > (—1F(k+ Dt =
k=0
=1—2x+4+3x — 43+ ...+ (—1F (4 Da*+ ...

Zcela stejné jako v pfipad& kladnych mocnin odvodime
ze vzorci pro ndsobeni fad obecny vztah

() =3 () (G 0srsns a9

specidlné tedy ptir = 1 plati
D=2 ) =3 (v =
=3 Y ()

(—r (— "—1)=Z(—1)f(_j"). (16)

takZe
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Pomoci vzorce (16) miZeme uZ celkem snadno poditat
postupné vSechna Cisla (—kn) pron=1,2,3, ..., po-
dobné jako pocitime (Z) pii 0 ‘é k < nz Pascalova troj-
tthelnika. V nisledujici tabulce je pro ndzornost uvedeno

nékolik hodnot {isel (—kn) prok=0,1,2,...,8;n=
=1,2,...,8:

k= 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n=1 1 =1 1 -1 1 -1 1 -1 1
2 1 -2 3 —4 5 —6 7 —8 9
3 1 -3 6 —-10 15 =21 28 —36 45
4 1 —4 10 —-20 35 -—56 84 —120 165
5 1 -5 15 —-35 70 —126 210 —330 495
6 1 —6 21 —56 126 —252 462 — 792 1287
7 1 —7 28 —84 210 —462 924 —1716 3003
8 1 —8 36 —120 330 -—792 1716 —3432 6435

Analogickym zpiisobem se d4 z rovnosti fad
A+, . A+x=10+x)"
odvodit vzorec odpovidajici vzorci (I.5), totiz
—n—1 —n—1 —n
y )+ G ) =GN )
‘platny pron = 0, 2 > 0. Vzorec (17) 1ze ostatné ziskat téZ
ze (16) odeltenim.
Vedle rekurentnich vzorci (16) a (17) bychom oviem

také radi méli explicitni vyjadteni &isel (") obdobné
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vzorci (I.2). Takové vyjddieni skutecné existuje; dokiZeme
si ted, Ze plati

D= e D, uso k=0 @8
Diikaz povedeme indukci podle n. Pro » = 1 vzorec (18)

plati, nebot <-kl) = (—1)* podle (14) a (},:) = 1 pro
viechna 2 = 0, 1, 2, ... . Piedpoklidejme tedy, Ze (18)
plati pro urlité » = m = 1 a dokaZme, Ze potom plad
také pro n = m -+ 1. Podle (16) v3ak je

™ D=y Y ey () -

— (— +5—-1
3

Ale podle (I.14") je souCet na pravé strané roven pravé
gstu (™ F), rakze

—m—1 m+14+k—1
co% meni nic jiného neli rovnost (18) pro n = m + 1,
kterou jsme pravé méli dokdzat. Plati tedy (18) pro viechna
pfirozena n.

2 v e _7 ’
Pi#iklad 5. Pocitejme ( 4 ) podle (18). Vime, Ze
(D= (=) =10.3.7=210

ve shod¢ s hodnotou uvedenou v pfedchozi tabulce.
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Vzorec (1.2) se d4 pon€kud zjednodusit zkricenim Cislem
(n — k)! S pouZitim oznaceni zavedeného ve tfetim para-
grafu prvni kapitoly miiZeme psit

(Z)z nn—1)...n—k+1) F(n) )

k! k!

Je-li & > n, plati vzorec (19) rovnéZ, nebot se pak v Citateli
jako jeden z Ciniteltl objevi i &islo n — # = 0, takZe pak

<z> = 0 ve shodé s nadi imluvou. Alei pron < 0 <%
lati (19); je-li » = —m, m > 0, je podle vzorce (18
P

O=-CGM =t D=
=(—1)"(m+k—1)(m+k—2)...(m—}—k—k)%:

1
=i (=m(—m—1) ... (—m—k+1)=

1 F,
=zran—1)...(n—k+1)= Z(ln)

N v .y n o s .
Ve shod€ s nasimi definicemi ¢isel ( k) tak miZeme psit

AGtar=14+Ds+ G+ o+ D + ...
(20)

pro libovolné celé #. Je-li n = 0, je (20) mnoho¢len, nebot
(Z) = 0 pro viechna k > n; je-li n < 0, neni fada (20)
mnohoclenem, nebot viechny jeji koeficienty jsou pak ne-
nulové. Tim se liSi pfipad zapornych mocnin fady 1 + x
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od jednodusiiho a znimého pfipadu kladnych mocnin
dvojClenu 1 + x.

Priklad 6. PonévadZ (1 + x)* (1 4+ x)* = lpron =
=0,1,2, ..., musi pro kadé kladné % platit

0= 3G (-
ST GR), @

jak vyplyva z porovnini koeficientl pfi x*.

P¥iklad 7. Podobné jako v ptikladé 4 v prvni kapitole
porovnejme koeficienty v fadich

A+x"A—x)y7=(1—x2)™". (22)
Dostaneme tak jednak rovnost
n+k—1
T )=
< —1 2k —j—1
=S (—1y(rti— n+2rk—j—
;( yHT) TR
jednak
< -1 2% —j
— n+) — n+2k—1\_o-:
]Z)( ) GRS =0

obé jsou platné prok = 1,2,3, ...
Raddm tvaru (20) tikime binomické Fady. Jejich special-
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nim pfipadem jsou tedy i zndmé mnoholleny (1 + x)»,
n = 0, mocniny dvoj¢lenu — binomu 1 + x (odrud jejich
nazev). Upozorfiujeme vSak pro jistotu hned ted, Ze jsme
zatim nikde nemluvili o hodnoté fady, o dosazovini redl-
nych hodnot za promé&nnou x do fady, o substitucich atd.
O tom viem pojednime aZ v dalSich odstavcich. Proto
také je tfeba rozumét napf. rovnostem tvaru (22) zatim
jen ve smyslu nisobeni fad jakoZto formilni operace
s jejich koeficienty.

Vzorec (19) je zcela obecné vyjdFeni koeficienti ()

pro libovolné celé » a nezidporné celé k. To nds celkem
pkirozené vede k myslence definovar vyrazem (19) Cisla

(Z} i pfo necelé hodnoty 7, tzn. poloZit pro libovolné
redlné Cislo pacelék = 0

? 1 :
(%) = Ao - (19
Bude nas ted pfedevSim zajimat, jak se chova fada, kterd

ma4 za koeficienty tato Cisla (‘Z), tedy fada

Bi=1+ (Dx+BD=e+...+ D+ ...
(23)

Specidlnimi pfipady (pro celé hodnoty p) fad (23) jsou
oviem naSe uz zndmé binomické fady (20), resp. téZ mno-
hocleny (1 + x)». Proto i fady (23) budeme nazyvat bino-
mickym: fadami.

M¢éjme dvé binomické fady tvaru (23), By(x) a B,(x),
a pocitejme koeficienty jejich soucinu By(x) . B,(x). Podle
(5) je koeficient pfi x* v tomto soucinu din souctem
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" . 1
> (5 Gilw= kz; T (n = By1 KP) Fui(q) =

k-0

_ 1<

= a1 2, (D) Flo) Fok@ -
Ten vsak je podle vzorce (I.62) roven pravé

1 +
7 FRe+9="C717),
takZe zcela obecné plati

By(x) . By(x) = Bp.o(%) (24)
pro viechna redlnd p, g. Specidlné pak z (24) plyne také
Bp(x) . Bp(x) - sz(x) - sz(x), l'CSp. obem.é Bpm(x) =
= Bup(x) pro kazdé redlné p a pfirozené m. Je-li r racio-
nalni Cislo, » = p/q (p, ¢ pfirozend), plati tedy také

B (x) = Bp(x) = (1 + x)7 ,

takze muZeme fadu B,(x) poklidat za g-tou odmocninu
z fady By(x), tj. z mnohoélenu (1 + x)?, a miZeme psit

By(x) = (1 + x) (25)
pro viechna kladna raciondlni Cisla . Pfechodem k recipro-
kym fadidm pak snadno odvodime platnost (25) i pro za-
porna r. Pfi r = 0 je oviem (2) = 0 pro viechna & > 0
a By(x) = I(x) = (1 + x)°; (25) tedy plati pro vsechna

ractondini r.
A

1
Pfiklad 8. Ve (23) zvolme p = 5. Podle (25) bude

fada
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B%(x)=l+ (%)x-}— (%) K24+ ...+ <i> xkE4 ...
(26)

vlastn& druhou odmocninou (ve smyslu odstavce 3) z mno-
ho¢lenu 1 + x. Koeficienty v (26) jsou Cisla

iy AEDED - G-)

_1=1(=3)...(—2k+3) _
RI2E - :

1.3.5...(2k—3)
BT 2% :

= (— 1yt
2.4.6...2k—2) _
"2.4.6... (k=2

1.2.3...2k—2) _
RI2F . 263k — 1)1

@k — 2)!
%1 _El(k— D

= (— l)"‘l

= (—1p

PFiklad 9. Podivejme se jest& na fadu reciprokou k fadé:
(26); bude ji podle (24) fada

1 _1
B i(x=1+ (_17>x+ ( 22> 24 ...+
2

+ (‘j) x4 (27)
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Pro jeji koeficienty dostaneme stejnym postupem jako
v ptipadé fady (26) vyjadieni

<_k5> — (1 1.3. Sk.!.ék(Zk —1) _

= = () () -

PiSeme-li v (27) vSude —x misto x, dostaneme fadu

B_%(—x)zl— <‘1%> x + <2%) x® — 4+ (28)
(=1 (j) xk 4 .

jejiz koeficienty jsou zfejmé

()= @)

Podle (24) mdme pfitom B_ 1%(x) = B_i(x), coZ je podle

2 .
(14) pravé fada (13). PiSeme-li v ni —x misto x, dostaneme
fadu B % (x) = B_.i1(—x) = (1 — x)7}, tedy fadu (8).

2
Rada (28) je tedy druhou odmocninou z fady (8); tim
jsme si dokdzali vlastné obecnou platnost vzorce (12) pro
jeji koeficienty, jak jsme o tom hovofili uz v pfikladé 4.

Omezenymi algebraickymi prost¥edky, které zde mdme
k dispozici, nedovedeme dokdzat, $e rovnost (25) plati i pro
jind nesli raciondlni r, a¢ oviem tfada B,(x) je 1 v tomto
ptipadé definovana. Nevime viak zatfm, jak bychom méli
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rozumét vyrazu (1 + x)7, nevime totiZ, co znamend r-td
mocnina fady p¥i iraciondlnim r.

Cuvieni
3
12. Urete koeficienty fady B3 (x) = (1 + x)? a ovéite,
2
Zeje
B3%(x) = By(x) = 1 + 3x + 3x2 + x2.
Kl

13. Dokazte, %e pro lLbovoiné rediné p plati

pPrIN_p ?
rrD=Gro+®
provsechnak =20,1,2, ...
14. Ukazte, Ze také vzorce (1.7) a (1.14") i vysledky cviCeni
1 a 2 z prvni kapitoly zlstanou v platnosti, nahradime-li
v nich celé 7 libovolnym redlnym p. Stejnd tvrzeni

plati i pro vzorce (15), (16) a (18), které jsme si zatim
odvodili jen pro celd n.

5. Derivace fady. Roziifeni pojmu derivace z mnoho-
Clent na fady je takfka bezprostfedni. Je-li dana fada

A(x): a, + aix + ax?+ ... +axt + ... =

a
= Z apx* (6)
k=0

nazveme jeji derivaci fadu
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DA(x) = a1 + 2a2x + 3a3x®> + ... + (B + Dagax* +
e e}

+ .= Z Rapxt-1 (29)
E=1

Jde pfitom o skute¢né roziifeni. Je-li totiz dand fada (6)
mnohoc¢lenem, je jeji derivace (29) stejna jako derivace
tohoto mnohoc¢lenu podle definice podané v prvni ka-
pitole.

Stejné snadno se pfesvédcime, Ze derivace fady se vzhle-
dem k pocetnim operacim chovaji stejné jako derivace
mnohoélenil; i pro né plati pravidla 1, 2 a 3, tzn. vzorce

D[A(x) + B(x)] = DA(x) + DB(x) , (30)
resp. obecnéji

D[Ay(x) + Az(x) + ... + Au(x)] = (309

= DAi(x) + DAx(x) + ... + DAn(x) ,

D[cA(x)] = ¢cDA(x) , ¢ = konst., (€2))
D[A(x) . B(x)] = A(x) DB(x) + DA(x) . B(x), (32)
resp.
D[A1(x) Ax(x) ...An(x)] = DAi(x) . Ax(x) ... Au(x) +

+ Ai(x) DAx(x) . Ay(x) ... Am(x) +

+ ..+ Ai(x) Ao(x) ... Am_a(x) DAn(x) . (32)

Odtud plyne pak prom =1, 2,3, ...
DA™(x) = mA™1(x) DA(x) , (33)

srv. obdobné (1.33). Z rovnosti A(x) . A1(x) = I(x)
a DI(x) = 0(x) dostdvime pro derivaci fady A-!(x) re-
ciproké k dané fadé A(x) vzorec
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DA-(x) = — A-%(x) DA(x) , (34)
takZe (33) plati pro vSechna celd m (véetmé zipornych).
Vzorec (33) 1ze dokonce zobecnit i na pfipad libovolaych
raciondlnich exponenti r

DAr(x) = rArY(x) DA(x) . (339

Podrobné ovéfeni vzorca (30) — (34) pfenechdvime pro
pocviceni ¢tendfi.

Piiklad 10. Pro naSe zndmé binomické fady B,(x) =
= (1 + x)» plati

DB,(x) = rBy_1(x) = r(1 + x)r1 (35)

pro viechna raciondlni r. Platnost prvé rovnosti v (35) lze

oviem dokidzat — a to dokonce pro libovolné redlné (tedy

i iraciondlni) r — také pfimo z (19) a (1.20) bez odvoldvani

se na (33").

Také pojem druhé, tieti, . .. atd. derivace se da pro fady
zavést stejné jako pro mnohocleny:

DtA(x) = D[D*1A(x)] , k=1,2,3,... (36)
pfiemZ D1A(x) = DA(x) a DoA(x) = A(x). Plati oviem
opét

D»[D?A4(x)] = Dm+*4(x) , mn=0, 37N
2 D o .

DtA(x) = > Fi (Dap* = > Fulj+ Rapard, (38)
=k j=0

kde fadu A(x) pfedpoklidime danou vyrazem (6). Také
vzorce (I.39) a (I.40) a Leibnizav vzorec (1.41) se daji
pienést z mnohoclend na fady
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DHA(x) + B(x)] = D*A(x) + D*B(x) ,
E=1,2,3,..., (39)

D¥cA(x)] = cD¥A(x) , ¢ = konst. (40)
k

DHA) . B = > (f) DiA(x) . D¥/B(x) .  (41)
i=0

P¥iklad 11. Hledejme fadu A(x), pro kterou by platilo
D A4(x) = A(x) (42)

pro vSechna £ = 0, 1, 2, ... Stadi oviem uvaZovat jen
k = 1; z (29) dostivime podminku ka; = ax_i, tzn. a; =
= ag/k! . Je-li zde ay = 0, je hledanou fadou nulovi fada
0(x), ktera ovSem podmince (42) také vyhovuje. Pfi gy = 1
vychdzi pak fada |

x2 x xk
E(x)=l+x+7+?—{—...+‘kf!+... (43)

Thned vidime, Ze viechny fady, jeZ vyhovuji(42),jsou kon-
stantni ndsobky fady E(x) z (43).

6. Hodnota fady. Na prvni pohled by se mohlo zdir,
Ze muZeme byt s vysledky pokusu o rozsifeni oboru mno-
ho¢lenti na fady jeding spoko;em PotiZe s délenim a od~
mociiovinim se zmensSily a jiné operace (jako napf. deri-
vovini) se nijak podstatné nezkomplikovaly. Ale na svété
nebyva nic zadarmo a za zjednoduseni v jednom sméru
zaplatime komplikacemi, které se objevi jinde.

S mnohocleny jsme totiz provadéli zcela b&%né jeSt&
jednu operaci, kterou jsme si dosud nedefinovali pro Fady,
a to dosazeni urlité (redlné€) hodnoty za proménnou x.
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A prévé zde narazime v pfipadé€ fad na bohuZel dosti pod-
statnou obtiZz. Dosazenim redlného Cisla za x do mnoho-
Clenu dostaneme vzdy soucet jen konelného poctu séitancu,
ktery tedy dovedeme spocitat. V pfipadé fady budeme
mit po dosazeni za x takovych s¢itanc nekoneéné mnoho,
ale v aritmetice redlnych cisel jsme si nekoneéné soucty
nedefinovali a nevime, co znamenaji.

K zdkladim matematické analyzy, které se u nis pro-
biraji aZ na vysoké Skole, patfi také teorie nekonecnych
fad, kterd umoZiiuje dat rozumny smysl privé takovym
sssoutim nekone¢né mnoha séitancii. Je viak nemysli-
telné, abychom si zde, v malé kniZce uréené zcela jinym
cilim, probirali podrobngji tak obsihlé téma, jako je
teorie nekone¢nych fad. Musime si proto vypomoci jinak.
Budeme muset pfijmout bez dikazu nékterd zakladni
tvrzeni. Budou to pro nas jakési ,,axidmy teorie dosazovani
do fad‘“. SnaZime se je ovSem volit tak, aby operace dosa-
zeni do fady méla pokud moZno ,,rozumné‘ vlastnosti,
co moZnd blizké vlastnostem operace dosazeni do mnoho-
¢lenu. BohuZel neni moZné zafidit, aby se kaZdé redlné
¢islo dalo dosadit do kazdé fady; musim= se spokojit
s jistym rozumnym oprimem, kdyZ maximum je nedosa-
Zitelné.

Jako prvni, celkem pfirozeny ,,axiém‘ px"ijmcme kon-
vencx, Ze soucet nekonecné mnoha nulovych séitanci se vzdy
rovnd nule. To ma hned dvé& vyhody:

1) Je-li dand fada A(x) mnoho¢lenem, m4d jen konec‘.‘ny
pocet nenulovych koeficientd. Dosadime-li do ni za x
jakoukoliv pevnou reilnou hodnotu ¢, dostaneme soudet,
v ném? je kone¢ny pocet s¢itancd nenulovych (a ten umime
spocitat) a nekoneéné mnoho scitanci nulovych (a jejich
soucet je tedy roven nule). Celkovy vysledek (soucet onéch
nenulovych séitancl) je pak zfejmé stejny jako vysledek
dosazeni té%e hodnoty ¢ do mnoho¢lenu A(x) v obvyklém
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smyslu. Operace dosazeni do Fady se tak jevi jako skute¢né
roz$ifeni operace dosazeni do mnohoclenu.

2) Do ka#dé fady miZzeme za x dosadit nulu. Vysledkem
dosazeni x = 0 do fady A(x) = Zarx* je pak podle naseho
»axiomu‘‘ nutné A(0) = a,. Odtud a z (38) vyplyvaji uz
pro k =0, 1,2, ... rovnosti D¥4(0) = k! ax. I pro fady
plati MacLaurinova formule

Am= > Z—'j D*A(0) . 44)

Ma-li mit operace dosazeni i v obecném pfipadé rozum-
ny smysl, musi respektovar pocetni operace s fadami stejné,
jako je respektuje operace dosazeni do mnohoclenu; to
bude nas druhy ,,axiém‘. Jestlize je tedy ¢ redlné Cislo,
které smime dosadit do danych fad A4(x) a B(x) — coz
znamena, Ze pfislu$né soucty maji urcité hodnoty A(q)
a B(q) — pak smime ¢ dosadit za x také do souctu C(x) =
= A(x) + B(x) obou danych fad a do jejich souinu
D(x) = A(x) . B(x), a pfltom musi platit C(q) = A(q) +
+ B(q)a D(q) = A(g) -

smmeme si dvou konkretmch dusledkd druhého
»waxiomu®. Kazdé realné ¢islo ¢ smime dosadit do mnoho-
¢lenu B(x) =b+4+ 0x 4 0x2+4 ... + Oxk + ... avidy
je¥B(g) = b = konst. Smime-li tedy dosadit ¢ do dané
fady A(x), smime je dosadit té% do jejiho konstantniho
nisobku bA(x) = B(x) . A(x) a jako vysledek dostaneme
&islo bA(g).

Druhy disledek se tyka reciprokych fad. Jestlize k dané
fad¢ A(x) ex1stu]e rec1proka fada A-1(x) — k tomu, jak
v1me, je nutné a staci, aby bylo A(0) # 0 — plau A(x) .

A-Yx) = I(x). Je-li tedy q Cislo, které smime dosadit
jak do A(x), tak také do A-'(x), musi pro pfislusné hod-
noty platit A(q) . AY(q) = 1(q¢) = 1, takZe nutné
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A- 1(q) [A(q)] -1, Této vlastnosti operace dosazeni vy-
uZivaime napf. k urCovini hodnot fad reciprokych k mno-
ho¢lentim.

PFiklad 12. Ponévad? vime, Ze fada (8) je reciproki
k fadé-mnohoclenu 1 — x, bude hodnota fady (8) po do-
sazeni x = ¢, tj. hodnota sou¢tu 1l + ¢ + ¢ + ... +
+ ¢*¥ + ... rovna vidy (1 — ¢)7., a to pro kazdé reilné
Cislo ¢, které smime do fady (8) dosadit. Kdybychom do
Fady (8) dosadili x = 1, méla by ndm jako hodnota fady
vyjit pfevracend hodnota nuly, coZ neni moZné. Z toho
uZ vidime, Z2e x = 1 zfejmé& nesmime do fady (8) dosazovat.
Mame tu pfiklad fady, do které (na rozdil od mnoho-
¢lent) nelze dosadit cokoliv.

Jako tfeti, opét celkem pfirozeny ,,axidm‘“ pfijmeme
zasadu, podle niZ o existenci a hodnoté soulru rozhoduji
zcela hodnoty jednothivych séitanci (v daném pofadi) vznik-
Iych dosazenim redlné hodnoty, aviak nezdlezi ani na
dosazované hodnoté, ani na tom, do které fady se operace
dosazeni provadi.

V dal§im budeme vétSinou vychazet z nésledujici kon-
krétnéjsi formulace této zisady:

Méjme diny dvé fady A(x) = Zarx* 2 B(x) = Zbpx*t
a necht ¢ je redlné &islo, které smime-dosadit za x do fady
A(x), tzn. Ze existuje hodnota A(q) soutu ay + aig +
+ a2¢® + ... + arg* + ... Jestlize nyni pro jisté redlné
Cislo p plati arg* = byp* pro vSechna £ = 0, 1, 2, ...,
pak smime dosadit ¢islo p za x do fady B(x) a plati B(p) =
= A(9g).

V nékterych ptfipadech by ovSem tato formulace byla
pEili§ specidlni; tak napf. z ni pfimo nevyplyvi, Ze dosa-

zenim hodnoty - za x do fady
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B(x) = Zbpxt = 1 + x2 + x* + ... 4 %28 4+,
kde bx = 0 pro licha %, dostaneme tyi vysledek ]ako “do-

sazenim hodnoty x = 7~ do fady (8), kterd mé viechny

koeficienty (tedy i s lichymi indexy) nenulové, takZe po-
Zadovana rovnost axg® = bip* pro k = 0, 1, 2, tu
zfejmé neplati. Pon¢vadZz vSak podle prvmho ,,axxomu“
rozhoduji o existenci a hodnoté souctu jen nenulovi sCi-
tanci a ponévadz — po vynechdni nulovych sCitanci —
dostaneme v obou pfipadech stejny soucet, totiz 1 +

+Zz+wt---Fwton muzeme na zdkladé

nasi obecné zdsady tvrdit, Ze oboji dosazeni bude sitejné
oprdunéné a povede také ke stejné vysledné hodnoté (uvidime
pozdé&ji, ke které). Obdobné& budeme postupovat i v jinych
pfipadech.

Uvedeme si jesté jeden disledek naSeho nového ,,axi6-
mu‘.

Do kazdé fady A(x) = Xarx* smime za x dosadit pravé
ta Cisla, kterd smime dosadit do fady D(x) = x A(x) =
= Zapxk+l,

Skute¢né, fada D(x) je soudinem fady A(x) a mnohoc¢lenu
M(x) = x, a proto jiz podle druh¢ho ,axiomu® smime
do fady D(x) dosadit kazdé Cislo g, které smime dosadit
do fady A(x). Ze do A(x) smime vZdy dosadit nulu, vime
jiz z prvniho ,axiému‘. Budiz tedy ¢ = 0 &fslo, které
smime dosadit do fady D(x) a vezméme nyni fadu C(x),
ktera je soucinem fady D(x) a mnohoclenu N(x) = 1/¢ =
= konst. Cislo ¢ smime (podle druhého ,,axiému“) do-
sadit do C(x); dostaneme tak soucet

1 1 1
Clg)= g g+ g g+ 7 ag®+ ... + L arg"* +
+-.-—ao+a1q+a2q2+ .t agt+ L,
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ale to je pravé soulet, ktery vznikne dosazenim ¢ za x do
fady A(x). Hodnota A(q) tedy existuje a je A(q) = C(g).

K dosud uvedenym ,,pfirozenym‘“ pozadavkim klade-
nym na operaci dosazeni do fady musime pfipojit jesté
n&kolik dalfich tvrzeni zdkladniho vyznamu, moZnid uZ
méné nazornych. V analytické teorii nekoneénych fad se
sice v&tsinou dokazuji, resp. odvozuji z jednodussich, ale
my si je zde zahrneme mezi nedokazované ,,axiémy*.
Z estetického hlediska by jisté bylo Zddouci, aby zejména
téchto ,,s nebe spadlych axiémi bylo co nejméné, ale
aby se z nich naopak dalo odvodit co nejvice a aby pfitom
byly navzijem nezdvislé. PonévadZ nam vSak zde nejde
0 systematické vybudovani skute¢né axiomatické teorie ne-~
konecnych fad, budeme se disledné starat pouze o to, aby
nas systém ,,axi6émi1“ byl bezesporny. Vzajemna zivislost
»aXi6bmi‘‘ nam pak nebude pfili§ vadit, pijde nam vidy
spiSe o to, abychom co nejpohodlné&ji dospéli k 2ddoucim
vysledkiim a abychom v konkrétnich pfipadech uméli bez
velkych potiZi rozhodnout, které hodnoty do dané fady
smime dosazovat a jaky bude vysledek.

Jednim z nejdileZitéjSich kritérii moZnosti dosazeni je
nasledujici princip majorizace pfi porovmavani dvou fad.

M¢jme znovu diny dveé fady A(x) = Zaix* a B(x) =
= Xbgx* a necht pro vSechna ¢ = 0, 1, 2, ... plati ne-
rovnosti |ax| < |bx|. BudiZ ¢ 7 O ¢islo, které smime do-
sadit do fady B(x) — tzn., Ze soufet by + b1q + b2¢% +
4+ ... 4 brg* + ... md urditou hodnotu B(q). Potom
<]:loI fadly'A(x) smime dosadit mj. kazdé Cislo p, pro které je
?| < |q|.

Ponévadz vidy plati |bx] < |bx|, vidime, Ze do fady
B(x), do které smime dosadit Cislo ¢ #* 0, smime dosadit
také kaZdé &islo p, které je v absolutni hodnoté mensi ne
|q]- Odtud jiZ bezprostfedn& vyplyva obecny tvar mnoZiny
hodnot, které do urcité fady smime dosadit. Z tohoto
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hledJska se fady zre]mé déli do t&chto tfi kategorii:

1) Rady, do nichz smime dosadit kterékoliv redlné Cislo.
Tyto fady budeme nazyvat celistvé; patti k nim mj. viechny
mnohoCleny.

2) Rady, do nich? smime dosadit pouze nulu. Tyto
fady budeme nazyvat bandlni.

3) Ostatni fady, které nejsou ani celistvé, ani bandlni.
Pro kaZdou takovou fadu existuje kladné Cislo o tak, Ze
do fady smime dosazovat redlnd ¢isla, jejichZ absolutni
hodnota je mensi neZ ¢ a nesmime dosazovat ¢isla s abso-
lutni hodnotou vétsi neZli ¢ (odpovidajici soucet by nemél
smysl). O samotnych Cislech ¢ a —¢ se pfitom obecné
neda nic tvrdit,

Cislu o se fikd polomér dané fady. Abychom mohli o po-
loméru mluvit ve viech pfipadech, doplfiujeme jeho de-
finici tak, Ze pro bandlni fady klademe ¢ =0apro celistvé
fady ¢ = o (o je ex definitione vétSi neZz kazdé reilné
cxslo) V matematické analyze se odvozuje postup, jak
urlit polomér fady pfimo z jejich koeficientd, uZivd se
viak pfi ném nealgebraické operace limity. My se zde
omezime na jednodussi zpisoby zjiStovani poloméru fady;
jsou zaloZeny vétSinou na porovndni s fadou, jejiz polomér
uZ znime, s pouZitim principu majorizace. Ten si mtZeme
pomoci pojmu poloméru pfeformulovat takto: plati-li pro
koeﬁczenty ax, by dvou danych fad A(x), B(x) nerovnosti
lae] = Ibk] (=0,1,2,...), pak polomér fady A(x) neni
mensi nes polomer rady B

Chceme-li oviem vzalemné porovnavat fady, musime
odnékud vyjit. Potfebujeme tedy znit poloméry aspon
nékterych zdkladnich fad; zatim vlastné jen vime, Ze
mnoholleny jsou celistvé fady a maji tedy polomér oc.
Velmi uzite¢nou vlohu zde sehraje znovu na$e zndma fada
(8). Uz z pfikladu 12 vime, Ze jeji polomér nemiiZe byt
vétsi nez 1, protoZe x = 1 do ni nesmime dosadit. Tvrzeni,
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Ze jeji polomér je prdvé roven 1, nemiZeme na zikladg
dosud pfijatych ,,axiémt“ dokdzat, takZe bude tvofit sa-
mostatny dal$i (paty) ,,axiém*, ale tenéfi, ktery jiz néco
slySel o geometrické posloupnosti (a tento pojem se na
sttednich $kolich probird), nebude piipadat nijak ne-
pfirozené; dosazenim ¢&isla ¢ za x do Fady (8) dostaneme
soucet Clenti nekonecné geometrické posloupnosti s kvo-
cientem gq.

Spolu s fadou (8) mé podle principu majorizace polomér
rovny 1 také fada (13), neboli binomickid fada B_i(x).
Z druhého ,axiému‘“ pak plyne, Ze vSechny binomické
fady B_n(x), n = 1, 2, 3, ... maji polomér asponi rovny 1;
ponévadZ viak B,(—1) = 0, nemuzZe byt vzhledem k (24)
polomér fad B_,(x) vétsi nez 1, je tedy také praveé roven 1.
Binomické fady Bu(x),n = 0, 1,2, ... jsou oviem mnoho-
¢leny a maji polomér co. K fadim B,(x) s necelym 7 se
vritime jesté pozdéji.

Zatim se vSak podivejme na nékteré dileZité disledky
principu majorizace. Jednim z nich je zfejmé tvrzeni, Ze
kaZda fada, jejiz vSechny koeficienty jsou v absolutni hod-
noté mensi neZ 1, mad polomér rovny alesponi 1. To plyne
z jejiho srovndni s fadou (8). Plati viak mnohem vice;
vidéli jsme jiz u druhého ,axiému®, Ze ndsobenim rady
nenulovou konstantou se jeji polomér neméni. Proto kazda
Fada s omezenymi koeficienty, tj. kazd4 fada (6), pro kterou
existuje kladnd konstanta K tak, Ze |ax| < K pro viechna
k=0,1,2, ..., md polomér aspoii rovay 1.

Z naseho tfetiho a Ctvrtého ,,axiému’* viak lze vyvodit
jesté jeden velmi dileZity vysledek. BudiZ a kladné Cislo
a vezméme fadu

Clo)y=14ax+ o224 ... + dbxF + ... (45)
Dosadime-li do C(x) za x ¢islo g¢/a, dostaneme soucet
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l1+g9g+-¢+...+¢+ ...,

ktery, jak vime, md pfi |¢] < 1 urlitou hodnotu, totiz
C,(gla) = (1 — ¢)L. Podle naseho tfetiho ,axiému‘
odtud plyne, Ze polomér fady C,(x) je aspon (lze dokonce
dokazat, Zze priavé) roven l/a. Méme ted obecné Fadu
A(x) = Zagx*, pro jejiz koeficienty plati nerovnosti

]ak+1| = a]ak[ 3 k= 0, 1, 2, ceey (46)

kde o je kladné Cislo. PonévadZ ze (46) smadno (napf.
indukci) vyvodime obecnou platnost nerovnosti

lax| < atlag] , k=0,1,2,...,

vidime podle principu majorizace (porovninim fady A(x)
s fadou (45), resp. jejim |a,| ndsobkem), Ze fada A(x) ma
také polomé&r rovny aspon 1/a.

VyuZijeme-li navic je$té¢ druhého ,axiému’, muzeme
sva tvrzeni jeSté ddle zobecnit v tom smyslu, Ze platnost
nerovnosti (46) nepoZadujeme pro vSechna nezdporni %,
nybrZ teprve pro % vétsi neZ jisté pevné Cislo m. Stejné
zobecnéni lze ostatné provést i se samotnym principem
majorizace. K tomu, aby fada A(x) = Xaxx* méla polomér
asponi tak velky jako fada B(x) = Zbgx*, stali, aby pro
jejich koeficienty platily nerovnosti |ax| < |bx| pro & =
=m-—+ 1,m+ 2, ..., kde m je pevné celé neziporné
(':islo. Stadi totiZ vyjadfit fadu A(x) jako soucet mnoho-
¢lenu

An(x)=ag+ ax + ax® + ... + aux™  (47)
a fady

Am(x)=04+0x 4+ ... + 0x™ + agp x4
+ amoox™t? L ... (48)

Rada (48) spliuje jiZ zfejmé& podminkﬁ vyslovenou v pi-
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vodni formulaci principu majorizace a ma tedy polomér
aspon tak velky jako fada B(x), aviak pfi¢tenim mnoho-
Clenu, tj. celistvé fady, se podle druhého ,,axiému‘* jeji
polomér nezmensi. Z takto zobecnéného principu majori-
zace pak uZ snadno odvodime i zminéné obecnéjsi tvrzeni
o poloméru fady spliujici podminku (46) teprve pro

k> m, .

P#iklad 13. V fad& E(x) ze (43) je koeficientem pfi
xk &islo 1/k! BudiZ a libovolné (tj. libovoln¢ malé) kladné
éislo. Pro £ > 1lja plati (8 + 1)1 < k! < qa, a tedy

1 _ 11 _.1

R+1)!  E4+1 " R k!
takZze fada E(x) ma polomér rovny aspoii 1/a. PonévadZ
viak a bylo libovolné, vidime, e fada E(x) je celistva.
Maime tu pfiklad celistvé fady, kterd neni mnohoclenem.
Rada E(x) je velmi dileXt4 a v matematice se s ni Zasto
setkdvime. Jeji vlastnosti si ostatné je§t& probereme pod-
robnéji v dalsich odstavcich.

P#iklad 14. Derivaci fady (8) je fada
1+2x 432>+ ...+ (k+ Dxt 4 ...,

ktera je viak také jeji druhou mocninou, tak¥e ma — stejné
jako fada (8) — polomér rovny 1.

UkdZeme si ted, Ze zcela obecné pro kafdou fadu A(x)
plati:

Rada A(x) a jeji derivace DA(x) maji stejny polomér.

K dikazu tohoto tvrzeni uZijeme pomocné véty.

Ke ka?dému Cislu ¢ s absolutni hodnotou g < 1
existuje kladné &islo K tak, Ze pro viechna 2 =0, 1,2, ...
je |kg*| = K.
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Skute¢né, stadi najit celé Cislo m tak, aby platilo m <
=(1—Jgh)?t <m+ 1,¢il

a pak jiZ snadno dokaZeme, Ze pro kazdé celé neziporné &
je |kg¥| =< |mg™|, takZe za &islo K muZeme vzit napk. pravé
K = m|q|™.

Budiz nyni A(x) = Zax* libovolna fada s polomérem g
a DA(x) jeji derivace s polomérem o’. Stejny polomér o
ma také fada D(x) = xDA(x). Ze srovnani fad A(x) a D(x)
vyplyva podle principu majorizace nerovnost ¢’ < g¢. Pfed-
pokliadejme, Ze skuteCné je o’ < g; z toho odvodime spor.
Je-li o' < o, lze najit dvé redlnd Cisla a a § tak, Ze je ¢’ <
<a <f <p. Oznaéme ¢ = a/f;jetedy 0 < ¢ < 1.
Vezméme nyni fadu C(x) = Zkax¢*x*. K nasemu cislu ¢
Ize najit K > 0 tak, Ze |kg*| < K pro vSechna & = 0, 1,
2, ...; podle principu majorizace ma tedy fada C(x) polo-
mér aspoil rovny e (jak plyne z jejiho porovnéni s K-nasob-
kem fady A(x), takZe do ni miZzeme dosadit x = $. Dosta-
neme tak soulet C(f) = Zkarg* f* = Zkay a*. Aviak
stejny soucet dostaneme dosazenim x = a do fady D(x);
to vSak podle naSeho tfetiho ,,axiému” znamend, Ze fada
D(x) ma polomér aspoil rovny a, ale a > ¢'. Neni tedy
mozné, aby bylo ¢’ < g, a proto musi platit rovnost ¢’ = o,
coZ jsme chtéli dokdzat.

Je ziejmé, Ze stejny polomér jako fada A(x) ma nejen
jeji derivace DA(x), ale také vSechny jeji vyssi derivace
D¥A(x), k = 1,2, 3, ... TyZ polomér ma vSak také kazdd
fada C(x), pro kterou plati DC(x) = A(x). Je-li A(x) =
= Zarxk, je
Cx)=co+ apx + (@/2)x*+ ... +alk+ 1) 1xk 4 ...,
kde ¢, je libovolnd konstanta; stejné tvrzeni plati i pro
Fady Ci(x), B = 1, 2, 3, ..., pro n& je D¥Ci(x) = A(x).
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Priklad 15. Derivaci fady

Lx)=x— (122 + (1303 — + ... + (49)
+ (— 1) (1B) + ...

je fada (13), tj. binomickd fada B_;(x) s polomérem rov-
nym 1. M4 tedy také Fada (49) polomér rovny 1.

Vratme se ted znovu na chvili k binomickym fadim,
resp. k otdzce urCeni jejich polomérd, kterou jsme pfedtim
museli opustdt. Zatim vime jen, Ze pro celd kladnd n maji
fady Bx(x) polomér oo (jsou celistvé), kdezto fady B_»(x)
maji polomér rovny 1.

JestliZe r je Cislo, které neni celé (takZe nutné r == 0 #=
# r — 1), ma podle na$i véty o rovnosti poloméru fady
a jeji derivace fada B,(x) stejny polomér jako fada rB,_;(x)
(viz vzorec (35)), a tedy podle druhého ,,axiému‘ i jako
fada B,_i(x). Stadi tudiZ vySetfit pfipad, kdy je —1 < r <
< 0. TuvSak platipro 2= 1,2, 3, .

1<k>‘ rr—1).. (f—k+1)

Il 1+ k— 14 |r]

A

1,

nebot |r| < 1. Podle principu majorizace je tedy polomér
fady B,(x) alespon rovny 1, jak vyplyva z porovndni s fa-
dou (8).

Libovolna binomicka fada ma tedy polomér = 1; uki-
Zeme si nejprve, Ze pfi racionilnim r < 0 je polomér
fady B,(x) prdvé roven 1. Skutecn&, podle (24) pro r =
= plg, p, g celd, p <0 < g plati

[Br(x)]7 = By(x) »
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takZe fada By(x) nemiZe mit polomér v&si ne’li fada
By(x), aviak p je celé zdporné ¢islo, a tedy ma By(x) polo-
mér pravé rovny 1.

Méjme nyni libovolné iraciondlni Cislo ¢, 0 < ¢ < 1,
aracionalni Cislo r takové, 2e 0 <» < ¢.Prok=1,2,3, ...
pak plati nerovnosti

{(‘kq){:% A+q...k— 149>

1
>zrr(l+n...(k—1+

z nichZ vyplyvi, Ze fada B_,(x) ma polomér asporl rovny
. poloméru fady B_,(x).

Shrneme-li viechny vysledky tykajici se polomé&rt bino-
mickych fad, vidime, Ze jsou jen dv& moZnosti: bud je fada
By(x) mnohoclenem (tj. fadou s polomérem oo, coZ na-
stane jen, je-li p celé nezdporné Cislo), anebo m4 binomicka
Fada Bj(x) polomér rovny 1 (pro vSechna ostatni redlnd p).

Na zavér tohoto paragrafu si dokd¥eme jesté jednu vétu
0 polomérech.

Necht A(x) = Zapx* je fada s kladnym polomérem g,
potom fada

/f(x)zao—{—alx—l—ﬂxz—l— ...+3'ch"‘+ .=
oC
%
Zk— (50)

Abychom dokdzali, 7e fada A(x) je celistvd, musime do-
kazat, e do ni smime dosadit libovolné redlné Cislo ¢ > O.

je celistvd.
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BudiZ ¢ kladné reilné Cislo men3i neZli je polomér ¢ fady
A(x), poloZme a = g/c; tedy ¢ = ac. Ke kladnému ¢islu a
najdeme celé m takové, aby bylo m < a < m + 1. Potom
pro kazdé £ = 0, 1, 2, ... bude platit a*/k! < a™/m!,
jak se snadno presvéd¢ime. Oznacme si a™/m! = K. Do-
sadime-li x = ¢ do fady A(x), dostaneme soucet

S =3 e

aviak stejny soucet dostaneme dosazenim x = ¢ do fady
s koeficienty axa*/k! PonévadZ |axa*/k!| = Klax| pro
viechna £ = 0, 1, 2, ..., md tato fada polomér aspoil
rovny o, tedy jisté vét$i neZ c, takZe do ni smime dosadit
x = ¢. Z toho oviem podle naseho tfetiho ,,axiému‘ plyne,
e do fady A(x) opravdu smime dosadit x = q.

Cuiceni

15. Zformulujte druhy ,,axiém‘ pomoci pojmu poloméru
fady.

16. Pomoci MacLaurinovy formule (44) pro fady a vzorce
(35) odvodte vyjadfeni (19") pro koeficienty obecné
binomické fady. .

17. Najdéte polomér fady D(x) = 2dxx*, kde vSechna Cisla
dy. jsou celd nezaporna a mensi nez 10, a ukaZte pak, Ze
ke kadému redlnému,Cislu ¢, 0 < ¢ < 1, lze najit
fadu D,(x) tohoto tvaru takovou, Ze D (1/10) = gq.

18. Najdéte polomér fady
(1/2)x + (1/16)x2 + (1/72)x3 + ... + (1/R22%)xk + . ..

19. Necht A(x) = Zaxx* je bandlni fada a K libovolné
Kladné &islo; pak Ize najit index % takovy, Ze ¥|/|ax| >
> K. Dokazte.
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20. Necht pro koeficienty ax (k = 0,1, 2, ...) fady A(x)
plati: Ke kazdému Kkladnému C&islu K lze najit celé
Cislo m tak, %e pro & > m je ¥|/[ax| < K. Potom A(x)
je celistva fada. DokaZte.

7. Substituce. Obdobn¢ jako v pfipadé mnohoclend
(viz paragraf 5 prvni kapitoly) lze 1 pro fady definovat
operaci substituce. Jsou-li A(x) = Zaxx* a B(x) = Zbhgx*
dvé fady, pak by — analogicky k (1.45) — vysledkem
substituce fady B(x) do fady A(x) mél byt vyraz

A[B(x)] = ZarB¥(x) = a, . 1(x) + GD
+ a1B(x) + a:B*(x) + ... + apB¥(x) + ...

Narazili jsme tu na podobnou potiZ jako pfi definici ope-
race dosazeni: ve druhém odstavci jsme si zavedli s¢itani
fad jen pro pfipad koneéného poltu séitanci. Jsme tedy
opét postaveni pfed problém, kdy a jak lze dit vyrazu (51)
rozumny smysl. Ve zcela obecném piipadé jsou s tim
ovSem spojeny jisté netrividlni problémy, kterym se viak
muZeme vyhnout, jestliZe se omezime jen na urcité specidlni
pFipady, coZ pro naSe ucely plné postaci.

Jako prvni, nejjednodussi pfipad si vezmeme substituci
mnohoClenti N(x) tvaru N(x) = cx do libovolné fady
A(x) = Zapx*. Piseme-li podle (51) v A(x) vSude cx misto
x, dostaneme fadu A[N(x)] = A(cx), totiZ

Alcx) = ag + arcx + asc®x2 + ... + arckxb 4 ..., (52)

tedy fadu s koeficienty axc* (# = 0, 1, 2, ...). Snadno
uvidime, Ze pfi ¢ # 0 je polomér fady A(cx) pravé |c|-1-n4-
sobkem poloméru fady A(x) (klademe oviem w|c|~1 = 0);
je-li ¢ = 0, je A(cx) celistvd fada, totiZ mnohoclen —
konstanta A(cx) = ay.
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Substituce tohoto typu s ¢ = —1 jsme vlastné uZ obdas
provideli; je tu |c| = 1, takZe se pfi nich polomér fady
neméni.

P#iklad 16. Rada 1 — 2x + 4x2 — 8x3 4+ ... +
(= L2kek ..

mi polomér rovnj'r i Je to vlastné binomickd fada

2
B_1(2x).

Druhym jednoduchym typem substituce je substituce
mnoho€lenu N(x) = x™ (m = 1, celé) do fady A(x).
PiSeme-li v A(x) viude x™ misto x, dostaneme podle (51)
fadu :

A(x™) = ap + a1x™ + agx2m 4 ... + gpxtrm 4 ..., (53)

(koeficienty u t&ch mocnin x, jejichZ exponent neni ni-
sobkem ¢isla m, jsou v A(x™) rovny nule). Je zfejmé, Ze
polomér fady A(x™) je ™|/, kde o je polomér puvodni
tady A(x) (s konvenci /a0 = o).

Pfiklad 17. Rada 1 + x2 + 4 + ... + x2% + ...
je vlastné fada B_;(—x?) = (1 — x2)~1, a m4 tedy polomér
rovny 1.

V uvedenych dvou specidlnich typech substituci byla
situace o to jednodussi, Ze jsme ve vyrazu (51) na prvni
pohled poznali fadu s urlitymi koeficienty. Aviak jiZ
v ptipad& obecné linedrni substituce (tj. substituce mnoho-
¢lenu N(x) prvniho stupn&) se v pfipadé fad objevuji
komplikace, které jsme u linedrnich substituci do mnoho-
¢lenu nepoznali. UkdZeme si to na prfikladé substituce
mnohoClenu N(x) = ¢ 4+ %, ¢ # 0, do dané fady.

Provedeme-li — zatim zcela formdlné — substituci
N(x) = ¢ + x do A(x) podle (51), dostaneme
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os)

Ac+x) = > ale+ = (54)

k=0

_ :Zo ax JZ: (f) ch-1x .

To oviem neni fada, jak jsme na ni zvykii, chtéli bychom ji
mit ,,uspofdddnu podle mocnin x“. Proto si (54) pfepiseme

na
2 (2]
;xf [;; (r }i’j ) ar+;c’] . 5

Pro koeficient pfi x/ jsme tak dostali vyraz, ktery lze chdpat
jako hodnotu fady

Alc + x)

S et DEED G (56)

pro x = ¢, nasobenou ¢islem 1/;!. AvSak fada (56) neni
podle (38) nic jiného neZli j-t4 derivace fady A(x), tedy
D7A(x), kterd md oviem stejny polomér ¢ jako fada A(x)
samotnd. Pfedpoklidejme, Ze¢ tento polomér je kladny,
¢ > 0 (tzn., Ze fada A(x) neni bandlni) a e |c| < o. Potom
oviem smime dosadit x = ¢ do kazdé fady D/A(x), j = 0,
1, 2, ... a vyraz (55) m4 rozumny smysl. MiZeme si jej

ostatné pfepsat na tvar
oC

Alc + x) = Z (1/-Dx*DEA(C) , (57)

k=0
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coZ neni nic jiného neZli Taylorova formule pro ¥ady (srv.
vzorec (1.51)).

Zbyva ovSem je$t& urlit polomér fady (57). Z vyjidfeni
(54) resp. (51) muZeme ihned usoudit, Ze polomér fady
(57) nebude jist® mensi neZli o — |¢|, a pokud je ¢ = oo,
bude i fada (57) celistvd. MaZe se vSak stat, Ze polomér
fady (57) je v&tdi i neZli polomér ¢ pivodni fady A(x).

P¥iklad 18. Provedme substituci N(x) = 1/2 + x do
fady (13), tj. do binomické fady B_i{x). Podle (57) dosta-
neme

1 xk 2 \ k+1
(7 ) = Zueru(3) -

2 2
=38 (5%)

tj. (2/3)ndsobek fady, kterou dostaneme z B_;(x) substituci
M(x) = (2/3)x a kterd m4 tedy polomér rovny 3/2, tzn.
vé&t§i nezli binomicka fada B_i(x), z niZ jsme vysli.

Hlubsi pohled na otizku zmény poloméru fady pfi
linearni substituci by vyZadoval pfece jen trochu vice ana-
lytickych metod, neZli si jich zde dopfdvime, a také ovSem
»komplexni‘‘ pfistup k celé problematice. Pohybovali jsme
se totiZ doposud (a vytrvidme v tom i dile) pouze v oboru
redlnych Cisel (naSe fady maji redlné koeficienty, dosazujeme
do nich reilné hodnoty atd.), aviak celd teorie fad ziskd
pravou hloubku teprve v oboru disel komplexnich. Jeji
hlavni vysledky se pfitom nijak nezkomplikuji, spi§e na-
opak.

Probrali jsme si zatim jen tfi velmi specidlni typy sub-
stituci (52), (53) a (54); to je na prvni pohled velmi mdlo.
Ale operace substituce je asociativni v pfipadé€ fad stejné
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jako v pfipadé mnohoclent (viz cvieni I.13). Provedeme-li
do fady A(x) postupné substituce mnohodlentt M(x) a pak
N(x), bude vysledek stejny jako pfi jediné substituci mno-
hoClenu P(x) = M[N(x)]. Toho lze vyuZit a postupnym
skldiddnim substituci typa (52), (53) a (54) vyjadfit sub-
stituce sloZit&jsi; lze tak vyjddFit libovolnou substituci
mnohoclenu do dané fady. Stanoveni polomé&ru vysledné
fady se tu pak provadi rovné&Z postupné a zdlouhave, ale
(zvlasté v komplexnim oboru) relativné nizorné.

P#iklad 19. Provedeme-li postupné substituce Ny(x) =
=4 4+ x, No(x) = 2%, Ny(x) = —1 + x, Ny(x) = 3x,
dostaneme vyslednou kvadratickou substituci M(x) =
= N [No(N,[N,(X)D)] = 5 — 6x -+ 9x2.

Podivejme se jeité ve strufnosti na obecny pfipad sub-
stituce fady, ktera neni mnohoclenem, do jiné fady. Tento
pfipad pfirozen& nelze postihnour uvedenym postupnym
skladdnim substituci (52) — (54). Zde se jiZ nemifeme
obejit bez analytickych metod, chceme-li dospét k nefor-
malnim vysledkim. Providime-li substituci fady B(x) do
A(x) = Zapx*, miZeme pEislu§ny vyraz (51) formdlné
uvést na tvar fady

ABEI = S 0B = > [i akbw] . (58)

k=0 Jj=0 k=0

kde b;(%) je koeficient pfi x/ (j = 0, 1, 2, . . .)vk-té mocniné
Bi(x) (k =0, 1,2, ...) fady B(x). V analyze se pak ukazuje,
kdy lze souctim, které v (58) tvofi koeficienty pfi mocni-
néch x, dit rozumny smysl a jak se urdi, pfipadné odhadne
polomér fady (58). Neni v nasich moZnostech zabyvat se
témito otdzkami podrobnéji a tak si zde uvedeme — bez
dikazu a odivodiovini — jen jednu zékladni vétu.
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Mi4-li fada B(x) kladny polomér ¢ a jsou-li jeji hodnoty
B(g) pro ¢ z intervalu —a < ¢ < a,0 < a < g, vesmés
v absolutni hodnoté mensi neZ je polomér fady A(x), pak
Ize provést substituci fady B(x) do fady A(x) a vyslednd
fada A[B(x)] ma polomér aspoil rovny a.

P¥iklad 20. Rada A(x) = —xB.i(x) = —x + 22 —

— %% + ... + (—1¥x¥ + ... méd polomér stejny jako
fada B_1(x), tedy rovny 1, a pro |g| < 1/2 je

4@ = lal - @] =| 72| <1

Lze tedy provést substituci fady A(x) do binomické fady
B, (x). Jezto A¥(x) = (—1)tx*B_x(x), je koeficient pti x/

2
v fad& A4%(x) roven nule pro k > j, takZe podle (58) dosté-
vime -

- 2 [SHEY ]
MO AGAE

n WFi (5) Fa_(—F)
=;0(.—1)k k(klzz—:)y =

eI GLIOLEDE
-SER () =an (- )+ <">




pii tipravéch jsme pouZili vzorct (19), (1.62) a (1.25). Plati
tedy celkem

B [4W) = B 1 () (59)

Vysledek (59) lze interpretovat téZ tak, e fadu A(x)
vyjidiime jako A(x) = B_i(x) — 1, takZe B,[4A(x)] =
1 1 5 1

=[1 + AX)? = [1 + B.a(x) — 1]Z7 = [BL(x)]? =
= B 1(x). Podobnym zpiisobem mieme potitat od-
2

mocniny (a to nejen druhé) i z jinych fad podle vzoru

[AG)* = [1 + A(x) — 1]V* = Bia[A(x) — 1],

samoziejmé jen pokud fada A(x) spliuje prisluiné pod-
minky. To je tedy onen obecny zptisob vypoctu odmocnin
z fad, o némZ jsme se zminili uZ na konci paragrafu 3.

Stejné jako pro mnohod¢leny (viz str. 28) plad i pro fady
tvrzeni, %e vysledek dosazeni x = ¢ do Fady A[B(x)] je
stejny jako vysledek dosazeni x = r, kde r = B(gq) do
fady A(x); samozfejmé& jen za pfedpokladu, Ze vSechna
tato dosazeni smime provadét. Vyraz A[B(g)] ma tedy
jednoznacny smysl.

Cuvileni

21. Urcete polomér fady
u+<%>ﬂ+<%>ﬁ+m+x%+
+ Dix2el 4 = Z 22k + 1)1 x2h+1

k=0
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22. Vypoctéte tieti odmocninu z fady (8).

23. DokaZte, Ze pro fadu E(x) ze (43) plati E2(x) = E(2x),
resp. obecn&jitE(x + ¢) = E(c) E(x).

24. Pro substituci mnohoclenu N(x) do fady A(x) odvodte
formuli obdobnou vzorci (1.48).

25. Pro fadu (49) dokaZte vzorec

L(x) + L(—x) = L(—x?).

8. N&které vyznaéné Fady a jejich hodnoty.
Vysledky,odvozené v pfedchozich paragrafech jsou vcelku
dostate¢nou (aspofi pro na$e ucely) pomiickou pfi uréovani
polomért fad. VétSinou ndm vSak nestaCi v&dét, kterd
redln4 Cisla ¢ smime do dané fady A(x) za x dosadit, ale
chceme znit také ptislu$né hodnoty A(g). Zatim viak
vlastné dovedeme udat hodnotu fady jen v n&kterych
specidlnich pfipadech, napf. je-li dani fada A(x) mnoho-
¢lenem nebo Fadou reciprokou k fadé — mnohoclenu, anebo
ji 1ze vyjadfit pomoci fad tohoto druhu spojenych operace-
mi sCitdni a nasobeni. Vedle toho si miZeme také fadu
upravit vhodnou substituci. Pfesto v3ak zlstdvd jeSté
mnoho fad, jejichZ hodnoty takto urlit nedovedeme, ad
vime, Ze existuji, resp. Ze velikost poloméru fady takovi
dosazeni pfipousti. Tak napf. o fadé E(x) ze (43) vime,
Ze je celistvd, ale kromé& E(0) = 1 neznime Zidnou jeji
hodnotu.

Pfi uréovéani hodnot fad se budeme v dal$im opirat o jed-
no obecné tvrzeni, které viak neumime odvodit z nasich
péti ,,axiému“, jak jsme je pfijali v paragrafu 6. Je viak
natolik ,,pfirozené*, Ze snad nebude potiZi s jeho pfijetim
v roli daliiho, Sestého ,axiomu. Strucné je lze vyjadfit
vétou: Soucet nezdpornmych séitanci je nezdporny. Pfesnd
formulace na$eho nového ,,axiému* pak bude tato:
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BudiZ A(x) = Zapx* fada s mezdpornymi koeficienty,
ar = 0 pro véechna # = 0, 1, 2, ..., a s kladnym polo-
mérem g; budiZ ¢ redlné ¢islo 0 = ¢ < . Potom A(g) = 0.

Bezprostiednim dusledkem tohoto a étvrtého ,,axiému
je véta:

Necht A(x) = Zarx* a B(x) = Zbix* jsou dvé fady
s poloméry o4 a 95 a necht pro vSechna k = 0, 1, 2, ...
plati nerovnosti 0 < a < b;. Potom ¢4 = ¢p a pro kazdé
redlné ¢, 0 < ¢ < op plati 0 = A(q) < B(g).

Tak jsme konecné ziskali moZnost navzdjem porovnivat
nejenom poloméry, ale i hodnoty fad.

P¥iklad 21. BudiZ A(x) = Zaxx* libovolnd fada s koe-
ficienty ax, 0 <ar = 1(k=0,1,2, ...). Potom pro kazdé
gzintervalu0 < ¢ <1je0 =< A(g) =< (1 — ¢)~L. Vyplyvd
to z porovnani fady A(x) s fadou (8).

Omezeni dané podminkou nezfpornosti koeficienti po-
rovndvané fady A(x) = Zazx* muZeme pon&kud oslabit
pomoci rozkladu fady A(x) na dvé fady s nezapornymi
koeficienty. Definujme si Cisla ax*, ax—, 2 = 0, 1, 2, ...
takto: Jestlize je ax = 0, poloZme ay* = ax, ax~ = 03
jestlize naopak ar < 0, poloZme ax™ = 0, az~ = —a;. Je
potom ztejmé 0 < ax* = |ak|, 0 < ar~ < |G|, @t — @ =
= ay, provsechnak =0, 1,2, ..., takZe A(x) = 4*(x) —
— A-(x), kde A*(x) = Zap*x*, A~(x) = Zay~x*; poloméry
fad A+(x), A-(x) jist¢ nejsou mensi neZli polomér fady
A(x). JestliZe nyni je napf. |ax| < 1 pro viechna 2 = 0, 1,
2, ..., m4 fada A(x) (a tedy i ob& fady A*(x) a A~(x))
polomér asponi rovny 1 a pro vSechna ¢ z intervalu 0 <
S g<ljest0 <A+(g) = (1 — L0 =A4A(g9 =
< (1 — @), akZe |A(g)] = 2(1 — q).

Podobnych odhadti hodnoty Fady lze vyuZit také pro
piiblizné urCeni hodnoty dané fady A(x), napf. jestlize
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se nam podafi vyjadfit A(x) ve tvaru souctu fady Ai(x),
jejiz hodnotu znime a fady, jejiz hodnoty dovedeme
odhadnout. Za fadu A,(x) se da Casto vzit mnohollen —
szacatek fady A(x).

PFiklad 22. Rada L(x) ze (49) m4, jak vime, polomér
rovay 1. Pro 0 < ¢ < 1 pak plati

1 1 1
Lpg=¢-5¢+5 ¢+ ...+ ¢+

+ > (—Digik .
k=n+1

Ponévad? viak |(—¢q)*/k| < g¢*/n pro k > n, vidime, Ze
plati

L(g) — > (—qkkl <2g"Y(n—ng) . (60)

Aviak ke kazdému ¢ z intervalu 0 < ¢ < 1 lze najit m
tak, Ze pro » > m uZ je prava strana v (60) mald (mensi
neZ dana pfipustnd chyba). Pro hodnotu L(g) tak mime
piiblizné vyjiddfeni ve tvaru hodnoty mnohoclenu

z (— q)*/k, s chybou zaruené mensi ne%li 2¢"+1/(n — nq).

k=1

P¥iklad 23. Vyjdeme z identity

,_ 50 _50.49 _ 49 1 _ 49 1
2% B4 25 H B 1
50 50



Pomoci binomické fady B(x) muiZeme tak vypocitat
2

phibliznou hodnotu }/2; bude toti2

e T ()~ 15 (Dove

Avsak pro viechna 2 = 0, 1, 2, ... plati, jak se snadno
presvédCime (viz téZ pfiklad 9),

1 1
) )
<k—|—21> }_< (k>§l’

takZe pro kazdé £ = 0 je

< 50k,

50

Odtud vyplyva odhad

V?‘—?Z <_—>< 50) i< 0t =

=2,05.50m1

I pro pomérné malé hodnoty m dostaneme tak jiZ velmi
dobré piibliZzeni. Tak napf. pro m = 3 bude

V2 = (7/5) [1 + 0,01 + 0,00015 -+ 0,0000005] =
= 1,4 . 1,0101505 = 1,4142107

s péti spravnymi desetinnymi misty (s chybou zarucené
mensi nez 0,000033).

Vedle binomickych fad B,(x) hraje v teorii fad vyznam-
nou ulohu také fada E(x), kterou znime ze (43)
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Ex)=1+x+ 22!+ ... + bkl + ... 5 (43)

nyni si ji véimneme trochu podrobnéji.

V Sestém paragrafu jsme si ukdzali, Ze fada E(x) je ce-
listva. Vyplyva to ostatné téZ z obecného tvrzeni uvedeného
na konci $estého paragrafu a z toho, Ze fada (8) m4 kladny
polomér. Z ptikladu 11 dile vime, Ze plati D¥E(x) = E(x)
pro viechna & = 0, 1, 2, ..., a konecné ve cviteni 23 se
ukazuje, Ze plad E?(x) = E(2x). Odtud indukci snadno
dokéZeme platnost rovnosti

E*(x) = E(kx) (61)
pro viechna 2 = 0, 1, 2, ... Zcela stejn& viak také bude

E (% x> E (% x) — E(x), tzn. obecn& E¥(x/k) — E(x),

takZe fadu E(x/k) lze vzit za k-tou odmocninu z fady
E(x). Vztah (61) plati tedy obecnéji, totiZ

Er(x) = E(rx) 619

pro vSechna raciondlni nezaporni r. Neni viak t&Zké se
pfesvédCit, Ze E(x) . E(—x) = 1(x), tzn. %e E(—x) =
= E-1(x). Pfechodem k reciprokym faddm tak roz$ifime
platnost (61’) i na zdporna raciondlni r.

Vsechny tyto fady jsou oviem celistvé, nebot je dosta-
neme z E(x) substitucemi tvaru N(x) = rx; miZeme tedy
do nich libovolné dosazovat. Z (61") pak pti x = 1 plyne

rovnost
E(r) = [EQ)) (62)

pro vsechna racionalni r.

UkédZeme si ted, Ze (62) plati zcela obecné, bez omezeni
na raciondlni hodnoty exponentu. K libovolnému redlnému
Cislu ¢ si totiZ miZeme najit dvé raciondlni Cisla 7y, 79, tak,
Ze ry £ q = r; a pfitom je rozdil r» — r; libovoln& maly.
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Ponévad? ma fada E(x) vesmé&s nezaporné koeficienty,
plynou z r1 = ¢ = rz nerovnost E(r)) < E(q) < E(rs).
Zaroven vSak z Taylorovy formule (57) odvodime rovnost
E(r:) = E(r1) . E(ro — r1). Ponévadz 0 < 1/k! < 1 pro
vSechna & = 0, 1, 2, ..., dostaneme porovninim fady
E(x) s fadou (8) nerovnosti 0 < E(p) — 1 < p(1 — p)L,
platné pro viechna p zintervalu 0 < p < 1.Plip=r —n
mame tedy

E(rs) = E(r) . Bre—n) < E(n) + En) - 70—
takZe

[E = E(r) < E(g) <|E(rs) = [E(D]? <
[EQI + ¢, (63)

kde rozdil ¢ lze ulinit libovoln& malym, jestlize se s Cisly
7y, *= dostateCné pfibliZime Cislu ¢. Nerovnostem (63) viak
Ize vyhovéti jenom tehdy, bude-li i pro nase ¢ platit

E(g) = [ED)) . (62°)

Cislo E(1) se obvykle oznatuje prostym symbolem e;
jeho vyznam v matematice je tak obrovsky, Ze se ani ne-
pokousime jej néjak ocefovat. Misto (62") tedy piSeme
E(g) = en.

S Fadou E(x) jsou pfibuzné dvé& dalsi zajimavé Fady
Clxy=1—x22! 4 x*/4! — + ... 4 (—1)¥ x2%[2k! 4-. )

(64

Sx)=x— 233"+ x8/5! — + ... + (65)
+ (= Dk 22412k + 1) + ...
Jsou ovSem obé celistvé, jak snadno zjistime porovninim
s fadou E(x), a maji fadu zajimavych vlastnosti; napf.
plati

>

a
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DS(x) = C(x), DC(x) = — S(x) . (66)
Taylorova formule (57) pak d4va
C(a + x) = C(a) . C(x) — S(a) S(x) , (67)
S(a + x) = S(a) C(x) 4+ C(a) S(x) , (68)

takZe -
C¥(x) + S¥x) = I(x) , (69)
C(2x) = C¥x) — S2(x) , (70)
S(2x) = 2 C(x) S(x) . (71)

Ctenati se znalostmi z4kladd matematické analyzy patrné
védi, Ze C(q) a S(g) jsou hodnoty znimych funkci cosinus
a sinus: C(g) = cos ¢, S(q) = sin g pro viechna redlna q.
Jakmile je ndm tato souvislost znama, piestanou nis vztahy
(67) — (71) piekvapovat a dokdZeme snadno objevit a od-
vod.(it celou fadu dalsich ,,zndmych vztaha pro fady C(x)
a S(x).

Jak jsme se uZ jednou zminili v sedmém paragrafu, vy-
niknou hlubsi vlastnosti fad teprve v komplexnim oboru.
Tam se také objevi bezprostfedni souvislost fad C(x) a S(x)

s fadou E(x). Zkusme si — zcela formalné — provést do
rady E(x) substituci N(x) = ix. Rozkladem na redlnou
a imaginarni ¢dst objévime tak dobfe znamy vztah

E(@ix) = C(x) + 1 S(x) . (72)
Na podrobnéjsi studium fad v komplexnim oboru vsak
v této kniZce neni dost mista.
Za zminku snad stoji téZ fada L(x) z (49). D4 se ukazat,
Zepro |q| < 1lje L(q) = lg (1 + g). Jde o pfirozeny loga-
ritmus pii zdkladu e. Studium souvislosti fady L(x) s fadou

E(x) (jsou tzv. navzdjem inversni), jakoZ i studium obdob-
nych inversnich fad k faddm C(x) a S(x), a¢ velmi zajimavé,
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zietelné pfekrauje naSe moZnosti; Ctendfe, ktery by se
o Fadach chtél poucit podrobnéji, musime odkazat na uceb-
nici matematické analyzy, pfip. na klasickou soubornou
monografii Knoppovu (K. Knopp, Theorie und Anwendung:
der unendlichen Rethen).

Cuiceni .
26. Pomoci binomickych fad a identit

99.99 9800 300
= 777 2 = 2 -
70.70 9801 ° 3={7) 289 °

3
11 — 100'99 , 2=<%) 128

2

9 100 125 °
1000 1029
72 " 1000

vypoltéte ptiblizné hodnoty odmocnin 2, |3, |11,
3)/2, 3)/3.
27. Vypoltéte e = E(1) s pfesnosti na pét desetinnych
mist.
28. Dokazte nerovnosti
a)g <E(g)—1<4q1— g,
pro0 < g < 1;
b) E(q) > ¢*/k!
pro0 < ¢, k=0,1,2,...;
O Eg—1—qg<g2
pro0 < gq.
29. Vypoltéte nékolik vhodnych hodnot E(g) a vysetfete
prubéh funkce E(q) v intervalu — o < ¢ < .
30. Vypoctéte pfiblizné cos ¢, sin ¢ pro vhodné hodnoty
argumentu ¢ (napf. ¢ = x/6, apod.) a odhadnéte
piesnost vypocta.

3=
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31. Pomoci fady L*(x) = L(x) — L(—x) vypoctéte pfibliz-
né pfirozenj'r logaritmus Cisla 2 a urlete pfesnost vy-
poctu.

32. Obdobné jako v pnpadé rovnosti (62") dokaZte i pro
binomické fady, Ze rovnost By(¢) = (1 + ¢)7 plati
pro viechna redlnd p a pro |q| < 1.

33. Provedte si podrobné dikazy vztahti (67) a (68). Ne-
zdvisle na nich pak odvodte vztahy (69), (70) a (71).

111



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:23:42+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




