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I1I1.

VYTVORUJICI FUNKCE
A JEJICH POUZITI

1. Vytvofujici funkce, Mé&jme posloupnost reilnych
Cisel
Aoy A1 A2y « o .5 Aky . . . (1)
a pfedpoklidejme, Ze fada
AxX)=ay+ax +ax> + ... +apxb + ... =

L
= Z apxk 2)
k-0
ma kladny polomér ¢ > 0. Potom pro vSechna redlna
Cisla ¢ z intervalu —o < ¢ < p je definovdna hodnota A(¢)
fady (2). Tim je v tomto intervalu definovina jista funkce
| (@) = A(qQ). Funkci f nazveme wvyrvofujici funkei po-
sloupnosti (1); fadu A(x) budeme — ac to neni zcela ob-
vyklé — nazyvat také vyrvorujici fadou posloupnosti (1).
Jak vyplyva z definice pojmu poloméru fady, neni v pfi-
padé o < oo vyloueno, Ze existuji téz hodnoty A(p)
a A(— o), ptipadné jen jedna z nich, takZe definici funkce f
Ize rozsifit téZ o tyto krajni hodnoty. Pro |g| > ¢ ani A(g),
ani f(g) samozfejmé nedefinujeme. Je-li fada A(x) pfislusna
k posloupnosti (1) bandlni, byla by funkce f definovana
jen v jediném bodé ¢ = 0. Takovy pojem by zfejmé nebyl
moc uZiteCny, a proto v takovém pfipadé o vytvofujici
fu:ékci nemluvime ; pojem vytvofujici fady m4 oviem smysl
vidy.
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JestliZe je dana posloupnost (1) konec¢na, pfedstavujeme
si ji vidy doplnénou nulami (srv. prvni paragraf druhé
kapitoly); pfisluSnou vytvofujici fadou je pak zfejmé& mno-
hoclen, takZe vytvofujici funkce je definovina pro viechna
realnd ¢.

Pfiklad 1. Funkce f(q) = (1 4+ ¢)*, n = 0, celé je
vytvotujici funkci posloupnosti binomickych koeficientd

(Z),k:O, L2 oy

JestliZe je dand posloupnost (1) omezend, tzn. jestliZe
existuje kladna konstanta K takova, Ze nerovnost |az| < K
plati pro viechny Cleny ax (k = 0, 1, 2, ...) posloupnosti
(1), ma pfishuina vytvofujici fada (2) polomér rovny aspoil
1, takZe vytvofujici funkce posloupnosti (1) je definovana
alespont v intervalu —1 < ¢ < 1.

P¥iklad 2. Funkce f(¢) = (1 — ¢)7!, definovand v in-
tervalu —1 < ¢ < 1, je vytvotujici funkci posloupnosti

L,1L,1,...,1,... 3)

slozené ze samych jedniek. P¥islusnou vytvotujici fadou je
fada (11.8).

Zikladni pocetni operace s Fadami maji sva vyjaddfeni
v odpovidajicich operacich s jejich koeficienty. Ponévadz
operace dosazeni do fady respektuje pocetni operace s fa-
dami (viz druhy ,,axiém* v Sestém paragrafu druhé ka-
pitoly), miizeme formulovat nisledujici zdsady. _

Méjme diny dvé posloupnosti ay, a1, @2, ..., @k, ...
a by, by, bay, ..., br, ... s vytvofujicimi funkcemi f(q)
a g(¢), definovanymi (asponi) v jistém intervalu —a < ¢ <
< a, @ > 0 (za Cislo a lze vzit napf. mensi z poloméri
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fad A(x) = Zagx* a B(x) = Zbyx*). Potom funkce v(q) =
= f(g9) + g(q) je vytvotujici funkci posloupnosti ¢, c1,
€2, «-.5Cks ... takové, Ze ¢z = ax + by pro viechna k =
=0, 1,2, ... a funkce w(q)T= f(q) . g(g) je vytvoiujici
funkci posloupnosti dy, d1, da, . . ., dk, . . ., jejiz ¢leny jsou
dény vzorcem (I1.5).

P¥iklad 3. Necht je ddna posloupnost (1) s vytvofujlcx
funkci f(g), potom g(q) = (1 — ¢) . f(9) je vytvomllCl
funkci posloupnosti ag, (a1 — ao); (@2 — a1)s ..., (ar —
— ax_1), ... Funkce f a g jsou tu definoviny ve stejném
intervalu hodnot q. Obrécené pak funkce 4(q) = (1 — ¢)-1.
. f(¢) bude vytvotujici funkci posloupnosti sy, s1, 2, - - .5
Sk, ... postupnych souétd sy = ao + a1 + ... + a
k=20,1,2, ..., cleni posloupnosti (1). Funkce A(q) je
definovdna v priniku definiéniho intervalu funkce f(q)
s intervalem —1 < ¢ < 1.

Cuoident
1. Najdéte vytvofujici funkce posloupnosti
2k
2)1,2,6,20,70, ..., (5 ), ...

b)1,2,3,4, ...,k ...
c 14,916, . k2
d)1,8,27,64, ..., k3
a urlete téZ 1e11ch deﬁmcm intervaly.
2. Urlete posloupnosti, kterym odpovidaji vytvoiujici
funkce
a) flq) = (2 + 3¢)%;
b)flg) =1 —2¢)7%
) flg) = 2.
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3. S pouzitim vysledkid cvieni 1c, 1d odvodte vzorce pro
soucty druhych a tfetich mocnin pfirozenych cisel

Sa(n) =i B Sy(n) = Z B

2. Rekurentni vztahy. Pfi vy$etfovini posloupnosti
Cisel se Casto ocitime v situaci, kdy nezname vsechny jed-
notlivé Cleny posloupnosd, ale jen jisté vztahy mezi nimi,
oznacované obvykle jako wyrvdfeci zdkomy posloupnosti
nebo rekurentni vzorce, anebo téZ diferencni rovnice. Tyto
vztahy umoZiiuji sice postupné vypocitat viechny ¢leny
posloupnosti (tj. kterykoliv z nich), ale zpravidla je k urceni
jednoho ¢lenu tfeba nejprve znit viechny pfedchdzejici.
Dévime proto vétSinou piednost explicitnim vzorcum,
explicitnimu vyjddfeni obecného ¢lenu posloupnosti. Od-
vozeni explicitnich vzorci z rekurentnich byva pak vice ¢i
méné sloZitou zaleZitosti v zdvislosti na druhu danych re-
kurentnich vztaht.

Pfiklad 4. Znimym pfikladem je tzv. aritmetickd po-
sloupnost ay, ai, as, ..., ak, ... charakterizovand tim, Ze
rozdil (diference) dvou po sobé nisledujicich ¢lent je
konstantni:

ar.1—ay=d=%konst, k=0,1,2,... 4

Ze (4) oviem snadno odvodime explicitni vzorec a; =
=ay+ kd, k= 0,1, 2, ... Vidime, Ze k iplnému urleni
posloupnosti je vedle rekurentmiho vzorce (4) tfeba je§té

Y X

zndt pocitecni Clen a,.
P#iklad 5. Jinym znimym pfikladem je geometricka
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posloupnost by, by, b, ..., b, ... charakterizovana svym
vytvafecim zikonem &;,1 = ¢bx, ¢ # 0 (¢ = konst., je
tzv. kvocient geometrické posloupnosti). Explicitni vzorec
je zde b = bog*, B = 0, 1, 2, ...; potfebujeme tu opét
znat vedle Cisla ¢ také pocétecni ¢len posloupnosti b,.

Pfi odvozovani explicitnich vzorch z danych rekurent-
nich vztahi miZeme v mnoha pfipadech vyuZit téZ pojmu
vytvorfujici funkce, resp. vytvorujici fady posloupnosti. Ze
vztahll mezi ¢leny posloupnosti odvodime uréité podmin-
ky, kterym musi pfisluSna vytvofujici funkce, resp. fada
vyhovovat, podle nich najdeme vytvofujici fadu; cleny
posloupnosti se pak objevi jako koeficienty této fady. Hlav-
ni pfednosti takového postupu je jeho obecnost a urditd
mechanicnost, poskytuje nam takika ,,samolinny* algoritmus
pro feSeni daného tikolu. Nemdme zde moZnost (a ani to
neodpovidd cilim na$i kniZky) poustét se do rozvijeni
obecné, systematické teorie feSeni aloh tohoto typu, a tak
si tu jen osvétlime zdkladni myslenku pouZiti vytvotujicich
funkci na jednom konkrétnim pfiklad&, ktery je ostatné
sam o sobé zajimavy. Odvodime si explicitni vzorec pro
tzv. Fibonacciova &isla.

Posloupnost Fibonacciovych ¢isel (budeme si je znacit
Pos P1y P25 «..s Fks ...) j& ddna pomérné velmi jednodu-
chym vytvifecim zdkonem. Zalind dvéma jednickami, tzn.
po = @1 = 1, a kazdy dalii jeji €len je vidy souctem dvou
¢lent pfedchazejicich. Plati tedy

Pks2 = Qro1 + @r k=0,1,2,... (5)
Je to tedy posloupnost ¢isel 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89

y o
Ozna¢me si @(x) ptislusnou vytvorujici fadu posloup-
nosti Fibonacciovych cisel
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[o o]
¢’(x)=2¢kx"= 1+ x+2x2 + 3x% + 5x* + 8x5+ .
k=0

(6)

a poloZme pak A(x) = Zapx* = D(x) — x D(x) — x D(x).
Budeme hledat postupné koeficienty fady A(x). Ziejmé
)e ay = A(O) ¢(0) =g, =laddlea; = g1 — gg =
Prok = 2,3,4, ... plati pak ax = ¢r — ¢r_1 — @r_s2
takZe podle (5) je ar = O pro viechna k£ = 2. Je tedy A(x) =
= I(x), aviak A(x) = P(x) [1 — x — x2]. To viak znameni,
#e fada @(x) je reciprokd k fadé — mnoho€lenu 1 — x — x2.

Pfi urovini koeficienti fady &(x), tj. Fibonacciovych
Cisel ¢, miZeme dile postupovat dvéma zpusoby. Prvy
z nich spo¢iva v tom, %e mnohoClen 1 — x — x2? vyjadfime
ve tvaru soucinu dvou dvojc':lenﬁ

1_"—"2=<1 ]/5+1 )( /5—1")’

M

takZe fada @(x) bude také soucinem fad reciprokych k tém-
to dvéma dvoj¢lenam, tedy Fad

2 < "
y(x) = _1 +——V.5.+l 4 Z(— )k(Vs T

a

2 _CD
Box) = 1—V§_1x_ _Z(V5—1)” X

V soudinu @(x) = Pi(x) . Po(x) bude podle vzorce (II.5)
koeficient pfi x" roven souctu
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n

2n-4

S -
- 5+1y  (J5—1ns

=0
S (=1y —
“ 5+ 1y (5 — 1y

o =18y -+ VEm
_2:;( 411/) RS B

n

= 2n

4

=2 > (A -5y a+15m .

To v3ak 1ze podle vzorce (I1.13),kde polozime a = 1 + E
= 1 — |/5, psit té% jako
pon (LA 51— (1 — |51
14+1)5—-0a—15)

_L_[ <1+V§>n+1 B <I_V§>n+l]
=73 —5 3 .

Jiné zajimavé vyjidfeni Fibonacciovych Cisel dostaneme,
jestliZe si mnohoClen 1 — x — x2 pfedstavime jako vysledek
substituce mnohollenu N(x) = x + x2 = x(1 + x) do
mnohoclenu M(x) = 1 — x. Poné&vadZ k M(x) je reciproka
fada (I1.8), vidime, Ze

B(x) = Zr: N¥(x) = Z xk(1 + x)f = Z Z (?)xkﬁ_
-0 k=0 k=00 ©)

= (8)
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Koeficient pfi x* ve D(x), tj. Cislo ¢s, je tedy roven souctu

) "5 (10)

pfimy dikaz rovnosti vyrazu (10) a (8) by asi nebyl priavé
snadnou zéleZitosti.

Z divodd, které jsme si uvedli hned na zaddtku, musime
opustit tuto velmi zajimavou oblast aplikaci teorie vytvo-
fujicich funkci a spokojit se s jedinym podrobnéji prove-
denym pfikladem. Ctenife, ktery by se o rekurentni vztahy
a diferencni rovnice zajimal hloubé&ji, musime odkizat na
specidlni literaturu o diferen¢nim poctu.

Cuiceni '

4. Najdéte vytvofujici fadu obecné aritmetické posloup-
nost s po¢ite¢nim Clenem g, a diferenci d.

5. Uréete posloupnost by, b1, b2, ..., bg, ..., jestliZe
bp=1labyya=2br+1prok=0,1,2, ...

6. Najdéte obecny tvar posloupnosti ag, @1, a2, ..., Gk, . . .
s pocitetnim ¢lenem a, = O, jestlize pro &2 = 0, 1,
2, ... plad v nich rekurentni vztah tvaru a;.1 = ear +
+ B, kde a a B jsou pevna redlna Cisla, a = 0.

7. Najdéte posloupnost ag, a1, a2, .- .5 dk;, ..., Ve Které je
ay = 0, a1 = 2 a plati ax + %k = a2 pro viechna k =
=0,1,2,...

8. Najdéte vytvorujici funkci posloupnosti F(0), Fm(1),
Fu(2), ..., Fn(k), ...

3. Kombinace. JiZz ve druhém paragrafu prvni kapitoly
jsme si pfipomnéli, Ze se binomickym koeficientum (Z) )
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ver e 12 s 5o (™Y in nesox
0 < k < n, Tikd také kombinacni isla, protoze ( k) je pravé

pocet kombinaci k-té tiidy z # prvki. Tuto souvislost si
muZeme nizorné€ vyjadfit pomoci pojmu vytvofujici fady,
resp. funkce. Pro uréeni poctu kombinaci a podobnych
dal3ich vlastnosti je totiZ zcela lhostejné, z jakych ,,prvka“
vlastné své kombinace tvofime, z které mnoZiny je vybira-
me; rozhodujici je pouze jejich celkovy pocet, jejich vzd-
jemnd rozlifitelnost, jedinecnost ¢i opakovatelnost apod.
MiZeme tedy uvaZovat i takovy pfipad, kdy tvofime kom-
binace prvkti z dané mnoZiny v podstat& abstraktnich
symbold, s nimiZ zachizime podle urcitych obecnych
pravidel.

UkaZeme si to opét na konkrétnim pfikladé. Vezméme si
soufin 7 linedrnich dvoj¢lent v proménné x

Pe)=(1+ amx)(1 + asx) ... (1 + awx) , (11)

kde jsme pismeny a1, as, ..., ¢, 0znadili jistych n» nenulo-
vych redlnych Cisel obecné vesmés navzdjem ruznych,
o nichZ zatim nic dal§iho nepfedpoklidame. Vyraz P(x)
je zfejmé mnoho¢len stupné n v proménné x.

Rozepideme si soudin stojici v (11) vpravo; dostaneme
tak soucet 27 s¢itancd, z nich kaZdy je soucinem » faktort
vybranych po jednom z danych 7z dvoj¢lenti. Vybereme-li
ptitomz k (k= 0,1, 2, ..., n) dvojclentl faktor tvaru
ajx a ze zbyvajicichn — k& dvojclent faktor 1, dostaneme
Clen s x* opatfeny koeficientem, jenZ je sou¢inem vybrané
k-tice Cisel a;. Kazdé takové k-tici, tj. kazdé kombinaci
k-té thidy z n prvki ai, a2, ..., an odpovidd privé jeden
{len s x*. Mame tak

P(x) =1+ (12)
+(a1—+—a‘2\_+ -I—an)x—}—
+ (a2 + oz + ... + man + aay +
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+ ...+ apoan)x® + (alazaa + ayazay +
+ ...+ an2anaan)® + .

+a1a2...an.x" .

V mnohoclenu P(x) je tedy koeficient pfi x* (k = 0, 1,
2, ..., n) pravé soucet souini véech moznych kombinaci
k-té tfidy z prvkd ai, as, ..., an.

Ve vyrazech pro P(x) poloime oyni a = ap = =
= a, = 1. Podle (12) bude potom koeﬁc1ent pii Xk (k =
=0,1,2, ..., n) roven pravé poctu vsech kombinaci k-1é
tr"idy z n—prvkz‘i. Ziroven vsak podle (11) bude P(x) =

= (1 4+ x)», takZe koeficientem pfi x* bude &islo (Z) .
Zikladni myslenkou tohoto zpiisobu odvozeni vyznamu

n\ . c e e w1
( k) jakoZto kombinacnich Cisel je reprezentace procesu

tvofeni k-tic z dané n-prvkové mnoZiny pomoci procesu
vybirini faktort z jednotlivych clent nasobenych mnoho-
Clen. Tento proces vybéru si miZeme pfedstavit téZ ve
formé postupného #-nasobného rozhodovani. Bereme po-
stupné jednotlivé dvojéleny v soucinu v (11) a rozhodujeme
se pro jeden ¢&i dryhy ¢&len jakoZto faktor.

~ Stejného postupu lze uzit i ve sloZitéjSich pfipadech,
kdy mime na vybér vice neZ jenom dvé moZnost (prvek
a; zafadit nebo nezafadit). Vezméme si napt. soudin (pro
jednoduchost se omezime na dva prvky ai, az)

Q) = (1 + aix + ar®x?) (1 4 eox + a22x?) . (13)
Pti tvofeni jednotlivych Clenii pfi rozndsobeni

Q(JC) =14+ aix + azx + a:12x2 4+ a2®x% + wpasx® +
+ aZagx® + arag?x® + a2asx?xt

se rozhodujeme (postupné dvakrit) vzdy pro jednu ze tii
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moznosti: prvek a; (j = 1, 2) viibec nevzit nebo vzit v prvni
anebo ve druhé mocniné (tj. jakoby dvakrat). Koeficienty
piix* (k= 0,1,2,...,4) vmnohollenu Q(x), tj. v

Q(x) =1+ (al + az)x + (1112 + ajag 4 a22)x2 + (14)
+ (a12a; + a1a22)x® + a;2as?x?

nim pak reprezentuji rizné mozné zpusoby vybéru vidy
celkem k& prvki, pficem?Z jak prvek ai, tak také az se v nich
miuze objevit nulkrat, jednou nebo dvakrat.

Po dosazeni a; = a; = 1 dostaneme ve (14) jako koe-
ficient pfi x* (2 = 0, 1, 2, ..., 4) opét pocet téchto tzv.
kombinaci k-té tfidy s opakovanim (a to nejvyse jednim
opakovanim pro kazdy prvek) ze dvou prvku ai, as. Za-
roveni plyne z (13), Ze pak je Q(x) = (1 4+ x + x2)2 Po-
rovnanim obou vyrazi, resp. odpovidajicich si koeficientt
ziskame vyjddfeni isel udavajicich pocet pfislu$nych kom-
binaci.

Pi#iklad 6. M&jme tfi bilé, dvé Cerné a dv& modré
koule; z t&chto sedmi kouli vybereme tfi. Kolika rtznych
kombinaci barev mtZeme pfitom dosihnout? Jde o kom-
binatorickou ulohu klasického typu; jejim pievedenim na
problém vybé&ru faktori pfi ndsobeni tf#i mnohoclent dojde-*
me k soucinu

R(x) = (1 + bx + 2% + Bx%) (1 + cx + ¢22) (1 +

L mx + m?x2) ,

ve kterém nis zajimaji Cleny obsahujici x3. Dosazenim
b = ¢ = m = 1 dostaneme pak jejich pocet jako koeficient
pii x% v soucinu (1 + x + x2 + &%) (1 4+ x + x2)2 Vysled-
kem je v prvnim pfipadé&fsoulet ° + b2c + b2m + bc? +
+ bm? + cm? 4 c2m + bem; pro pocet barevnych kombi-
naci vychdzi pak 8.
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PFiklad 7. Hledejme pocet kombinaci k-té t¥idy s neome-
zenym opakovdnim z n proki, tj. poCet zpusobd, jimiZ lze
z n raznych prvki vybrat 2 ne nutmé riiznych. Obvyklym
postupem pfejdeme k vySetfovani koeficientl p¥i x* v sou-
¢inu

P(x) = (1 + a1x + a2 + ... + a™x™ + ...) (1 +
+ oapx + a2 L L amxm 4+ L) L (L anx

+an2x2+...+anmxm+ ...) . (15)
Dile jako obvykle poloZime a1 = a2 = ... = ap = 1 a vi-
dime, Ze pak
Py=(14+x+x2+ ... +xm4 .. p=(1—x)"=
== B_n(_x) .

Koeficient pfi x* v fadé B_,(—x) je oviem

—n n+k—1
() =CTE )
— viz vzorec (I1.18); pro pocet kombinaci 4-té tfidy s ne-
omezenym opakovanim z » prvki mdime tedy vyraz

(Y.

Cuoiceni

9. Urcete pocet kombinaci $esté tfidy s libovolnym opa-
kovinim ze tfi prvkd, jestlie se v kaZdé kombinaci
vyskytuji vZdy vSechny tfi prvky.

10. Urcete pocet kombinaci ¢tvrté tiidy z » prvki, jestlize
se kazdy prvek vyskytuje v kaZdé kombinaci vidy v su-
dém poctu exempldfu.

11. Z péd prvka a, B, y, 0, ¢ tvofime kombinaci s opa-
kovanim, vyhovujici témto podminkim:
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a) Prvky a, 8, y se vyskytuji v sudém, é a ¢ v lichém
poltu exemplari.

b) Poclet exemplaft prvku a je vidy alespoii dvoj-
ndsobkem poctu exemplafd prvku 4.

c) V kombinaci nejsou nikdy prvky « a f soucasné,
prvky a a y jsou pEitomny soucasné jen tehdy, kdyZ je
pfitomen téz prvek o.

d) Je-li v kombinaci sudy pocet exempldfu prvku a,
je v ni lichy pocet exempliftt prvku g a obricené;
prvek o0 je piitomen nejvySe ve dvou exemplifich,
prvek ¢ nejvyse v jednom.

Urcete jejich pocty.

12. Urcete pocet kombinaci k-té tfidy z » prvka takovych,
Ze v kombinaci je vidy m prvka ve dvou exemplafich
an — 2m prvka v jednom exempldfi (0 =< m < 2m =
< n).

13. UkaZte, Ze pocet kombinaci k-té tfidy z » prvki tako-
vych, Ze v kombinaci je vZdy jeden prvek v p exempla-
fich an — p prvkia v jednom exemplafi, je din souctem

B GED -+ GED

0<p <kt

4. Exponencidlni vytvofujici funkce. V prvni kapi-
tole jsme si v souvislosti se studiem normalnich soustav
mnohoclent vedle obycejnych koeficienti mnoho¢lent
zavedli téZ obecnéjsi pojem koeficientii vzhledem k urlité
normdlni soustavé (viz paragraf 6 prvni kapitoly). Také
tento pojem bychom mohli rozsifit z mnohoclent na fady.
Pfi dané normdlni soustavé mnohocleni Pi(x), 2 = 0, 1,
2, ..., vyhovujicich zndmym podminkim (i), (ii) a (iii)
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bychom studovali ,,fady vzhledem k dané normadlni sou-
stave€, tj. vyrazy tvaru

€0

Ax) = z arPi(x) . (16)

k=0

V obecném pfipadé bychom vSak brzy narazili na dosti
vaZné potiZe, napf. pfi vySetfovini operace dosazeni do
fady. Existuje viak jeden specidlni pfipad, kdy fady tvaru
(16) skutené pouzivime. Je to pfipad normalni soustavy
mnohollent Pi(x) = x¥/k\, k =0, 1, 2, ..., ktery je cel-
kem jednoduchy, takZe ho dokidZeme zvlidnout i nasimi
pomérné omezenymi prostfedky, a ktery pfitom vede
k velmi uZitenym vysledktim.

Mé&jme tedy znovu posloupnost redlnych ¢&isel (1) a vedle
jeji vytvoFujici fady A(x) dané vzorcem (2) vezméme fadu

G(x) =ag+ a1x + ax?2! + ... 4 apx¥fkl 4+ ...; (17)

nazveme ji exponencidlni vyrvofujici fadou posloupnosti (1).
Polomér fady G(x) neni oviem nikdy mensi neZli polomér
fady A(x), ba dokonce vime (viz konec 3estého paragrafu
druhé kapitoly), Ze fada G(x) je celistva, jakmile md fada
A(x) kladny polomér. MiZe se dokonce stat, Ze fada G(x)
ma kladny polomér, i kdyZ fada A(x) je banalni. Do fady
G(x) miZeme tedy dosazovat stejné dobfe a obvykle pod-
statné lépe (tj. s men§imi omezenimi) neZ do fady A(x).
Funkce g(¢) = G(q), kterou si takto (pro ¢ mensi nezli
polomér fady G(x)) muZeme definovat, se nazyvi expo-
nencidlni vyrvotwyici funkci posloupnosti (1); jeji definicni
interval obsahuje (a obvykle dokonce presahuje) defini¢ni
interval vytvofujici funkce posloupnosti (1). Neni tézké
udat pfiklad posloupnosti, kterd nemd vytvorfujici funkci,
ma viak exponencialni vytvorfujici funkci.
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Piiklad 8. Posloupnost 1,1, 1, ..., 1, ... m4 za expo-
nencidlni vytvofujici fadu celistvou fadu E(x); pfisluini
exponencidlni vytvofujici funkce je g(g) = e¢ (viz osmy
paragraf druhé kapitoly).

Cuideni

14. Najdéte exponencidlni vytvofujici fady a funkce po-
sloupnosti
a)0,1,2,3, ...,k ...,
5)0,1,4,9, ...k,
) 0,2.6, ..  kt— ks .

15. Na;dete posloupnost, )e)li exponencidlni vytvofujici
funkci je g(g) = (1 + ).

16. Jaké operaci s posloupnostmi odpovidd a) sCitdni, b)
nasobeni jejich exponencidlnich vytvofujicich funkci?

17. Dokazte, Ze exponencidlni vytvofujici fadou posloup-
nosti Stirlingovych &isel druhého druhu je

oC.

Hi(x) = Z S(n, k)xnn! = [E(x) — 1]¥/k!

n=-0

5. Permutace a variace. Pfi tvofeni kombinaci k-té
ttidy z » prvkd, tj. pfi vybirdni 2-tic prvkd z dané n-prvko-
vé mnoZiny, nerozliSujeme vysledné kombinace podle po-
fadi, v jakém byly jednotlivé prvky vybrany. Také soucin
(11), jehoZ jsme uZili ke stanoveni poctu kombinaci, je ne-
zavisly na pofadi, v némz jsou jeho initelé zapsdni; na-
sobeni je komutativni operace.

Jestlize tedy chceme pfi postupném vybirdni prvki
z dané mnoZiny rozliovat také pofadi (v takovém p¥ipadé
uZ nemluvime o kombinacich, ale obvykle o variacich nebo
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0 usporadanych vybérech), musime postup uvedeny ve
tfetim paragrafu obménit tak, aby pofadi respektoval.
Cesta vedouci pfes zavedeni nové, nekomutativni operace
je sice moznd, ale nepfili§ schiidnd. Spokojime se proto
takovou 1pravou, kterd dovoluje urcit poCet uspofddanych
vybéru, ale nedavd jejich uplny vycet tak, jak jsme to
u kombinaci vidéli v (12).

Z elementirni kombinatoriky vime, Ze pocet permutaci
n prvki, tj. polet riznych zplsobd, jimiz lze uspofidat »
navzijem rozliSitelnych prvki, je din Cislem n! = Fy(n).
M¢jme opét n ruznych ,,Cisel” ai, ao, ..., az a utvofme
z nich viechny kombinace %-té tfidy. Jejich polet se nim
objevi v (12) jako koeficient pfi x* po dosazeni a; = az =
= ... = ay = 1. AvSak kaZdou takovou k-tici rznych
prvku miZeme uspofddat k! riznymi zpisoby. Polet va-
riaci k-té tfidy je tedy k! krat vét$i. Vyjadiime-li si tyz
mnohoélen (12) vzhledem k normdlni soustavé mnoho-
¢lent xm/m! (m = 0, 1, 2, ...), bude novy koeficient pfi
x%/k] pFirozené& privé k! ndsobkem ptivodniho koeficientu
pfi x*. Pfechod k soustavé xm/m! (m = 0, 1, 2, ...) zna-
mend pfechod od vytvorujicich fad a funkci k exponencidl-
nim vytvofujicim faddm a funkcim; ukdZeme si, Ze expo-
nencidlni vytvotujici fady a funkce tvofi pfirozeny nistroj
vysetfovani usporédanych vybéru.

Podlve)me se jeSté na ponékud obecné)m ptipad tzv.
variaci s opakovdnim, kdy mame pfi vybéru k dispozici
vice exempldfl stejného prvku. Vezmeme-li takové stejné
prvky do vybéru, nedokaZeme je pak rozlisit. Existuje napt.
jen jeden zpiisob, jak z n stejnych prvki vybrat A-tici, nebot
zde pofadi viibec nerozhoduje. Ma-li se pocet uspofdda-
nych vybéra (variaci) objevit jako koeficient pfi x¥/k! (k je
pocet vybranych prvki, ,.tfida“ variace neboli ,,rozsah*
vybéru), musi byt v pfipadé nerozlisitelnych prvki tento
koeficient rovny 1. To tedy znamend, Ze misto soulini
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tvaru (13), (15) apod. musime pfi vySetfovani variaci brit
podobné souciny mnohoclen, jejichZ koeficienty vzhledem
k normalni soustavé mnohoclent x™/m! (m = 0,1, 2, ...)
jsou rovny 1. Mame-li tedy napf. po dvou exemplafich
dvou riznych prvkd a; a as, vezmeme misto (13) soudin

(1 + aaix + a2x2/21) (1 + aex + a22x2/21);  (18)

po roznisobeni a dosazeni @y = az = 1 dostaneme odtud
skutecné polty variaci tfidy &2 = 0, 1, ..., 4 jako koefi-
cienty (vzhledem k soustavé x™/m!) mnohoClenu

1+ 2x + 4x2/2! + 6x3/3! + 6x4/4!

PFiklad 9. Ze dvou prvku a; a az tvofme variace paté
tHdy s podminkou, Ze se v nich prvek a; objevi v lichém
poctu exemplafd a prvek az nejvyse dvakrat. Pocet variaci
tohoto druhu dostaneme z koeficientu pfi x°/5! v sou¢inu

(arx + a23[31 + ax3/50) (1 + agx + an2x22) .

Snadno se vidi, Ze tento koeficient je

5| 352
a® + IET
takZe po obvyklém dosazeni a; = a2 = 1 vyjde pro hledany
pocet vysledek 11.

Podobné se postupuje i v obecnéjsich a sloZitéjSich pFi-
padech. Princip pouZiti exponencialnich vytvofujicich fad
pro studium variaci je snad z uvedenych pfikladt dosta-
teCné patrny. Pfi tro$e cviku neni ani nutné vypisovat ve
vychozich mnohoClenech, resp. fadich dané prvky aj,
az, ..., a je mozno psit rovnou souciny po dosazeni a; =
= a2 = ... = 1. Na rozdil od pfipadu kombinaci nim

128



totiZ rozpis soucini stejné nedd vycet variaci, ale jen jejich
pocet.

Viimnéme si je§t€ dvou specidlnich a vlastné témé&F tri-
vidlnich vysledku.

Koeficient pti x*/k! v mnohoélenu (1 + x)7 je k! (Z) =
= Fi(n); to je pocet variact (bez opakovdni) k-té t¥idy z n
proki.

Pocet variact k-té tiidy z n proki s ibovolnym opakovinim
dostaneme jako koeficient pfi x*/k! v fadé

1+ x4 222+ ...+l + ...

Vyraz v zdvorce vSak neni nic jiného neZ naSe zndma fada
E(x); podle (I1.61) je [E(x)]» = E(nx) a hledany koeficient
je tedy n*. Variace s neomezenym opakovinim lze oviem
vyjadfit téZ jako prvky k-té kartézské mocniny dané »n-prv-
kové mnoZiny a ta md ovSem n* prvku.

Na z4vér je§té poznimku k terminologii. Permutace
v obvyklém smyslu jsou zvliStnim pfipadem variaci (va-
riace n-té tfidy z n prvki), takZe pro né nemusime odvo-
zovat zvli$tmi vzorce. Tato souvislost vede dokonce né-
které matematiky k tomu, Ze oba pojmy ani nerozli§uji
a uZivaji jednotného ndzvu permutace; z tradi¢nich diivodi
jsme se zde pfidrZeli terminu variace. Ndzev uspofddany
oybér m4 svilj plivod v matematické statistice.

Cuoileni
18. Vypiste si explicitn€ vSechny variace ze soucinu (18)
i 11 variaci paté tfidy z pfikladu 9.

19. Provedte si cviéeni 9—12 s tou zmé&nou, Ze misto kom-
binaci hledite variace.
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6. Rozklady ¢&isel. BudiZ » pfirozené Cislo. Rozkladem
Cisla n budeme rozumét kardé jeho vyjidfeni ve tvaru
soultu pfirozenych s¢itanct

n=a+ta+ ... +am, (19

pfi¢emZ nerozliSujeme rozklady liSici se jen pofadim sci-
tancl. (Pro jednoznacnost je tedy vhodné pfedpoklidat
azZa=...=2an=1)

Priklad 10. Existuje pét rozklada cisla 8 na Ctyhi séi-
tance:

Il II

54+1+1+1 8
3+34+1+1 8

8=2+2+2+2,
a dva rozklady na Sest s¢itanct:

8=3+1+14+14141,
8§=24+24+14141+1.

Ke stru¢néj§imu vyjddfeni rozkladii se obvykle pouiva
symbolického zdpisu, kde s¢itini je nahrazeno nisobenim.
Tak napf. rozklady z pfikladu 10 se stru¢né zapi$i jako
5.1%,4.2.12,32.12,3.22, 1,24 resp.3. 15,22, 14
Nékdy je vhodné pfipustit téZ nulové exponenty (znamenaji
oviem, %e se pfisluSny sCitanec v rozkladu nevyskytuje)
zvl4§t€ tam, kde nevime pfedem, jaké hodnoty séitancu
se ndm v rozkladu objevi; napf. 5. 4% .32 . 20, 12 znadi
rozklad 5 . 32 . 12, tedy

3=5+3+3+1+1.

Oznacime si P7 poet viech riznych rozkladda Cisla »

na pravé m sCitanct a P, poCet v§ech rozkladi » bez ohledu
na pocet s¢itanct. Plati zfejmé
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Pl=1, Pr=1 (20)

Pn=Pn1+Pn2+...+P:. (21)
Snadno se dokdZe platnost zajimavého vztahu
Pl + P2+ ...+ Pr=PF* 1<k=n. (22)

nt+k?
Skute¢né, leva strana (22) vyjadfuje pocet rozkladu Cisla »
na nejvyse k s¢itanch. Vezméme si takovy rozklad

n=at+a+...4+am, m=k,

kdea; = a2 = ... = an = 1 a v pfipadé m < k si jej
dopliime formdln€ nulami na soucet prdvé k sitancu

n=at+a+...+am+amn+ ... +ar,

ama = ... = ax = 0. ZvySime-li ted kaZdy sCitanec o 1,
dostaneme zfejmé rozklad

n—l'—k=(a1—{—1)-|—(az+l)+...+(a;,+l)

Cisla n + k na privé k sCitanch, pFiCemZ opét plati nerov-
nosti(a1+ 1) = (a2 + 1) = ... = (ax + 1) = 1. Naopak
z kaZdého rozkladu ¢isla » 4 % na prdvé k kladnych sci-
tanct dostaneme ode¢tenim 1 od kaZdého z nich rozklad
Cisla # na nejuyse k kladnych séitanct. Pfitom je vidét, Ze
toto pfifazeni je vzdjemné jednoznaéné. Dva rtzné roz-
klady Cisla # se nutné li§i v n&kterém ze s¢itancd, ale pfi-
¢teni jednotky ke viem scitanctim tuto nerovnost zachovd,
a podobné obricené; tm je rovnost (22) dokizina.

K ureni ¢isel P, a Py™ uZijeme vytvofujicich fad. Vez-
méme si opét naSe abstraktni prvky — Cislaai, as, ..., as
a utvofme soucin
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A+ ax + 2% + ... 4 akxk 4+ ) (1 F a4+
Foaet A ...+ aga® 1) . (L4 ag®® + ag?at 4 ...) ...
co (1 4+ anx® 4 ap2x? 4+ . ..) . (23)

Po rozndsobeni dostaneme jako koeficient pfi x%, 0 < &k <
< n, souet vyrazi tvaru

@ a3 ., apds , (24)

kdea;(j= 1,2, ..., n)jsou celd nezdporn4 ¢isla, pro kterd
plad

ai+2a+3a,+ ... +tnan=F%k. (25)

Ptitom jsou vyrazy (24) v koeficientu pti x* vesmé&s navzi-
jem ruzné. Avsak kazdému vyjadfeni ¢isla % ve tvaru (25)
lze, a to vzdjemné jednoznacné, pfifadit rozklad Cisla k&,
totiZz rozklad n%: (n—1)%-1 ... 2% 1°1 , resp.

k=n+n+...+n+

an
=Dt o—1)+
Qn_1
+...242+ ... +2+
az
—I—l-{—-u_’
a

Nyni jiZ zbyvé jen poloZit jako obvykle aj = a3 ... =a, =
= 1 a koeficient pfi x* ndm uda pravé pocet Pi viech roz-
kladu ¢isla k.

V soutinu (23) odpovid4 Cinitel tvaru
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1 + anx™ + am®x®™ + ... + andx™ + ... (26)

vyskytim scitanc velikosti m ve vysledném rozkladu. Po-
névadz se v rozkladu ¢isla 2 < 17 nemuizZe objevit séitanec
vét§i neZ », mohli jsme se pfi urCovani P (1 < k2 < n)
omezit na »n Ciniteld. Kdybychom chté&li vy]édht na;ednou
vechna Py jako koeficienty jediné fady, museli bychom
misto (23) vzit vlastn& soucin nekoneén& mnoha fad tvaru
(26) prom = 1, 2, 3, ... Souliny nckonecné mnoha fad
jsme si sice ve druhé kapitole nedefinovali, ale — jak jsme
ostatné pravé vidéli — v naSem pfipadé staci vzit pro kazdé
pevné % jen konmecny pocet Cinitelti, abychom mohli vy-
pocitat koeficient pfi x*. Z ostatnich fad (pro m > k) uz
stejné musime vzit jen prvni ¢len, totiZ 1, jako faktor a (ob-
dobné jako v nafem prvnim ,axiému‘ o dosazovini do
fad) je pfirozené poklidat soucin i nekoneéné mnoha jed-
ni¢ek za rovny 1.

Pti £ > n nebude koeficient u x* v (23) roven P, ale bu-
de, jak snadno nahlédneme, udavat pocet rozkladi éisla k na
séitance nejvyse rovné n, coz je jisté také zajimavy vysledek.
Souciny tvaru (23) miiZzeme ostatné i jinak modifikovat
obvyklymi zpisoby, chceme-li dostdvat jen rozklady vy-
hovujici dal§$im omezujicim podminkim. Tak napf. pro
stanoveni poc':tu rozkladu cisla » na soucty vyhradne li-
chych séitanct sta¢i najit koeficient pfi x* v souinu fad
(26)prom =1,3,5,...,2k 4+ 152k +1 =n <2k + 3.
Kazd4 fada tvaru (26) je oviem reciprokd k mnohoclenu
(1 — amx™), takZe misto toho miZeme psit kratceji

A — ax)? (1 — age®)? ... (1 — ageax®)1,  (27)
resp. jiz bez am

(I —x)1 (1 — 231 ... (1 — x2etl)-1 | 27)

Priklad 11. Vezméme si rozklady s vesmé&s rtznymi
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s¢itanci. Vynechdme-li v fadich (26) &leny odpovidajici
opakovini téhoZ scitance, dostaneme misto (23) soufin
dvojclenu ’
(I 4+ ax) (1 + aex?) ... (1 + apxn) ,

resp. po dosazeni a1 = az = ... = ay = 1 soucin

A+x0+x2)...(0+ x) . (28)
Koeficient pfi x%, 1 < k < n, v (28) udava pocer rozkladi
éisla k na vesmés rizné scitance.

Teorie rozkladd pfirozenych Cisel na s¢itance tvofi velmi
zajimavy a pomérné rozsahly oddil kombinatoriky, z n€hoZ
jsme si tu mohli ukdzat jen velmi mdlo. Lze vsak doufat, Ze
hloubavy ctenaf bude ve studiu rozkladt pokracovat samo-
statné i ddle. Pfipomefime jenom, Ze vytvorujici funkce
nejsou jedinym vhodnym néstrojem k vySetfovani rozkla-
did. Mnohé jejich vlastnosti lze velmi snadno odvodit
grafickymi metodami.

Jestlize rozliSujeme vyjadfeni (19) LliSici se pofadim
sCitancii, nemluvime o rozkladech ¢isla », ale o jeho kompo-
zicich. Da se dokdzat, Ze existuje pravé (; _ }) kompozic
¢isla n s m sCitanci. PEislu§na vytvofujici fada je

o
'; (:::: 11>x" =2l —x)"m=x+x+ ... +
+xk 4 )m (29)
Cuiceni
20. Kolik existuje rozkladu Cisla 11 na tfi sCitance ?
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o wis

21. Kolik existuje rozkladi ¢isla 12 na pouze sudé s¢itance ?
22, VypiSte si vSechny rozklady a vSechny kompozice
Cisla 5. Jak zavisi pocet kompozic na poctu rozkladii?

23. Kolik existuje rozkladd cisla 19 na lichy podet sci-
tanca?

24. DokaZte, %e pocCet rozkladi Cisla » na vesmés rizné
s¢itance se rovnd poctu rozkladid &isla 7 na liché sci-
tance.

25. Sestavte si tabulku Cisel P* pro 1 < &k < »n < 8.

26. Dokazte, Ze P* je také polet rozkladl Cisla 7 s nej-

vétsim sCitancem rovnym &.

27. DokaZte, Ze koeficient pfi x* v souinu
(l—x)(l—x2) (l—=2xm), m=n,
se rovna (—1)%, ]e-h n tvaru (3k2 4+ k)/2, a nule vostat-
nich pfipadech.

28. Oduvodnéte obvyklym postupem, proc je vytvofujici
fadou pro pocty kompozic prave (29).

29. Ukazte, Zze pocet kompozic Cisla # s m séitanci rovaymi
nejvySe k se rovnd koeficientu pfi x* v mnohoclenu

(x 4+ 22+ ... + xF)m,

7. Rozmistovaci tlohy. S rozklady a kompozicemi
cisel souviseji dost vzce téZ kombinatorické tlohy zniamé
jako ulohy o rozmistovani pfedmétu v prihradkiach. Méjme
n riznych pfedméti a r pfihradek, kazdy pfedmét umisti-
me v (pravé) jedné pfihradce; kolika riznymi zpisoby lze
toto rozmisténi provést?

Nepfipojime-li Z4dné dal$i podminky, je odpovéd na
tuto otazku pomérné jednoduchd: pro kaidy piedmét
mdme r moZnosti umisténi, celkem tedy r».

Proces umistovani pfedmétt do pfihrddek si ostatné
muZeme pfedstavit také jako postupné vybirdni pfihradek.
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Bereme jeden po druhém jednotlivé pfedméty a kazdému
vybereme jednu pfihrddku; jde tedy o #-ndsobny uspofi-
dany vybér z »r moZnosti s libovolnym opakovanim. Takovy
vybér jsme si uZ popsali v patém paragrafu, kde jsme také
dosli ke stejnému vysledku 7.

Misto o vybirani pfihrddek pro pfedméty muZeme oviem
opét uvaZovat o vybirdni jednotlivych faktord z rtiznych
¢initeld v soucinech mnohoélend, resp. fad. Vezméme si
soufin » stejnych vyrazi tvaru a; + az + ... + ar, tedy
vlastné n-tou mocninu

(m+at...+ar=@+at+... +a)(aa+a+
—I—...—I—af)...(al—f-ag—{—...—i—a,), (30)

kde ai, az ..., ar jsou op&t znimda abstraktni ,,Cisla*’.
JestliZze soucin (30) rozepiSeme, dostaneme soucet celkem
r® &lenl, z nichZ kazdy je soulinem 7 faktori — Cisel
ay, @z, ..., @ —, vybranych vidy po jednom z kaZdého
z n Ciniteld soucinu (30). Souvislost s problémem roz-
mistovini je zfejmd. Umisténi &-tého (k = 1, 2, ..., n)
pfedmétu do j-té (j = 1, 2, ..., ) pfihrddky odpovida
volba faktoru a; z A-tého Cinitele soucinu (30). Toto pfi-
fazeni jednotlivych ¢lend rozndsobeného soucinu (30)
riznym zpusobim rozmisténi » pfedmétu v r pfihradkach
je vzijemné jednoznalné, a proto je také celkovy pocet
Clent rozndsobeného soucinu roven po¢tu vSech moznych
rozmisténi, totiZ r”; Cislo »* dostaneme z (30) obvyklym
zpusobem, tj. dosazemm ag=dag = ... = ay =

Ze soulinu (30) v§ak muZeme ziskat i zajimavéjsi vysled-
ky. V rozepsaném soudinu se budou opakovat nékteré
stejné ¢leny (ndsobeni je komutativni a asociativni operace);
slou¢ime-li je, mtZeme (30) psit ve tvaru

(ar + a2+ ... + a)r =

= X C(al, azy, ..., a,) o191 0282 ... Zydr (31)
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kde ai, as, ..., ar jsou celd nezipornd {isla se soultem
ata+...+a=n,; (32

sitd se pfes vSechny moZné takové r-tice. Koeficienty
C(ai, as, ..., ay) jsou rovnéZz celé, nezdporné a vyjadiuji
vidy pocet téch clenii roznisobeného soucinu (30), které
maji pravé tvar oidixed: ... a4 § danymi exponenty
ai, as, ..., ar. V interpretaci rozmistovaci lohy je tedy
Clai, as, ..., ar) pocet zpusobi rozmisténi rakovych, Ze
© J-té pfihrddce je pravé a; pfedmérit, j = 1,2, ..., r.
Hodnoty koeficientt C(as, as, ..., ar) Ize uréit celkem
snadnou elementarné kombinatorickou vahou (jde v pod-
staté o permutace s opakovinim), kterou viak pfenechd-
viame Ctendfi. (UkdZeme si ostatné je§té jiny zpusob od-
vozeni.) Jest
(@a+a+ ...+ an)!

a1!a2! e a,!

(33)

Clay, azy ... ar) =

Cisla C(ay, ag, ..., a) jsou zfejmou obdobou binomic-
kych koeficienti, jeZ jsou ostatné jejich specialnim pfi-
padem pro r = 2;

Cla, az)zﬁﬂ - (al + az) <a1 + az) )

al!az!

Nazyvaji se t€Z multinomické &i polynomické koeficienty
a znaci symboly

Cla, asy ... ar) = <a1 a2" a,) .

Rovnost (31) je vlastné vzorcem pro n#-tou mocninu r-¢lenu,
tedy zobecnéni binomického vzorce (1.3).

Dosadime-lido (31) &1 = az = ... = a, = 1, dostaneme
rovnost
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Y Clay azy ... a;) =1 (34)

(s¢itdni probihd opé&t pres vsechmy r-tice neziapornych
celych Cisel a1, az, ..., ar, vyhovujici (32)). Vztah (34) je
obdobou a zobecnénim rovnosti (I.6).

Sviij vyznam mé téZ pocet sCitanci v souctu v (34).
Snadnou tvahou zjistime, Ze to je pravé poler kompozic
cisla n s nejvyse r séitanci (tj. s r s€itanci, z nichZ oviem
nékteré mohou byt nulové). Podobné jako pfi odvozovini
rovoosti (22) pak shledime, Ze tento pocet je roven

(n + ;— 1)- Ke stejnému vysledku miZeme ostatné

dojit, jestlize si uvédomime, %e kompozicim, v nichZ na
rozdil od obvyklé definice pripustime i nulové scitance,
odpovid4 namisto (29) vytvorujici fada
A+x+22+...+xk4+ .. )2=0—2x)m; (35
potom jiZ staci jen uplatnit rovnost (1I.18).

Vratme se vSak k na$i rozmisfovaci itloze a podivejme se
na riizné zpusoby rozmisténi z hlediska jedné urcité pfihrad-
ky, napf. r-té. VSechna moZnd rozmisténi si uspofadame
podle po¢tu pfedméty, které v ni umistime. MaZe tu byt
0,1, 2, ..., n ptedmétd. Je-li v r-té pfihrddce pravé k
pfedméti, je zbyvajicich » — k pfedmétd rozmisténo (li-
bovoln¢) v ostatnich r — 1 pfihrddkich. PEitom & pfedmét

z n lze vybrat (Z) zpusoby.

Piejdeme-li znovu od pfihradek k soucinu (30), ktery si
po rozndsobeni uspofiddme podle mocnin &isla «,, vidime
na zdkladé pfedchozi avahy, Ze ma platit

(+as+ ... + a) = ' (36)
= Z (Z) ark((ll + a2 —‘l— e + ar_l)n_k .
k=0
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To je ovSem jen bezprostfedni dusledek binomického
vzorce. Rovnost (36) nds vSak zdroveni pfivddi na mySlenku
neuvazovat vyraz (30) izolované, ale — jak jsme to b&Zné&
délali pfi pouZiti metody vytvofujicich fad — brat jej jako
koeficient pfi x*/n! v exponencidini (srv. cviCeni 16b) vy-
tvotujici fadé

Z (a1 + a2 + ... + a)* x/n! (37)
n—0

V fadé (37) snadno poznime znamou fadu E(x) z (I1.43),
tedy '

0
Z (a1 + az + ... + a)® x2n! = (37)
n=0

= E[x(a1 + oz + ... + an)] ;

podle zndmych vlastnosti fady E(x) lze (37) napsat téZ jako
soucin

Elmx + axx + ... + ax) = E(a1x) E(asx) ... E(ayx) .
(377)

UkdZeme si ted, Ze fada (37) ma skute¢né vyhodné vlast-
nosti pro studium rozmistovaci ulohy. MiZeme totiZ z ni,
resp. z jejich modifikaci snadno ziskat vzorce pro podlty
nejen viech moZnych zplsobi rozmisténi, ale i pro polty
rozmisténi vyhovujicich uréitym dodateénym podminkam.

Pfiklad 12. Mé&me tfi pfihradky a pét pfedméti.
Kolika zpisoby lze provést jejich rozmisténi tak, aby Zddna
z pfihridek nezistala prizdnd? Vedeni analogii s postupy
uplatnénymi v pfedchizejicich paragrafech dospé&jeme
k zivéru, Ze podminka neprdzdnosti pfihradek se projevi
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vynechdnim absolutniho ¢lenu ve faktorech E(a;x) soucinu
(37"), takZe hledand rozmisténi nalezneme pomoci koe-
ficientu pfi x%/5! v sou¢inu

[Basx) — 1] - [Eaex) — 1] . [E(oyx) — 11 ;
piimym vypoctem snadno zjistime, Ze timto koeficientem
je vyraz

3—; (mazag® 4 araz®ay 4 aiPazay) +
5!
+ 51T (a1a22a32 —+ a12aga32 -+ a12a22a3) .

Dosazenim a1 = a2 = a; = 1 pak nalezneme hledany
pocet zpisobd rozmisténi: 3 . 5!/6 + 3 .5!/4 = 60 +
+ 90 = 150.

Dalsi obdobné ulohy s riznymi omezenimi (nékolik jich
je uvedeno v pfipojenych cviCenich) dokdZe uZ Ctendf
jist& rozfeSit sdim. UkaZme si tu je$té na zdvér, jak lze
analyzou koeficientu pfi x?/n! v (37) odvodit vzorec (33).
V (37) je timto koeficientem soucin (30), ktery lze vyjadfit
ve tvaru sou¢tu (31). Naproti tomu z vyjddfeni (37"') vidime,
Ze po provedeni ndsobeni dostaneme jako koeficient pfi
x® soulet soucini koeficient pfi x# v fadach E(a;x), j =
= 1,2, ..., r; scitd se opét pfes viechny r-tice celych
nezipornych Clisel ai, a2, ..., a; spliujicich (32). Pii
urditych pevnych hodnotich Cisel a; to bude

(a1a1/ar!) (aza:/as!) . .. (as9rfa,!) =
= a14a9; ... ardr(all az! e ai’!)‘l .

PonévadZ hleddme koeficient pfi x#/n!, musime vysledek
ndsobit je$té n!; odtud viak jiZ bezprostiedné plyne rovnost
(33).
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Piitomnost faktoridld »! v (exponencidlni) vytvotujici
fadé pro rozmistovaci ilohu odpovidd pfedpokladu, Ze
rozmistované pfedméty dovedeme navzijem rozliSit (jsou
vesmés ruzné), takZe vzijemnou zdménou dvou pfedméti
ve dvou ruznych pfihrddkdch dostaneme uZ jiné rozmisténi.
JestliZe tento pfedpoklad opustime, tj. jestlize naopak pied-
pokliddme, Ze vSechny pfedméty jsou stejné, takie je
navzijem nerozli§ime, bude pfislu$nou vytvofujici fadou
misto (37), resp. (37"’) souéin (pfi rozmistovani bez dalSich
omezeni)

I+ ax + a?2x2 4+ ... + afxd + ...) (1 + aex +

+ a?x? + ... —+— afxd + ) o0 (1 L+ ax + oax? +
.+ akxk + ) =

= (1 — a1x) -1 (l — agx)1 (l — ax)l . (38)

Odtud vidime, Ze pocet riznych zpisobi, jimiz 1ze umistit
n stejnych predméti v r pFihrddkdch (o téch oviem stile
ptedpoklddame, Ze jsou navzdjem rozliSitelné, napt. oislo-
vanim), je (n Tre 1), je to koeficient pfi x# v fadé
1 — 2, kterou z (38) dostaneme obvyklym dosazenim
m = a2 = ... = ar = 1. Pienechdvime &tendfi, aby si
samostatné promyslel upravy vytvorujici fady (38) odpo-
vidajici riznym dodatenym omezenim kladenym na roz-
misténi. N&kolik tloh na toto téma najde ve cviCenich.
Zde se omezime jen na jeden pfipad, ktery md zvli$mi
vyznam.

JestliZe totiZ poZadujeme, aby po rozmisténi » stejnych
pfedmétii do r rozliSitelnych phhrédek nezistala 74dna
pfihrddka prazdnd, zméni se (38) tak, Ze z jednotlivych
diniteli odpadnou absolutni leny; vysledkem tedy bude
fada

ae2 ... apx’ (1 —ax) (1 —ax)1... (1 — ax)1. (39
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Obvyklym dosazenim a; = a2 = ... = a, = ] odtud
dostaneme vytvorujici fadu pro poéty rozmisténi. Je to
fada, kterou uZ znime z (29). To neni nijak pfekvapujici,
protoZe kaZdému rozmisténi n stejnych pfedméti do r roz-
lisitelnych (napf. odislovanych) pfihradek odpovidd ziej-
mym zpusobem prdvé jedna kompozice &isla n s r s€itanci,
interpretujeme-li pfedméty jako jednotky a pfihriddky jako
sCitance. Analogickym zpusobem Ize ostatné vysvétlit
i shodu vytvotujici fady (38) s fadou (35) pro kompozice,
v nichZz se pfipoustéji i nulovi séitanci (tj. prdzdné pfi-
hradky).

V této souvislosti napadd zcela pfirozen& otizka, zda
se 1 rozklady Cisel daji podobnym zptsobem spojit s iohou
o rozmistovani. Znamend to (viz paragraf 6) nerozlifovat
pofadi s¢itanci — pfihrddek: jde tedy o tlohu rozmistit =
stejnych — nerozli§itelnych pfedmétii do » rovnéZz neroz-
liSitelnych pfihradek. Vysledek, tj. polty Py, resp. P! uz
zname ze Sestého paragrafu.

Cuiéeni

30. Kolika zpisoby lze umistit §est rizznych pfedméta do
tfi pfihradek, ma-li byt v kazdé vzdy sudy pocet pfed-
méth ?

31. Napiste vytvortujici fadu pro zpisoby rozmisténi »
piedmétd v r piihrddkich s podminkou, Ze Zidna
pfihrddka nebude prizdnd a Ze v k-té piihradce (k =
= 1, 2, ..., r) bude vidy nejvySe k pfedméti. Jaké
podminky pro ¢isla n a r odtud vyplyvaji ?

32. Ukazte, Ze pocet zpusobu, jimZ lze n riznych pred-
métd rozmistit v r pfihradkach, z nichZ Z4dné nebude
prizdnd, je din Cislem r! S(n, 7).

33. Reste cvieni 30 pro nerozlisitelné predméty.

34. Dokazte, Ze existuje pravé S(n, r) zpisobu, jak roz-
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mistit 7 raznych, rozliSitelnych pfedmétii do » ne-
rozliSitelnych pfihrddek tak, aby Zidna z nich nebyla
prizdnd. Kolika zpisoby lze rozmisténi provést,
opustime-li poZadavek neprazdnosti pfihradek ?

8. Zavér. Omezeny rozsah na$i knizky nedovolil, aby-
chom se zde sezndmili s celou naznafenou problematikou
do vSech podrobnosti; v mnoha pfipadech zistalo jen
u niznaku. Na tuto skuteénost jsme ostatné étendfe upozor-
nili jiz v pfedmluv&. Nemélo by to ani byt povaZovino za
pfili§ zdvaZny nedostatek. NeSlo pfece o to dat &tendfi
vSeobsihlé kompendium, kde by nasel odpovédi na viechny
otdzky ; na§im cilem bylo daleko spiSe pravé na tyto otdzky,
problémy a tlohy upozornit a naznadit ‘metody jejich
studia a cesty k jejich feSeni. Doufiame, Ze Ctendf, ktery
po piecteni této kniZky pociti touhu seznidmit se diklad-
néji s krasnou, byt i ponékud opomijenou oblasti matema-
tiky, jiZ je kombinatorika, bude v jejim studiu pokraovat.
Nebude proto snad na $kodu, jestlize mu jest€ poradime,
kde miiZe hledat dalsi, dikladnéjsi poueni.

Pfi sestavovani seznamu literatury byly vzaty v tvahu
pfedevsim pfistupnost a hlavné dostupnost doporucovanych
kniZek; proto jsou u knih zidpadnich autori uvedeny —
pokud existuji — jen ruské preklady. Ceskd a slovenskd
matematicka literatura postrddd dosud vhodné dilo o kom-
binatorice, s vyjimkou kniZek o teorii grafit vydanych pod
,,kombinatorickou‘ firmou.
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