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2. kapitola

VYROKY,
PRAVDIVOSTNI HODNOTY
VYROKU

Zopakujme &i v této kapitole nejprve nékteré zakladni
pojmy z vyrokové logiky.

Z tady konkrétnich prikladi jste si vytvofili pfedstavu
o tom, co je vyrok. Vite, Ze pro kazdy vyrok P z dané
mnoziny vyrokil nastdva pravé jedna z téchto moZnosti:
bud je pravdivy, nebo je nepravdivy. Rikdme také, Ze ke
kaidému vyroku P je piifazena jeho pravdivosini hod-
nota, kterou oznatujeme ,,ph(P)“. Je-li vyrok P prav-
divy, budeme psat ,,ph(P) = 1“ a ¢&ist ,,pravdivostni
hodnota vyroku P je rovna jedné*. Je-li vyrok P neprav-
divy, zapifeme tuto skuteénost ,,ph(P)=0 a &teme
»spravdivostni hodnota vyroku P je rovna nule‘.

K danym vyrokim P, Q z mnoZiny ¥ umime vytvofit
jejich alternativu, konjunkei, implikaci a ekvivalenci;
dale ke kazdému vyroku jeho negaci.*)

Struéné si pfipomeiime, jak tyto sloZené vyroky symbo-
licky zapisujeme, jak je &teme, a popisme, kdy jsou
pravdivé (popiipadé nepravdivé):

elternativa vyroka P, Q PV Q P nebo Q

*) Pledpoklddejme, Ze jsme zvolili mnoZinu V tak ,,rozsdhlou‘,
Ze spolu s vyroky P a Q do ni patfi i jejich konjunkee, alterna-
tiva, implikace, ekvivalence a negace.
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Tento vyrok je pravdivy ve v3ech téch pfipadech, kdy
aspoii jeden z vyroka P, Q je pravdivy.
konjunkce vyroka P, Q PAQ PaQ

Vyrok je pravdivy jenom v tom pf#ipadé, kdy oba
vyroky P, Q jsou zaroveii pravdivé.

implikace vyroku Q vyrokem P**)
P=Q jestlize P, pak Q
Vyrok je nepravdivy jediné v tom ptipadé, kdy je P
pravdivy vyrok a zaroveii je Q vyrok nepravdivy.
ekvivalence vyroka P, Q P=Q P, pravé kdyz Q
(nebo ,,P pravé tehdy, kdyZz Q)

Vyrok je pravdivy v téchto dvou prfipadech: oba
vyroky P, Q jsou zaroveii pravdivé; oba vyroky jsou
zaroveil nepravdivé.

negace vyroku P P’ neni pravda, ze P
Vyrok P’ je pravdivy, pravé kdyZ je P nepravdivy.

Poznatky o pravdivostnich hodnotidch téchto sloze-
nych vyroki muZeme zapsat pfehledné v tabulkéch:

ph(X) | ph(Y) | ph(X V Y) ph(X) | ph(Y) |ph{(X A Y)
1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
tab. 1 tab. 2

**) Vyrok P obvykle nazyvime predpoklad implikace
P = Q, vyrok Q zdvér této implikace.
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Ph(X) | ph(Y) | ph(X = Y) Ph(X) | ph(Y) | ph(X & Y)

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1
tab. 3 tab. 4

ph(X) | ph(X’)

tab. 5

Pismena X, Y v jednotlivych tabulkich znaéi vijrokové
proménné s oborem V. Jsou-li P, Q vyroky z V, jejichz
pravdivostni hodnoty jsou znamy, miZeme z t&chto ta-
bulek pohodlnd uréit ph (P V Q), ph (P A Q), ph(P = Q),
ph (P = Q), ph (P’).

Piiklad 6: Jsou dany vyroky P, Q, R, proné% je ph (P) =
= 1, ph (Q) = 0, ph (R) = 0. Uréete pravdivostni hod-
notu vyroku

(P AQ)=R]=P

Redent: Pomoci tabulek 1 a% 5 postupné zjistime, Ze je
ph(P A Q) =0, ph[(P A Q)]—l Ph[(P A Q) = R]=
=0 a ph([(PAQ)Y=R]=P) =

¥ Vyrazy, které sestavujeme podle uréitych pravidel
z vyrokovych promé&nnych, symbola V, A, =, <, a za-
vorek, nazyvame obvykle vijrokové formule.
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Piiklad 7: Je ddna vyrokova formule (X A Y) = (X V
V Y’). Dosadte do této formule viude za X vyrok P,
pro ngjz je ph(P) =0, zaY vyrok Q,pro néjZ je ph(Q) =1.
Urdete pravdivostni hodnotu takto vzniklého vyroku.
Reseni: Na¥im tkolem je urdit pravdivostni hodnotu
vyroku (P A Q)' = (P V Q), kde je ph(P) = 0, ph(Q) =
= 1. Sami snadno zjistite, Ze tato pravdivostni hodnota
je rovna 0.

KdyZ dosadime za kaidou proménnou do vyrokové
formule vyrok z mnoZiny V, jehoZ pravdivostni hodnota
je dana (tj. dosadime za kazdou vyrokovou proménnou
jistou hodnotu této proménné z V), dospéjeme k vyroku,
jehoZ pravdivostni hodnotu umime uréit.

Pritom pravdivostni hodnota tohoto vyroku zavisi
ziejmé pii dané vyrokové formuli pouze na pravdi-
vostnich hodnotiach dosazovanych vyrokd, ni-
koliv na jejich konkrétni ,,podobé*. Jestlize na-
piiklad do vyrokové formule z ptikladu 7 dosadime za X
misto P libovolny vyrok T, pro néjz je ph(T) = 0,aza Y
namisto Q libovolny vyrok U, pro né&jz je ph(U) =1,
pak pravdivostni hodnota vyroku (T A U) = (T V U)
bude opét rovna 0.

Abychom zjistili, jakych pravdivostnich hodnot na-
byva vyrokova formule z piikladu 7 pro vSechny mozné
uspotadané dvojice pravdivostnich hodnot vyroku, jez
dosazujeme za proménné X, Y, stadi zfejmé& probrat
jesté t¥i ptipady. Redeni obvykle uspotddévime pre-
hledné v tabulce:*)

*) Davodem neobvyklého tvaru zdpisi ”(p)}(l)“ , ,,?‘?)“ atd.

je pouze nedostatek mista.
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Priklad 8: Uréete pravdivostni hodnoty, jichz nabyva
vyrokova formule

(X=Y)= (Y =X)
pti viech pravdivostnich hodnotdch vyroki, které dosa-
zujeme za X a Y.
Redent:

B 1R ph(X:Y)!ph(Y') ph(X)|ph(y'=>X")| PLICES 302

OO
OO
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——0 S
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Vidime, %e pro tuto vyrokovou formuli plati: Dosadi-
me-li za vyrokové proménné X, Y libovolné zvolené
vyroky P, Q, pak vyrok (P= Q)< (Q' = P’) je prav-
divy. Jde o pfiklad vyrokové formule, kterou nazyvame
tautologicky pravdiva &ili tautologie.

Priklad 9: Dokazte, Ze vyrokové formule

a)(X=2Y)e(X'VY)
b(XeY)e[(XAY)V(X'AY')]

jsou tautologie.
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Redent:

ph(X)|ph (Y)| ph(X=Y) [ph(X')[ph (X' V Y)|phi(X=Y)= X'V Y)]

QO
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Pt (D) et
——0 0
)
ottt

Prosim, abyste diikaz éasti b) provedli uZ samostatnd.

Viimnéme si piikladu 9 jeSté trochu podrobnéji. Pro
kazdou dvojici vyroku P, Q, které dosazujeme napiiklad
v &asti a) do prisludné vyrokové formule za X a Y, plati
ph(P=Q) = ph (P’ V Q). Obdobné v piipadé b) je
ph (P=Q) =ph[(PAQ)V (F' A Q)]

Jestlize tedy FeSime dlohy, jeZz se tykaji urdovani
pravdivostnich hodnot vyrokii, mi%eme viude namisto
»P = Q“ psat ,, P’V Q, obdobn& ,Pe Q“ miZeme
v3ude nahradit ,,(P A Q) V (P’ A Q). Vyskytuje-li se
ve vyrokové formuli ,, X = Y*, miZeme tento vyraz
nahradit ,, X'V Y, obdobné , X « Y lze zaménit
HXAY)V (XA Y')“ PH tfeleni uloh, jejichZz typy
jsme doposud v této kapitole uvedli, vystadime tedy
s tabulkami 1,2 a 5.

Resime-li piiklady, jez se tykaji urdovani pravdivost-
nich hodnot vyroki, omezujeme se v podstaté na ,,praci*
sprvky 0 al, tj. na prici v dvouprvkové mnoZiné
pravdivostnich hodnot vyrokd. Oznadujme ji
viude v daldim pismenem H. Viimnéme si této mnoZiny
ponékud bliZe.

Pro symbolicky zipis rovnosti prvka r, s mnoZiny H
budeme uZivat obyé¢ejného rovnitka. Nejsou-li prvky
7, 8 sobé rovny, budeme psat ,,r 5% s,
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Ke kazdé usporddané dvojici [ph (P), ph (Q)] prvki
z mnoziny H existujf jednoznadné uréené prvky ph (P V
vV Q), ph (P A Q) z H. Dile ke kazdému prvku ph (P)
z mnoziny H existuje jednoznaéné urdeny prvek ph (P’)
z H.

Jinak feteno: Ke kazdym dvéma prvkdm r, s z mno-
Ziny H existuji jednoznaéné uréené prvky ¢ a ¥ mnoZiny
H, pro n&% plati: jsou-li P, Q vyroky z mnoZiny V, pro
né% je ph(P) =r, ph(Q) = s, pak je ¢t =ph(P V Q),
u = ph(P A Q). Nazyvejme tytoprvky postupné,,mc‘,'et
r, 8, ,,80uéin r, 8 a oznadujme ]e ,,r+ 8¢, ,,r.8

Dile ke ka?dému prvku r mnoziny H existuje ]edno-

znadné uréeny prvek r’ € H, ktery nazveme ,,doplnék
k 7 a pro néj% plati: Je-li P vyrok z mnoZiny V, pro
ktery ph (P) = r, pak je r' = ph (P’).
Pozndmka: Nézvy ,soudet”, ,soudin* a symboly ,,+*,
»- ¢ jsmesi,,vyptjéili“ z éiselné algebry, ,,doplnék“a ,,”
z teorie mnozin. Pozd&ji sami uvidite vhodnost této
volby nazvi a znaku.

Na zikladé shora uvedenych definic miiZete uZ sami
provétit, Ze plati:

04+0=0 0.0=0 =1
0+1=1 0.1=0 1’=20
140=1 1.0=0
1+41 =1 1.1=1

Pro vétsi prehlednost 1ze sestavit tyto tabulky pro uréo-
vani ,,souétu’, ,,soudinu“ a,,doplitku‘‘ prvkid mnoziny H:

\,.\i 01 \,.\i 01 r | r

r -+ 8: 0 01 r.8: 00 0 1
1 11 1 01 110

tab. 6 tab. 7 tab. 8
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V mnoZiné H, na ni% je definovano ,,séitdni*, ,,ndso-
benf{* a ,,dopln&k‘ tabulkami 6 a% 8, miizeme provadét
vypotty, obdobng jako v ,,&iselné algebie*’. Stejné jako
Pii poéitdni s ¢isly budeme i zde napiiklad namisto
»(0.1)4(0".0)* psat strudnéji pouze ,,0.1+0'.0% na-
misto ,,r 4 (s.¢)* pouze ,,r +- 5.t atd. Méjme viak pFitom
stdle na mysli, Ze ndsobeni md ,pfednost’ pted
séitdnim.

Pifklad 10: Rozhodnéte, zda prvek
((0+1)'+(0°+1)).((1+0.1)+0.1")

z mnoziny H je roven 0 nebo 1.

Redent: Na zaklad® tabulek 6 a% 8 dostaneme postupné
((0+1) +(0'+1)).((1+0.1)+0".1) = (I'+(1+1)).
{(140.0)41.0) = (041).((1+0)+0) = 1.(1+0) =

= 1. =

Priklad 11: Rozhodnéte, zda prvky
(0'+1).(140)+(0'+1).0" a (041" .(1'+0

z mnoZiny H jsou sobé rovny.

Redent: (0'+17).(14+0)+(0+1).0' = (14+0).(1+1)+

+(14+1).1=1.14+1.1=1+1=1

(O41).(I'+0) = (0+0).(0+1) = 0'.1' =1.0 =0

UvaZované prvky jsou razné.

UkaZme si nyni, jak lze provedené ivahy o mnoziné I
uzit pfi FeSeni dloh o pravdivostnich hodnotach vyroki
a vyrokovych formuli.

P¥iklad 12: Urdete pravdivostni hodnotu vyroku
[(GAH)V (L AK) A (G VL),
je-li ph(G) = 1, ph(H) = 0, ph(K) = 0, ph(Ll) = 1.
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Regeni: ph ((GAH)V (L' ANK)] A (G’ VL) =

= [ph(G). (ph(H))’ + (ph(L))'. (ph(K))']. [(ph(G))" +

+ph(L)] = (L.0'+17.0°).(I'+1) = (1.140.1).

(0+1) =(140).1 =1.1=1

Pravdivostni hodnota zkoumaného vyroku je rovna 1.

Piiklad 13: Urdete pravdivostni hodnotu vyroku
[(P=QARPAQIV R =Q),

je-li ph(P) = 1, ph(Q) = 0, ph(R) = 1.

Refent: ph ((P=Q A (P AQ)]V (R =2Q)) =

=ph ([(FPVQAPAQ]IV(R) VQ)) =

= ((ph(P))"+ph(Q)). (ph(P).ph(Q)) + (ph(R) + ph(Q)) =

= (1'40).(1.0)+(1+0) = 0.0+1 =1

Pravdivostni hodnota uvazovaného vyroku je rovna 1.

Priklad 14: Rozhodnéte, zda vyrokova formule
(X=Y)AX]V(Y=X)
je tautologie.
Redeni: Nadim tkolem je prozkoumat postupné viechny
dvojice pravdivostnich hodnot vyroki, tj. tyto uspofa-
dané dvojice prvkd z mnoziny H: [0,0], [0,1], [1,0], [1,1].
Namisto vyrokové formule v textu piikladu miiZeme
zkoumat vyrokovou formuli
(X*VY)AXTV (Y VX)

a) Urdeme pravdivostni hodnotu, kterou dostaneme
v ptipadé dvojice [0,0]:

(0'+0).0'+(0'+0) = (1+0).1+(1+0) =1
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b) Uvazujme dvojici [0,1]:
(0'+1).0'+(1'40) = (14+1).14(040) = 1
¢) Pro dvojici [1,0] dostaneme postupné:
(1'+0).1"4+(0'+1) = (0+0).0+(1+1) =1
d) Zbyva jesté dvojice [1,1]:
U+1).V4+(1'+1)=1.04+1=1

Ve viech étytech pripadech jsme dospéli k pravdivostnf
hodnot$ 1, je tedy nafe vyrokova formule tautologie.

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda ndsledujicf prvky z mnoZiny H jsou rovny
0 nebo 1:

a) (0'+ 1) .(I'+ 1)+ 0.1

b) (0'.1'+ 0.1)'.((0+ 1)’ + (1 + 0°)')

) [(0+ 1). (1 + 0 + [(0'+ 1')Y.(0+ 1)]

2, Rozhodnéte, zda ndsledujici prvky z mnoZiny H jsou sobd
rovay:
a) (0+ 1').(0.1)' + (0'+ 1)'.(1.0"); (0.1').((0' + 1')")’
b) [(0+ 1)+ [(0.1)' + (17.0911"; [(0.1'+ 1.0) 4 (0".0"+
+ 1.1+ 1.0

8. Urdete pravdivostni hodnoty, jichZ nabyvaji tyto vyrokové
formule p#i viech pravdivostnich hodnotéch vyroku, které
dosazujeme za proménné X, Y, Z:
((XeY)AZ)=2((X'vY')AZ)
b)(X=XY)=Z)A(Z'vY)

AN{XAY)VIZ)A (Y =Z)
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4. Dokazte, %e ndsledujiei vyrokové formule jsou tautologie:
a) (X' A Y)Y & (XvY) P)(X'vYY)Y e (XAY)

5. Rozhodnéte, zda ndsledujici vyrokové formule jsou tauto-
logie:

a)(XAY)=(XvY) )X'=Y)e(XvY)
(X=Z)=Y)e (XAr2Z2)=Y)
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