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3. k a p i t o l a 

OPERACE 
A JEJICH VLASTNOSTI 

V této kapitole se seznámíme s pojmy binární a unární 
operace a uvedeme jejich některé vlastnosti. Nejprve 
připomeňme dva pojmy, které mnozí znáte z učiva 
středoškolské matematiky. 

Kartézským, součinem množin K, L nazýváme množinu 
všech uspořádaných dvojic \x,y], kde x e K a y e L. 
Kartézský součin množin K, L označujeme K x L. 
Je-l i například C_ = {1, 2, 7}, D = {]/2, 0}, pak je 
C X D = {[1,1/2], [1,0], [2,1/2], [2,0], [7,^2], [7,0]}. 

Zobrazením množiny K do množiny L (stručně „K do 
L") nazýváme každou podmnožinu T kartézského sou-
činu K x L, pro niž platí: ke každému x e K existuje 
právě jedno y e L takové, že [X,Í/] e T. 
Množiny Tt = {[1,^2], [2,]/2], [7,0]}, T2 = {[1,0], [7,0], 
[2,0]} jsou příklady zobrazení C do D. 
Množiny T , = {[1,1/2], [7,0]}, Tt = {[1,1/2], [2,^2], [1,0]} 
jsou příklady podmnožin C x D, jež nejsou zobrazením 
C do D. 

Uvažujme nyní speciální případ zobrazení K do L, 
kdy je K = L x L. Zobrazením L x L do L je pak 
(v souladu se shora uvedenou definicí zobrazeni K do L) 
každá podmnožina U kartézského součinu (L x L) x L, 
pro niž platí: ke každé uspořádané dvojici [x, y] € L x L 
existuje právě jedno ze L takové, že \_[x,y],z\ e U. 
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Z o b r a z e n í L x L d o L o b v y k l e n a z ý v á m e binární 
operace na množině L ( s t r u č n ě „ n a L") a s y m b o l i c k y 
o z n a č u j e m e n a p ř í k l a d „z = x ^ y n a L", ,,z = x O y n a 
L" a t d . ( z n a k y „ * " , „ O " č t ě t e „ h v ě z d i č k a " , „ k o l e č -
k o " ) . P o k u d b u d e z k o n t e x t u j a s n é , ž e j d e o b i n á r n í 
o p e r a c i , b u d e m e č a s t o p s á t p o u z e „ o p e r a c e " . 

P r o n á s b ě ž n ý m i p ř í k l a d y b i n á r n í c h o p e r a c í j s o u n a -
p ř í k l a d o p e r a c e s č í t á n í a n á s o b e n í n a m n o ž i n ě v š e c h 
r e á l n ý c h č í s e l R. K e k a ž d é d v o j i c i č í s e l [x,y] e x i s t u j e 
j e d n o z n a č n ě u r č e n é r e á l n é č í s l o x - \ - y , k t e r é n a z ý v á m e 
s o u č e t č í s e l x, y, a j e d n o z n a č n ě u r č e n é č í s l o „x.y" ( n e b o 
s t r u č n ě j i „xy"), j e ž n a z ý v á m e s o u č i n č í s e l x, y. 

V 1. k a p i t o l e j s m e s i p ř i p o m n ě l i , ž e k e k a ž d ý m d v ě m a 
p o d m n o ž i n á m A, B d a n é n e p r á z d n é m n o ž i n y M e x i s t u j e 
j e d n a k j e d n o z n a č n ě u r č e n á p o d m n o ž i n a m n o ž i n y M, 

z v a n á s j e d n o c e n í m n o ž i n A, B, j e d n a k p o d m n o ž i n a , 
k t e r o u n a z ý v á m e p r ů n i k m n o ž i n A, B. P o d í v e j m e s e n a 
t u t o s k u t e č n o s t z h l e d i s k a m n o ž i n y M ( č t ě t e „ m s e 
s t ř í š k o u " ) v š e c h p o d m n o ž i n m n o ž i n y M : K e k a ž d ý m 
d v ě m a p r v k ů m A, B m n o ž i n y M e x i s t u j e p rávě j e d e n 
p r v e k m n o ž i n y M, k t e r ý j e r o v e n A U B, a d á l e p r á v ě 
j e d e n p r v e k m n o ž i n y M, r o v n ý A (\B. N a m n o ž i n ě 
M j s o u t e d y d e f i n o v á n y d v ě b i n á r n í o p e r a c e 
„ s j e d n o c e n í " a „ p r ů n i k " . 

V e 2 . k a p i t o l e j s m e t a b u l k a m i 6 a 7 d e f i n o v a l i b i n á r -
n í o p e r a c e „ s č í t á n í " a „ n á s o b e n í " n a m n o ž i n ě H 
p r a v d i v o s t n í c h h o d n o t v ý r o k ů . 

Z a b ý v e j m e s e n y n í n ě k t e r ý m i v l a s t n o s t m i b i n á r n í c h 
o p e r a c í . P ř i p o m e ň m e s i d ů l e ž i t é v l a s t n o s t i o p e r a c í s č í -
t á n í a n á s o b e n í n a m n o ž i n ě R, k t e r ý c h b ě ž n ě a z c e l a 
m e c h a n i c k y p ř i p o č í t á n í s r e á l n ý m i č í s l y p o u ž í v á m e : 
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Pro všechna reálná čísla x, y, z plat í : 

a) x + y = y + x b) xy = yx 
c) ( « + ž / ) + z = x+(y + z) d ) (xy).z = x.(yz) 

Jde o vlastnosti, k terým postupně říkáme komutativnost 
sčítání, komutativnost násobení, asociativnost sčítání 
a asociativnost násobeni. 

Obecné nazýváme operaci „u = x^.y na L" komutativní, 
právě když pro všechny prvky x, y množiny L platí 

x * y = y * x 

Operaci ,,u = x ýc. y na L" nazýváme asociativní, právě 
když pro všechny prvky x, y, z množiny L platí 

(x * y) * z = x * (y * z) 

Je-li operace „u = x y na L" asociativní, pak zřejmě 
můžeme psát ,,x >f< y ;j< z" bez závorek. 

Zkoumejme nyní, které z uvedených vlastností mají 
operace zavedené na a na H. 

O p e r a c e s j e d n o c e n í i p r ů n i k n a m n o ž i n ě M 
j s o u zřejmě obě k o m u t a t i v n í . K o m u t a t i v n o s t 
o p e r a o í s č í t á n í a n á s o b e n í n a H p l y n e i h n e d 
z t a b u l e k 6 a 7 (zde stačí uvážit, že platí 0 + 1 = 1 + 0, 
0 . 1 = 1 . 0 ) . 

V příkladě 4, k terý byl uveden v 1. kapitole, jsme 
dokázali, že o p e r a c e p r ů n i k i s j e d n o c e n í n a m n o -
ž i n ě M j s o u a s o c i a t i v n í . 

Zabývejme se problémem, zda také operace „u = x-\-y 
na H" je asociativní. Prověřme postupně všeohny uspo-
řádané trojice prvků z H. 
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X y z x+y (x +z y+i ® + (y + z) 

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 1 
0 i 0 1 1 1 1 
0 i 1 1 1 1 I 
1 0 0 1 1 0 1 
1 0 1 1 1 1 1 
1 i 0 1 1 1 1 
1 i 1 1 1 1 1 

Z uvedené tabulky je vidět, že o p e r a c e s č í t á n í n a H 
j e a s o c i a t i v n í . 
Poznámka: „Tabulková" metoda, kterou jsme pro spl-
nění našeho úkolu zvolili, má výhodu v tom, že je zcela 
mechanická, na druhé straně je však značně zdlouhavá. 
Proto hledáme obvykle efektivnější metodu řešení. 
V našem případě si například stačí uvědomit, že platí 
(x-Jry) + z = 0 a zároveň x-\-(y-\-z) = 0 právě tehdy, 
když je x = y = z = 0. Ve všech ostatních případech 
je tedy (x+y) + z — x-\-(y+z) = 1. Proto pro všechna 
x, y, z množiny H platí (x-\-y)-{-z = x + (y+z). 

Prosím, abyste už samostatně prověřili, ž e i o p e r a c e 
n á s o b e n í n a H je a s o c i a t i v n í . 

Připomeňme si ještě jednu důležitou vlastnost, kterou 
mají operaoe sčítání a násobení na množině všeoh reál-
ných čísel R. 

Pro všechna reálná čísla x, y, z platí: 

x.{y+z) = x.y+x.z 

Říkáme, že operaoe násobení je distributivní vzhledem 
k operaci sčítání. 
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Obecně nazýváme operaci „u = x O y na L" distribu-
tivní vzhledem k operaci „u = x^y na L", právě když 
pro každé tři prvky x, y, z množiny L platí 

x O (y >)< z) = (x O y) ^ (a; O z) a zároveň (y^z) O x = 
= (y O x) >j< ( z O x) 

Poznámka: J e - l i o p e r a c e „u = x O y n a L " k o m u t a t i v n í , 
p a k s t a č í v e s h o r a u v e d e n é d e f i n i c i p s á t p o u z e j e d n u 
z p o d m í n e k , t j . b u ď „x O (y ^ z) = (x O y) >}c (x O z ) " , 
n e b o „(y ^c z ) O x = (y O x) ( z O x)". 

V í m e , ž e o p e r a c e n á s o b e n í n a R j e d i s t r i b u t i v n í v z h l e -
d e m k o p e r a c i s č í t á n í . J e s t l i p a k j e t a k é o p e r a c e s č í t á n í 
n a R d i s t r i b u t i v n í v z h l e d e m k o p e r a c i n á s o b e n í , t j . 
j e s t l i p a k p l a t í p r o v š e c h n a r e á l n á č í s l a x, y, z 

x + yz = ( x + « / ) . ( x + z ) ? 

N a j d ě t e a s p o ň j e d e n p r o t i p ř í k l a d ! 
Z k o u m e j m e n y n í o p e r a c e s j e d n o c e n í a p r ů n i k n a M . 

R o z h o d n ě m e n e j p r v e , z d a j e o p e r a c e p r ů n i k d i s t r i b u -
t i v n í v z h l e d e m k o p e r a c i s j e d n o c e n í . N a š í m ú k o l e m j e 
t e d y p r o v ě ř i t , z d a p r o v š e c h n y p r v k y A, B, O z M p l a t í 

a n (B u c) = (A n B) u (a n c) 

( V z h l e d e m k t o m u , ž e o p e r a c e p r ů n i k j e k o m u t a t i v n í , 
s t a č í p o d l e p ř e d c h o z í p o z n á m k y o v ě ř o v a t s k u t e č n ě 
j e n o m t u t o r o v n o s t . ) 

Ú k o l v y ř e š í m e u ž i t í m V e n n o v a d i a g r a m u p r o m n o ž i n y 
A, B, C ( o b r á z k y 1 2 a , 1 2 b ) . P o r o v n á n í m o b l a s t í o h r a n i -
č e n ý c h s i l n ě j š í m i č a r a m i , j e ž j s o u o b r a z y m n o ž i n 
A O (B U C) a (A Q B) U (A F | <?), d o s p í v á m e k z á -
v ě r u , ž e o p e r a c e p r ů n i k j e d i s t r i b u t i v n í v z h l e d e m 
k o p e r a c i s j e d n o c e n í . 
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O b r . 12a, b 

O b d o b n ě m ů ž e t e p o m o c í V e n n o v a d i a g r a m u r o z h o d -
n o u t , z d a o p e r a c e s j e d n o c e n í j e d i s t r i b u t i v n í 
v z h l e d e m k o p e r a c i p r ů n i k , t j . z d a p r o v š e c h n y 
p r v k y A, B,C m n o ž i n y M p l a t í 

Srovnejte své závěry s obrázky 13a, 13b. 

O b r . 13a, b 
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Zabývejme se z hlediska „distributivnosti" operacemi 
sčítání a násobení na množině H pravdivostních hodnot 
výroků. Rozhodněme nejprve, zda operaoe „u — x-\-y 
na H" je distributivní vzhledem k operaci „ « = x.y 
na H". Úkolem je tedy prověřit, zda pro váeohny prvky 
r, s, t množiny H platí 

r + s.ť = (r + s).(r + í) 

(Opět vzhledem k tomu, že operace sčítání na H je komu-
tativní, stačí ověřovat pouze tuto rovnost.) 
Prozkoumejme postupně všech osm uspořádaných dvo-
jic prvků z H : 

r 8 t s.t r + s . < r+s r+t ( r + « ) . ( r + ť ) 

0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 1 0 0 
0 1 1 1 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 1 1 
1 0 1 0 1 1 1 1 
1 1 0 0 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

Z tabulky ihned vidíme, že o p e r a c e s č í t á n í n a H je 
d i s t r i b u t i v n í v z h l e d e m k o p e r a c i n á s o b e n í n a H. 
Můžete se pokusit, obdobně jako př i zkoumání asociativ-
nosti operaoe sčítání na H, najít efektivnější metodu 
vedoucí k cíli. 

Prosím, abyste už každý samostatně dokázal, že také 
o p e r a c e „u = x.y n a H" j e d i s t r i b u t i v n í v z h l e -
d e m k o p e r a c i „u = x + y n a H", t j . že pro všechny 
prvky r, s, t množiny H platí 

r . (s + í) = r.s + r.t 

32 



P ř i s č í t á n í r e á l n ý c h č í s e l h r a j e v ý z n a č n o u r o l i č í s l o 0 ; 
j e t o t i ž x+0 = 0 + x = x p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o x. 

O b d o b n ě p ř i n á s o b e n í r e á l n ý c h č í s e l j e j i s t ý m v ý z n a č -
n ý m p r v k e m č í s l o 1 ; p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o x p l a t í 
x.l = 1.x = x. Ř í k á m e , ž e č í s l o 0 j e n e u t r á l n í p r v e k 
o p e r a c e s č í t á n í , č í s l o 1 n e u t r á l n í p r v e k o p e r a c e n á s o b e n í . 

Obecné nazýváme neutrálním prvkem vzhledem k operaci 
„u = x^y na L" (stručněji „neutrálním prvkem operace 
u = x^y na L") prvek e e L, pro nějž platí: Pro všechna 
x e L je 

0C ^ 6 — 6 /jí X ~ ~ íT 

Poznámka: J e - l i o p e r a c e „u = x-^y n a L" k o m u t a t i v n í , 
p a k v e s h o r a u v e d e n é d e f i n i c i s t a č í z ř e j m ě p s á t p o u z e 
b u d „x ^ e = x", n e b o „e ^ x = x". 

V m n o ž i n ě M j e z ř e j m ě j e d n í m z n e u t r á l n í c h p r v k ů 
v z h l e d e m k o p e r a c i s j e d n o c e n í m n o ž i n a p r á z d n á — p r o 
k a ž d é A e M p l a t í A(J0 = 0(JA=A. D o k á ž e m e 
d á l e , ž e ž á d n ý p r v e k B e M, B ^ 0 , n e m ů ž e b ý t 
n e u t r á l n í m p r v k e m o p e r a c e s j e d n o c e n í : N e c h ť j e B e M 

n e u t r á l n í p r v e k o p e r a c e s j e d n o c e n í n a M . P a k p r o k a ž d é 
A eM je A U B = A, t e d y s p e c i á l n ě i 0 U B = 0. 

S o u č a s n ě a l e t é ž p l a t í 0 \J B = B. O d t u d p i j m e B = 0. 

E x i s t u j e t e d y v M p r á v ě j e d e n n e u t r á l n í p r v e k 
o p e r a c e s j e d n o c e n í — p r á z d n á m n o ž i n a . 

t /S 
O b d o b n ě u ž s a m i d o k a ž t e , ž e v M e x i s t u j e p r a v ě 

j e d e n n e u t r á l n í p r v e k v z h l e d e m k o p e r a c i p r ů -
n i k , a t o m n o ž i n a M. 

Z a b ý v e j m e s e n y n í o t á z k o u e x i s t e n c e n e u t r á l n í c h 
p r v k ů j e d n o t l i v ý c h o p e r a c í n a H. U v ě d o m í m e - l i s i , 
ž e p l a t í 1 + 0 = 0 + 1 = 1 , 0 + 0 = 0 , p a k j e i h n e d 
z ř e j m é , ž e 0 j e n e u t r á l n í p r v e k v z h l e d e m k s č í t á n í 
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n a H . D o k a ž t e s a m o s t a t n ě , Ž e 1 n e n í n e u t r á l n í m p r v k e m 
t é t o o p e r a c e . 

D á l e o v ě ř t e , ž e n e u t r á l n í m p r v k e m o p e r a c e 
„u = x.y n a H" j e p r á v ě p r v e k 1 . 

U v a ž u j m e d a l š í s p e c i á l n í p ř í p a d z o b r a z e n í K d o L, 

k d y je K = L. Z o b r a z e n í m L d o L ( v s o u l a d u s d e f i n i c í 
z o b r a z e n í K d o L) j e k a ž d á p o d m n o ž i n a F k a r t é z s k é h o 
s o u č i n u L x L, p r o n i ž p l a t í : k e k a ž d é m u x e L e x i s t u j e 
p r á v ě j e d n o y e L t a k o v é , ž e j e [x,y\ 6 V. 

Z o b r a z e n í L d o L b u d e m e v d a l š í m n a z ý v a t unární 
operace na L a s y m b o l i c k y o z n a č o v a t n a p ř í k l a d ,,y = x 
n a L", ,,y = x* n a L" a t d . 

P ř í k l a d e m u n á r n í o p e r a c e n a m n o ž i n ě v š e c h r e á l n ý c h 
č í s e l R j e o p e r a c e „ t v o ř e n í o p a č n é h o č í s l a k d a n é m u 
č í s l u " , „y = — x n a R". 

V n e p r á z d n é m n o ž i n ě M e x i s t u j e k e k a ž d é j e j í p o d -
m n o ž i n ě A p r á v ě j e d n a p o d m n o ž i n a A' m n o ž i n y M, 

z v a n á d o p l n ě k m n o ž i n y A. N a m n o ž i n ě í t v š e c h p o d -
m n o ž i n m n o ž i n y M j e t e d y d e f i n o v á n a u n á r n í o p e r a c e ; 
n a z ý v e j m e j i „ t v o ř e n í d o p l ň k u " n e b o s t r u č n ě j i 
„ d o p l n ě k ' . 

N a m n o ž i n ě H p r a v d i v o s t n í c h h o d n o t v ý r o k ů j s m e 
z a v e d l i t a b u l k o u 8 d a l š í u n á r n í o p e r a c i „ d o p l n ě k ' ^ 

U k a ž m e s i , c o m a j í t y t o u n á r n í o p e r a c e z a v e d e n é n a M 
a n a H s p o l e č n é h o . V y s l o v m e n e j p r v e d e f i n i c i u n á r n í 
o p e r a c e „ d o p l n ě k " n a m n o ž i n ě Z / 

Předpokládejme, íe na množině L fSou definovány dvě 
komutativní binární operace „u = x^ y" a „u = xOy", 
ke každé z nichž existuje právě jeden neutrální prvek. 
Označme tyto prvky postupně e*, e°. 

Unární opěraci „y = x'" definovanou na L nazveme 
„doplněk" právě tehdy, když pro všechna x e L platí 

x >|< x' = e° a zároveň x O x' = e* 
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V r á t í m e - l i s e k d e f i n i c i u n á r n í o p e r a c e z a v e d e n é n a M, 

j e z ř e j m é , ž e j e v s o u l a d u s d e f i n i c í o p e r a c e „ d o p l n ě k " 
p r á v ě u v e d e n o u . S t a č í s i p o u z e u v ě d o m i t , ž e p r o k a ž d é 
A e M p l a t í A U A' = M a z á r o v e ň A [ ) A ' = 0; 

p ř i t o m m n o ž i n y M, 0 j s o u p o s t u p n ě n e u t r á l n í p r v k y 
o p e r a c í p r ů n i k a s j e d n o c e n í . 

P r á v ě t a k i u n á r n í o p e r a c e n a H d e f i n o v a n á t a b u l k o u 8 
s p l ň u j e v š e c h n y p o ž a d a v k y d e f i n i c e o p e r a c e „ d o p l n ě k " 
n a L. U v ě d o m m e s i , ž e j e 0 + 1 = 1 ( 1 j e n e u t r á l n í p r v e k 
o p e r a c e n á s o b e n í n a H ) a z á r o v e ň 0 . 1 = 0 ( 0 j e n e u t r á l n í 
p r v e k o p e r a c e s č í t á n í n a H). 

R o z h o d n ě m e j e š t ě , z d a t a k é u n á r n í o p e r a c e ,,y = —x 

n a R" j e o p e r a c í „ d o p l n ě k " . V t o m p ř í p a d ě b y m u s e l o 
p r o v š e c h n a x e R p l a t i t 

x-sr(—x) = 1 a zároveň x.(—x) = 0 , 
c o ž z ř e j m ě s p l n ě n o n e n í . 

Cvičení 

1. Z k o u m e j t e u n á s l e d u j í c í c h ope rac í , z d a j s o u k o m u t a t i v n í ; 
a s o c i a t i v n í . U r č u j t e v š e c h n y n e u t r á l n í p r v k y . 
a ) u = x—y n a R 
b) u = x+ 2y n a R 
c) u = a;* + y1 n a R 
d ) M = xv n a m n o ž i n ě v š e c h p ř i r o z e n ý c h čísel 

2 . N a m n o ž i n ě C = {2, 3} j s o u d e f i n o v á n y b i n á r n í o p e r a o e 
t ě m i t o t a b u l k a m i : 

x >j< y: 
2 j 3 2 
3 3 2 

x O V-
2 
3 

2 3 
3 3 
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R o z h o d n ě t e , k t e r é z n ich j sou k o m u t a t i v n í ; asoc ia t ivn í ; u r č u j t e 
v š e c h n y n e u t r á l n í p r v k y j edno t l i vých operací . R o z h o d n ě t e , 
z d a operace „u= x if y n a C" je d i s t r i bu t ivn í vzh ledem 
k operaci „u = x O y n a C". 

3. D e f i n u j m e n a množ ině všech r eá lných čísel R d v ě b i n á r n í 
operace : 
a) Operaci „u = m a x (x, y)" (č tě te „u je rovno m a x i m u x, y") 
t a k t o : 
P r o v š e c h n a r eá lná čísla x, y je m a x (x, y) = x, p r á v ě k d y ž j e 
x ^ y, a m a x (x, y) = y, p r á v ě k d y ž je x ^¡y. 
b) Operac i ,,u = m i n (x, y)" (č tě te „u je rovno m i n i m u x, y") 
t a k t o : 
P r o v šechna reá lná čísla x, y je m i n (x, y) = x. p r á v ě k d y ž j e 
x ^ y, a m i n (x, y) = y, p r á v ě k d y ž j e i ž j . 

R o z h o d u j t e , k t e r é z t ě c h t o operací j sou k o m u t a t i v n í ; asocia-
t ivn í . Z k o u m e j t e , z d a operace „u= m a x (x, y) n a R" je dis t r i -
b u t i v n í vzh l edem k operaci „u = m i n (x, y) n a R"; dále , z d a 
i operace „u = m i n (x, y) n a R" j e d i s t r ibu t ivn í vzh l edem 
k operaci „u — m a x (x, y) n a R". R o z h o d u j t e o exis tenci 
n e u t r á l n í c h p r v k ů j edno t l i vých operací . 

4 . U v a ž u j t e b i n á r n í ope race „w = m a x (x, y) n a D", „u = 
=1 m i n (x, y) n a D", k d e D = {0, 1, 2, 3, 4}. Ř e š t e t y t é ž ú k o l y 
j a k o v p ř ík l adě 3. P o k u s t e se dá le řeši t t e n t o p r o b l é m : Lze defi-
n o v a t n a množ ině D u n á r n í operaci t a k , a b y sp lňova la v l a s t -
nos t i operace „ d o p l n ě k " ? 
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