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3. kapitola

OPERACE
A JEJICH VLASTNOSTI

V této kapitole se seznamime § pojmy bindrni a unarni
operace a uvedeme jejich nékteré vlastnosti. Nejprve
plipomeifime dva pojmy, které mnozi znite z udiva
stfedoSkolské matematiky.

Kartézskym souinem mnoZin K, L nazyvame mnoZinu
viech uspofiddanych dvojic [z,y], kde x € K a y € L.
Kartézsky soudin mnozin K, L oznad¢ujeme K X L.
Je-li naptiklad C = {1, 2, 7}, D = {}/2, 0}, pak je
C x D = {[L,)/2), [1,0], [2,)/2], [2,00, [7.}2), [7.00}.

Zobrazenim mnofiny K do mnofiny L (stru¢né ,,K do
L) nazyvame kaZdou podmnozinu 7' kartézského sou-
¢inu K x L, pro niZ plati: ke kazdému =z € K existuje
praveé jedno y € L takové, Ze [zy]e T.

Mnoziny T, = {(1,}2], [2,/2], [7,0}, T. = {[1,0], [7,0],
[2,0]} jsou ptiklady zobrazeni C do D. B
Mnoziny Ty = {[1,J2], [7.0}, T, = {[1,'2], [2.}/2], [L,0}}
jsou ptiklady podmnozin C x D, jeZ nejsou zobrazenim:
C do D.

UvaZujme nyni specidlni pfipad zobrazeni K do L,
kdy je K =L X L. Zobrazenim L X L do L je pak
(v souladu se shora uvedenou definici zobrazeni K do L)
ka%d4 podmnoZina U kartézského soudinu (L x L) x L,
pro niZ plati: ke kaZdé uspotddané dvojici [z,y] € L X L
existuje pravé jedno z € L takové, Ze [[z,y],z]e U.
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Zobrazeni L x L do L obvykle nazyvime bindrni
operace na mnoZiné L (strudné ,,na L) a symbolicky
oznadujeme napiiklad ,2 =2 %k y na L“, ,z =2 O y na
L atd. (znaky ,,%k‘, ,,0“ &té&te ,hvézditka*, ,koled-
ko*). Pokud bude z kontextu jasné, Ze jde o bindrni
operaci, budeme &asto psit pouze ,,operace’’.

Pro nés béinymi piiklady binarnich operaci jsou na-
pfiklad operace s¢itdni a ndsobeni na mnoZiné vsech
realnych &isel R. Ke kaidé dvojici &isel [z,y] existuje
jednoznadné urdené reilné islo z+y, které nazyvame
soudet &isel z, ¥, a jednozna¢né urdené &islo ,,z.y“ (nebo
struéngji ,,xy*‘), jex nazyvame soudin &isel z, y.

V 1. kapitole jsme si pfipomnéli, Ze ke kazdym dvéma
podmnozindm 4, B dané neprizdné mnoZiny M existuje
jednak jednoznatn& urlend podmnoZina mnoimwa ,
zvané sjednoceni mnoZin A4, B, jednak podmnoZina,
kterou nazyvdme prinik mnozin 4, B. Podivejme se na
tuto skutednost z hlediska mnoziny M (Ctéte ,m se
sttiSkou*) viech podmnozin mnoziny M: Ke kazdym
dvéma prvkim A, B mnoziny M existuje pravé jeden
prvek mnoziny 7, ktery je roven A {) B, a déle pravé
jeden prvek mnoziny M, rovny A (y B. Na mnoZ%ing
M jsou tedy definovdny dvé bindrni operace
»sjednoceni a ,,pranik®,

Ve 2. kapitole jsme tabulkami 6 a 7 definovali bindr-
ni operace ,,s8it4ni“ a ,,ndsobeni“ na mnoziné H
pravdivostnich hodnot vyroku.

Zabyvejme se nyni nékterymi vlastnostmi bindrnich
operacf. Pfipomeiime si dilezité vlastnosti operaci sdi-
tanf a ndsobeni na mnoZind R, kterych b&Zn& a zcela
mechanicky pfi poditini s realnymi &isly pouzivime:
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Pro viechna realns éisla «, ¥, z plati:

a)z+y =y+=x b) zy = yx
) (+y)+z==z+(y+2) d)(zy).2z =x.(y2)

Jde o vlastnosti, kterym postupné fikdme komutativnost
s¢itani, komutativnost ndsobeni, asociativnost s&ftani
a asociativnost ndsobeni.

Obecné nazyvdme operaci ,,u =z y na L* komutdtivnt,
prdvé kdyZ pro vdechny preky x, y mnoZiny L plati

rXky=yxkzx

Operaci ,,u =z %k y na L nazijvdme asociativni, prdvé
kdyt pro viechny proky z, y, z mnofiny L plati

(T x y)kz==z% (¥ % 2)

Je-li operace ,,u = 2k y na L‘ asociativni, pak ziejmé
muZeme psatb ,.x Xk ¥ >k z° bez zavorek.

Zkoumejme nyni, které z uvedenych vlastnosti maji
operace zavedené na M a na H.

Operace sjednoceni i prianik na mnoZing M
jsou ziejmé obé komutativni. Komutativnost
operaoi s¢itdini a ndsobeni na H plyne ihned

z tabulek 6 a 7 (zde stadi uvazit, e plati 04+1 = 1-+0,
0.1 =1.0).

V ptikladé 4, ktery byl uveden v 1. kapitole, jsme
dokdzali, Ze operace prunik i sjednoceni na mno-
2in& M jsou asociativni.

Zabyvejme se problémem, zda také operace ,,u = 2+ y

na H* je asociativni. Provéfme postupné véechny uspo-
tadané trojice prvki z H,



I
z |y |z | zt+y (z+y)+= y+z z+(y+2)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 (1} 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Z uvedené tabulky je vidét, Ze operace séitdni na H
je asociativni.
Pozndmka: ,,Tabulkova‘ metoda, kterou jsme pro spl-
nén{ naleho tdkolu zvolili, ma vyhodu v tom, Ze je zcela
mechanicka, na druhé strané je v3ak znadné zdlouhava.
Proto hledame obvykle efektivnéjsi metodu feeni.
V na3em piipadé si napiiklad stadi uvédomit, Ze plati
(#+y)+2z =0 a zirovell z+(y+2z) = 0 pravé tehdy,
kdyZ je # = y =z = 0. Ve viech ostatnich p#ipadech
je tedy (z+¥)+2 = z+ (y+2) = 1. Proto pro viechna
%, y, z mnoZiny H plati (x+y)+2z = z+ (y+2).
Prosim, abyste uz samostatné provéfili, Ze i operace
nasobenina H je asociativni.

Pripomeiime si je§t8 jednu dileZitou vlastnost, kterou
maji operace séitdni a ndsobeni na mnoZind vSech redl-
nych &isel R.

Pro viechna redlna éisla z, y, 2z plati:

z.(Yy+z2)=2y+zx.2

Rikdme, %e operace nisobeni je distributivni vzhledem
k operaci s&itani.
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Obecné nazyjvdme operam »t =20y na L' distribu-
tivni vzhledem k operact ,,u = zxXy na LY, pravé kdyz
pro kaZdé tii proky x, y, z mnofiny L plati

20 (yk2) = (2O y) k (x O 2) a zdrovesi (Y k2) O z =
—(¥Ox) % (z02)

Pozndmka: Je-li operace ,,u =2 O y na L‘“ komutativni,
pak stadi ve shora uvedené definici psit pouze jednu
z podminek, tj. bud ,,z O (y % z) = (x O y) %k (x O 2)%,
nebo ,,(y x 2) Ox = (y O &) x (z O z)*“.

Vime, Ze operace nasobeni na R je distributivni vzhle-
dem k operaci séitani. Jestlipak je také operace sé¢itni
na R distributivni vzhledem k operaci nasobeni, tj.
jestlipak plati pro viechna reilna &isla z, y, z

zt+yz = (x+y).(x+2)?
Najdéte aspoti jeden protipfiklad!

Zkoumejme nyni operace sjednoceni a primnik na M.
Rozhodnéme nejprve, zda je operace prinik distribu-
tivni vzhledem k operaci sjednoceni. Nasim ikolem je
tedy provétit, zda pro viechny prvky 4, B, C z M plati

ANBUO=ANBUMANO

(Vzhledem k tomu, Ze operace prinik je komutativni,
stadi podle pfedchozi poznidmky ovéfovat skutedné
jenom tuto rovnost.)

Ukol vytesime uZitim Vennova diagramu pro mnoZiny
A, B, C (obrazky 12a, 12b). Porovnanim oblasti ohrani-
éenych silngjSimi darami, jez jsou obrazy mnoZin
ANBUC) aAlANDB) UM NC), dospivame k zé-
véru, Ze operace prunik jedistributivnivzhledem
k operaci sjednoceni.
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Obr. 12a, b

Obdobné mizete pomoci Vennova diagramu rozhod-
nout, zda operace sjednoceni je distributivni
vzhledem k operaci prinik, tj. zda pro viechny

prvky A, B, C mnoziny M plati
AUBNCO)=AUB NMAUC0)

Srovnejte své zavéry s obrazky 13a, 13b.

M M
y/// B
NHe
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Zabyvejme se z hlediska ,,distributivnosti* operacemi
s¢itani a ndsobeni na mnoziné H pravdivostnich hodnot
vyrokili. Rozhodnéme nejprve, zda operace ,,u = z+y
na H je distributivni vzhledem k operaci ,,u = 2.y
na H*. Ukolem je tedy provéfit, zda pro viechny prvky
7, 8, t mnoZziny H plati

r+s.t = (r+8).(r+t)

(Opé&t vzhledem k tomu, %e operace séitani na H je komu-
tativni, stadi ovéfovat pouze tuto rovnost.)
Prozkoumejme postupné viech osm uspofidanych dvo-
jic prvki z H:

r|s|t|s.t] ri+s.¢ ris r+t (r+8).(r+1)
0j]0]0( O 0 0 0 0
0(011 0 0 0 1 0
oj1[{0]| O 0 1 0 0
0]1]1f 1 1 1 1 1
11]0|0] O 1 1 1 1
1{0|11] 0 1 1 1 1
1]1(10( O 1 1 1 1
1]1(1] 1 1 1 1 1

Z tabulky ihned vidime, Ze operace séitdnf na H je
distributivni vzhledem k operaci ndsobeni na H.
MizZete se pokusit, obdobn& jako p¥i zkouméni asociativ-
nosti operaoce séitani na H, najit efektivnéjii metodu
vedouci k cili.

Prosim, abyste uZ kazdy samostatnd dokézal, Ze také
operace ,u = %.y na H' je distributivni vzhle-
dem k operaci ,,u = x+y na H“, tj. Ze pro viechny
prvky r, s, t mnoziny H plati

r.(s+8t) =r.s4+r.t
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Pri séitani redlnych &isel hraje vyznaénou roli ¢islo 0;
je totiz x4+0 =042 =2z pro ka¥dé reilné é&islo =.
Obdobné pfi ndsobeni redlnych &isel je jistym vyznaé-
nym prvkem é&islo 1; pro ka?dé realné &islo x plati
z.1 = 1.z = . Rikdme, Ze &islo 0 je neutrilni prvek
operace sé¢itani, éislo 1 neutralni prvek operace nasobeni.

Obecné nazyvdme neutrdlnim prokem vzhledem k operaci
»u=xzXy ne L (struénéji ,neutrdinim prvkem operace
u==xxy na L") prveke e L, pro néjZ plati: Pro viechna
xze L je

rxe=ekzx==x

Pozndmka: Je-li operace ,,u = 2 % ¥ na L‘“komutativni,
pak ve shora uvedené definici stadi zfejmé psat pouze
bud ,,z % e = z*, nebo ,,e k x = z*.

V mnoziné M je ziejmé jednim z neutrdlnich prvki
vzhledem k operaci sjednoceni mnoZina prazdna — pro
kaidé A e Mplatid |J o = o |J A = A. DokidZieme
dale, %e Zzadny prvek B € M, B # @, nemiZe byt
neutralnim prvkem operace sjednoceni: Necht je B € M
neutrélni prvek operace sjednoceni na i. Pak pro kazdé
AeMijeAUB=A, tedy specidndi o UB = 0.
Soudasneé ale téZ plati g (J B = B.Odtud plyne B = &.
Existuje tedy v M pravé jeden neutralni prvek
operace sjednoceni — prazdna mnoZina.

Obdobné uz sami dokaite, Ze v M existuje pravé
jeden neutralni prvek vzhledem k operaci pra-
nik, a to mnoZina M.

Zabyvejme se nyni otazkou existence neutralnich
prvkid jednotlivych operaci na H. Uvédomime-li si,
Ze plati 1+0=0+1 =1, 040 =0, pak je ihned
ziejmé, Ze 0 je neutralni prvek vzhledem k s¢itani
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na H. Doka%te samostatné, Ze 1 nenf neutralnfm prvkem
této operace.

Déile ovéite, Ze neutridlnim prvkem operace
s =2z.y na H“jeprdvé prvek 1.

Uvazujme daldi specialni pfipad zobrazeni K do L,
kdy je K = L. Zobrazenim L do L (v souladu s definici
zobrazeni K do L) je kaZd4 podmnozina V kartézského
soudinu L x L, pro niZ plati: ke kadému 2 € L existuje
pravé jedno y € L takové, Ze je [x,y] € V.

Zobrazeni L do L budeme v daldim nazyvat undrni
operace na L a symbolicky oznalovat naptiklad ,y =2
na L%, ,,y = x* na L atd.

Piikladem unéarni operace na mnoziné viech redlnych
¢isel R je operace ,tvofeni opadného ¢sla k danému
¢islu®, ,,y = —= na R“.

V neprizdné mnozing M existuje ke kazdé jeji pod-
mnozing A pravé jedna podmnoZina A’ mnoiiny M,
zvana doplnék mno¥iny A. Na mnozin M viech pod-
mnoZin mnoZiny M je tedy definovéna ungrni operace;
nazyvejme ji ,tvofeni dopliiku®“ nebo struénéji
,,doplnék .

Na mnozing¢ H pravdivostnich hodnot vyroka jsme
zavedli tabulkou 8 dal§i undrni operaci ,,doplnék®

UkaZme si, co maji tyto undrni operace zavedené na M
a na H spoletného. Vyslovme nejprve definici unarni
operace ,doplnék‘“namnoZiné L.

Predpoklidejme, Ze na mnofing L jsou definovdny dvé
komutativni bindrni operace ,u =z * y* a ,,u = xO0y*,
ke kadé z michZ existuje pravé jedem neulrdini prvek.
Oznaéme tyto proky postupné e*, e°.

Undrni oplraci ,,y = x'*‘ definovanou na L nazveme
»-doplnék’ prdvé tehdy, kdyZ pro viechna x € L plati

2k o' =€ azdrovefi xOa = e*
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Vritime-li se k definici undrni operace zavedené na M,
je z¥ejmé, Ze je v souladu s definici operace ,,doplnék*
pravé uvedenou. Stadf si pouze uvédomit, Ze pro kazdé
Ae M plati A YA =M a zéroveit A N4’ = o;
pfitom mnoZiny M, @ jsou postupné neutralni prvky
operaci prunik a sjednocent.

Privé tak i undrni operace na H definovana tabulkou 8
spliiuje v8echny pozadavky definice operace ,,doplnék*
na L, Uvédomme si, %e je 04+ 1 = 1 (1 je neutrdlni prvek
operace nasobenina H) a zdroveii 0.1 = 0 (0 je neutralni
prvek operace séitani na H).

Rozhodnéme jests, zda také unarni operace ,,y = —x
na R je operaci ,,doplnék‘‘. V tom piipadé by muselo
pro viechna z € R platit

x+(—x) =1 azaroveh «.(—x) =0,
coZ ziejmé splnéno neni.

Cviten{

1. Zkoumejte u nésledujicich operaci, zda jsou komutativni;
asociativni. Urdujte viechny neutrélnf prvky.

a) u=z—yna R

b) u= z1+2y na R

c)u=2z+y*na R

d) u = 2¥ na mnoZind viech pfirozenych &fsel

2. Na mnozind C= {2, 3} jeou definovédny bindrn{ operace
témito tabulkami:

Y23 AR E
x X Y ! :
TV s 32 FOU '23
3 |32 3 33
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Rozhodnéte, které z nich jsou komutativni; asociativni; urdujte
viechny neutrdlni prvky jednotlivych operaci. Rozhodndte,
zda operace ,u=z X y na C je distributivni vzhledem
k operaci ,,u=x Oy na C*.

3. Definujme na mnoziné vSech redlnych &isel R dvé bindrni
operace:

a) Operaci ,,u = max (r, ¥)* (¢téte ,,u je rovno maximu z, y*‘)
takto:

Pro viechna redlné éisla x, y je max (z, y) = x, pravé kdyz je
z 2y, a max (z, y) = y, pravé kdyz je z < y.

b) Operaci ,,u = min (z, ¥)** (étdte ,,u je rovno minimu x, y**)
takto:

Pro vSechna redlnd &isla z, y je min (x, y) = x, prdvé kdyz je
r =¥y, amin (z, y) = y, pravé kdyz jex = y.

Rozhodujte, které z tdchto operaci jsou komutativni; asocia-
tivni. Zkoumejte, zda operace ,,u = max (z,y) na R* je distri-
butivni vzhledem k operaci ,,u= min (z, ¥) na R*; dédle, zda
i operace ,,u=min (z, y) na R* je distributivni vzhledem
k operaci ,,u = max (z, ¥) na R‘. Rozhodujte o existenci
neutrdlnich prvki jednotlivych operaci.

4. Uvazujte bindrni operace ,,u = max (z, y) na D“, ,,u =
=2 min (z, y) na D% kde D = {0, 1, 2, 3, 4}. Reite tytéz ukoly
jako v piiklad® 3. Pokuste se déle Fesit tento problém: Lze defi-
novat na mnozind D unérni operaci tak, aby spliiovala vlast-
nosti operace ,,doplnék‘‘?
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