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4. kapitola

BOOLEOVA ALGEBRA
A JEJI MODELY

Shriime pifehledné viechny zavéry o vlastnostech operaci
definovanych na mnoZinach M a H, k nimz jsme dospéli

ve 3. kapitole.

Je déna mnozina M viech
podmnoZin neprazdné
mnoziny M.

Na M jsou definovany bi-
narni operace sjednoceni
a prunik.

Kazda z téchto operaci je
-komutativni a asociativ-
ni.

Operace prunik je distri-
butivni vzhledem k ope-
raci sjednoceni a také
operace sjednoceni je
distributivni vzhledem
k operaci prinik.
Vzhledem k operaci sjed-
noceni existuje praveé je-
denneutralni prvek — o.
Vzhledem k operaci pri-
nik existuje pravé jeden
neutralni prvek — M.

Je dina mnoZina H =
= {0,1} pravdivostnich
hodnot vyrokii.

Na H jsou definovany
binarni operace — ,,séi-
tani‘‘ a ,,nasobeni.
Kazda z téchto operaci je
komutativni a asociativ-
ni.

Operace nasobeni je dis-
tributivni vzhledem k o-
peraci séitani a také ope-
race séitani je distribu-
tivni vzhledem k operaci
ndsobeni.

Vzhledem k operaci séi-
tani existuje pravé jeden
neutralni prvek — 0.
Vzhledem k operaci naso-
beni existuje pravé jeden
neutralni prvek — 1.
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Plati: M # o Plati: 1 £ 0
Na M je definovana unar- Na H je definovana unar-
ni operace ,,dopln&k*‘. ni operace ,,dopln&k*‘.

Z na¥eho piehledu je vidét, Ze uvaZované mnozZiny
s pkisluSnymi operacemi maji mnoho podstatného spo-
le¢né. Na obou jsou definovany dvé binadrni ope-
race a jedna operace unirni, které maji,stejné”
vlastnosti, ke kazdé binirni operaci existuje
pravé jeden neutralni prvek.

Mno%inu M spolu s ptislusnymi bindrnimi operacemi
a unarni operaci oznac¢ujme v dalsim (M, U, N}, ) a na-
zyvejme mnofinovd algebra.

Mnozinu H spolu s operacemi séitdni, nisobeni a do-
plngk budeme oznadovat (H, +, ., ') a nazyvat algebra
pravdivostnich hodnot vyroks, struénéji jenom algebra
pravdivostnich hodnot.

Vytvofme nyni jistou abstraktni nadstavbu nad
obéma algebrami, definujme tzv. Booleovu algebru.

Méjme ddnu neprdzdnow, jinak zcela libovolnou, mno-
Zinu B, v niZ je definovdna rovnost jejich prvks a na které
js0u zavedeny dvé bindrn{ operace, ,,s&itdni* a ,,ndsobeni™,
a jedna undrnt operace ,,doplnék. Mnofinu B spolu
8 piisludngms operacemt budeme nazyjvat Booleova algebra
prdvé tehdy, kdyt platt:
KaZdd z bindrnich operaci je komutativni a asociativni.
Ddle je operace ,,ndsobent® distributivni vzhledem k ope-
ract ,,88itdnt” a také operace ,,8ltdni* je distributivnt
vzhledem k operact ,,ndsobent”. Ke kaZdé z bindrnich
operact existuje prdvé jeden neutrdlni prvek,; pritom jsou
tylo neutrdini proky vzdjemné rizné. Undrni operace
spliiuje vdechny pozZadavky definice operace ,,doplnék
z 3. kapitoly.
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Prvky Booleovy algebry budeme oznafovat malymi
pismeny @, b, ¢, ..., x, y, z. Pro rovnost prvkd budeme
uZivat obydejného rovnitka. Symboly pro jednotlivé
bindrni operace si ,,vypuij¢ime‘ z &iselné algebry. Ope-
raci séftdnt budeme symbolicky oznadovat ,u = x+y
na B (struénéji ,,u = z+y*), operaci ndsobent ., u =
=2z.y na B“nebo,u =xy na B“ (struénéji.u =z.y*
nebo ,,u = zy“). Jsou-li #, y prvky mnoziny B, budeme
»T+ Yy nazyvat soudet prvki xz, y, ,,2y" soufin prvki
x, y. Operact doplnék budeme oznatovat ,,u = 2’ na B“
(struénéji ,,u = x'*), doplnék k prvku x symbolem z’.
Neutrilni prvek operace séitani oznaéime 0 (¢t&te nula),
neutrdlni prvek operace ndsobeni symbolem 1 (&téte
»,jedna’‘). Takto zvolena symbolika se ukaZe pfi,,boole-
ovskych vypodtech® nejvhodnéjsi.

Musfme mit oviem stéile na paméti, Ze v na§em ptipadé
nejde o b&iné sditadni a nasobeni redlnych &isel;
neutralni prvky 0 a 1 jsou prvky mnoiiny B
a obvykle nejsou rovny é&islim 0 a 1.

Na zdklads pfedchozich imluv miZeme definici Boole-
ovy algebry vyslovit také takto:

Méjme ddnu neprdzdnou mnofinu B, v nif je definovdna
rovnost, existujt v ni vzdjemné rizné proky 0,1 a jsou na
nt definovdny bindrni operace ,u = z+y“, ,u = zy*
a undrnt operace ,,% = &' “. Mnofinu B spolu s pHslus‘-
ngmi operacemi budeme nazyvat Booleova algebra, prdvé
kdyz pro vdechny proky z, y, z mnofiny B plati:

MNDz+y=y+=x .Yy =9y.x (2)

B) @+y)+z=2+(y+2) (.y)z=x.(y.2) (4)

(6) z.(y+2) = (z.9)+ z+(y.2) = (x+y). (6)
+ (z.2) (z+2)
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(x40 =2 r.l=zx (8)
9 zt+a =1 z.x' =0 - (10)

Takto zavedemou Booleovu algebru budeme oznalovat
(B, +’ b ,)'

O rovnosti definované v B budeme piedpokladat, Ze je
.,rovnosti vaéi booleovskym operacim‘; to zmamend, %e
pro véechny proky z, y, z mnofiny B plati: je-li x = y, pak
platt x+2z =y+z, .z =y.2, 2’ =y’

Poznamka: Pozorny étenat si jist® viiml, Ze druha z defi-
nic Booleovy algebry je ,,slab§i neZz prvni. V systému
axiomu*), ktery jsme uvedli, se sice zaruduje existence
neutralnich prvkid jednotlivych bindrnich operaci,
nikoliv v8ak jejich jednoznaénost (axiémy (7),
(8)). Tu lze ale velmi snadno z axiémt (1)—(10) do-
kazat. Nazna¢me dikaz pro neutralni prvek operace
séitani.

Piedpokladejme, Ze existuje 0, € B takovy, pro né&jz
plati: pro kazdé x € B je z+ 0, = z. Pak je tedy speci-
alné

040, =0 a zdroven

0+0, =0,4+0=0, (podle (1)a (7))

Odsud plyne 0, = 0.

Obdobné lze provést dikaz jednoznaénosti neutralniho
prvku operace nasobeni.

O ,,povaze’ prvki mnoziny B se v definici Booleovy

*) Volné fedeno, axioémy uréitého oboru (systému) jsou véty,
které se v tomto oboru nedokazuji z jinych vét, povazuji se za
pravdivé. Podrobnd se miiZzete s problematikou tykajici se
pojmu axiém seznémit napiiklad v knizce ,,M. Katétov: Jakd
je_logickd vystavba matematiky?‘ (edice Cesta k vé&déni,
JCMF, II. vydani 1950).
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algebry (B, +, ., ') nic bliziiho netikd, pravé tak ab-
straktné pojaté jsou vSechny operace i oba neutridlni
prvky. Zname ale uz dva konkrétni ptiklady Booleovy
algebry.

Zvolme za B konkrétn® mnozinu M viech pod-
mnozin neprdzdné mnoziny M. Operace ,,séitani*,
,,ndsobeni* a ,,doplnék* konkretizujme postupné jako
operace sjednoceni, prinik a doplnék na M. Pak pro
viechny prvky mnoZiny M axiémy (1)—(10) zfejmé
plati. Rikime, Ze mnofinovd algebra (M, U, N, ') je
modelem Booleovy algebry. Roli neutralnich prvka 0,1
hraji mnoZiny @ a M.

Piedstavme si dale namisto mnoZiny B konkrétnd
mnoZinu H pravdivostnich hodnot vyroki, ope-
race séitani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme
jako operace séitani, nasobeni a dopln&k definované
na H., Pak opét pro viechny prvky mnoZiny H jsou
axiémy (1)—(10) splnény. 1flhkéme, ze algebra prav-
divostnich hodnot (H, -+, ., ') je modelem Booleovy
algebry.

Ve cvidenich budete mit piileZitost seznamit se s fadou
dalsich modeld Booleovy algebry (B, +, ., ‘). Pii ove-
Fovéni, zda n&jakd neprazdna mnozZina s dvéma binar-
nimi a jednou undrni operaci je modelem Booleovy
algebry, musite postupné prozkoumat platnost axiémi
(1)—(10) pro vSechny jeji prvky.

Na zakladé definice Booleovy algebry miZeme nyni
vyslovit a dokdzat celou fadu vét, které budou pii,,boo-
leovském poéitani’‘ velmi dualezité. Piedtim viak jesté
provedme jednu tvahu, jez se ukiZe pii dukazech t&chto
vét uZitedna.
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Uvazujeme-li libovolny z axiémua (1)—(10) a prove-
deme-li v ném zdmény

+ — .

—_— L
0 ——> 1
1 ——> 0

dospéjeme opét k nékterému z axiémi, a to k tomu, jenz
je zapsan ve stejném fadku jako plvodni. Odsud plyne
tento dllezity zavér: JestliZe na zdklad& axiémii (1)—(10)
a z nich odvozenych vét dokédZeme néjakou dalsi vétu
a prepiSeme-li ji zcela formdlné pomoci naseho ,,seznamu
zamén‘, ziskime opét pravdivou vitu, tzv. dudlni vétu
k dané vété. V tomto smyslu mluvime o tzv. principu
duality v Booleové algebi‘e.

Obdobns¥ jako v ,,¢iselné algebie’’ a v algebie pravdi-
vostnich hodnot umluvime ge i zde psat misto ,,(xy)+
+(xz)“ jenom ,zy-+ax2*, misto x4 (yz)* struéndji
pouze ,,z+yz atd. JestliZe viak chceme k dané v&té
vytvolit v&tu dualni, musi byt jeji zapis uveden v ne-
zkrdcené formé, se viemi zavorkami (promyslete toto
konstatovini napf. na axiémech (5) a (8)).

Uvedme a dokaZme nynf n&které dileZité véty o prv-
cich Booleovy algebry (B, +, ., ).

Yéta: Pro kafdy prvek x e B platf:
(11) z+x == r.x=2x (12)

Dakaz (11): z+2 = (z+2).1 = (x+2).(x+2') =
=z+z.8 =24+0=2x

Pfi dikazu jsme postupné pouZili axiémy (8), (9), (6),
(10), (7).
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Platnost druhé &isti véty plyne z principu duality Boo-
leovy algebry a z (11). MuZete si v8ak pfesto provést.
podrobny dikaz. Porovnejte pak jednotlivé kroky da-
kazi (11) a (12).

Pozndmky:

1. Z uvedené véty plyne, Ze v Booleové algebie nema
vyznam zavidét pfirozené ndsobky prvku ani
mocniny s pfirozenym exponentem, coz v ,,¢iselné
algebfe” jsou naopak pojmy znaénd duleZité.

2. Na tomto mistd uZ miZeme ilustrovat uZitednost
uvedené definice Booleovy algebry. Z tvah o modelech
Booleovy algebry a shora dokazané véty plynou ihned
tyto zavéry:

a)Pro kazdy prvek 4 € M plati: 4 J 4 = A4 a zaro-
veh 4 N A = A.

b) Pro kaZdy prvek A e H plati: A+h = h a zaroveil
h.h =h.

Plati-li néjakd véta v Booleovdalgebie (B, +, .,)
pak platiivkaZdém jejim modelu.

V ditkazech dalSich vét uz nebudeme obvykle zdtvod-
novat jednotlivé kroky. Provéfujte je podrobné sami!

Yita: Pro kaidy prvek xz € B plati:
(13) 2.0 =0 z4+1 =1 (14)

Dikaz (13): 2.0 = 2.0+0 =2.0+z.2' =2.(04-2') =
=z.2 =0

Druhé $ast véty plyne ihned z principu duality a z (13).
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V&ta: Pro kaZdy prvek x € B plati
(15) (@) ==

Dikaz: Podle definice operace doplnék a podle axiomit
(1) a (2) lze psat z'+z = 1 a zdrovei 2’.z = 0. Odtud
ihned plyne, Ze = je dopliikkem k #’, tj. z = (z')".

Véta: Pro vdechny prvky z, y mnoZiny B plati:
(16) (z+y) =2y (.y) =z'+y  (17)
Dakaz (16): Nasim ukolem je dokazat, Ze z'.y’
doplitkkem k prvku z-+y, tj. musime ovéfit, Ze plati
1) ('.¥).(x+y) = 0 a zaroven
?) &y +(@+y) =1
Nejprve dokazme 1):

@'.y).(z+y) = (=.¥).z+ @ y)y—(xx)y+z
(yy%—0y+x0 0+0

Dokazme dale 2):

.y +@+y)=@@+@x+y). ¥+ @+y)
+y) (¥ +y)+2) =(1+y).(1+2) =1.1
Tim je ditkaz (16) proveden.

Pozndmka: Mnozi z véas jisté znate (16) a (17) v modelu

mnozinové algebry pod nazvem ,de Morganovy
zékony*,

((@"+2) +
1

Véta: Pro viechny proky x, y mnofiny B plati:
(18) z+zy == z.(x+y) == (19)
Dikaz (18): z+axy =z. 14y =2z.(1+y)=2z.1 =z
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Véta: Pro vdechny proky z, y mnoZiny B plati:
(20) z4+-2'.y =x+y z.(¥'+y) =2y (21)

Dikaz (20): z+2'.y = (x+2).(x+y) =1l.(x+y) =

Vita: Nechf x, y jsou libovolné prvky mnofiny B. Pak
platt:

(22) x+y = 0, prdvé kdyZ je x = 0 a zdroveii y = 0
(23) z.y = 1, prdvé kdyZ jex = 1 a zdrovefi y = 1

Ditkaz (22): a) Necht je x = 0 a zaroveil y = 0. Pak je
podle (7) x+y = 0.

b) Necht jex+y = 0. Pakjex+ (z+9y) = (z+a)+y =
=z+y = 0 a zarovell z+(x+y) = 2+ 0 = z. Odtud
plyne ¢ = 0. Zcela obdobné zjistime, Ze je také y = 0.
Tim je dikaz (22) proveden.

Véta: Necht jsou x, y libovolné prvky mnofiny B. Pak
platt:

(24) x = y, pravé kdyZ je zy’'+x'y = 0

(25) = =y, pravé kdy% je (x+y').(x'+y) =1

Dikaz (24): a) Necht je x =y. Pak zy’ = yy’, &ili
xzy' = 0, a zarovell také 2'.y = 0. Podle (22) je tedy
zy' +x'y = 0.

b) Necht je nyni # # y. Cheeme dokazat, Ze potom plati

zy' +x'y # 0. Predpokladejme, Ze existuji prvky =z, y
mnoZiny B, x # y, pro néZ je xzy’'+x'y = 0. Podle (22)

je pak zy' =0 (a)
azaroveih z'y =0 (b)
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Z (a) plyne déle 2y’ 4y = y a podle (20) je z+y = y.
Z (b) obdobnym postupem dostaneme z+y = z. Odtud
Plyne = y, coz je spor s piedpokladem 2 # y.

Tim je dukaz (24) proveden.

Uzijme nyni dokizanych vét k Fefeni nékolika p¥i-
kladd, naudme se ,,booleovsky poéitat’. Ve vlech
piikladech znadi a, b, ¢, d, e prvky Booleovy algebry
(B, +, ., ’). Vidy si podrobné zdivodiiujte jednotlivé
kroky feSeni podle axiémi a vét (1)—(25).

Pfiklad 15: Dokaite, Ze pro viechny prvky a, b, ¢, d plati
(a+b).(c+d) = ac+bc+ad+bd

EBeseni: (a+b).(c+-d) = (a+b).c + (a+b).d =
= ac+bc+ad -+ bd

Pifklad 16: Zjednoduste zapis prvku

abc+[b'.(a’"+ )]

tak, aby obsahoval co nejméné symbold.
Redeni: abe+[b'.(a'+¢)} = abe+(b') +(a’+c¢) =
= abc+b+(a') .¢' = b+ac’

Pitklad 17: Zjednoduste zdpis prvku
(ab+de) .(d-}¢e).ca.(¢'-+b')
tak, aby obsahoval co nejméng symbold.
Redent: (ab+de)’ .(d+e).ca.(c'+b') = (ab) .(de) .
(d+e).ca.(¢’+b)=a.(a'+b).(d +-¢).(d+e).c.

(e’ D) = (a@ +ab’) . (d'd+ed+de+ee).(cc’+¢cb') =
= ab’.(e'd+d'e).cb’ = ab’c.(de’ +d'e)
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Pozndmka: V 1. kapitole (piklad 3) jsme ukazali, Ze pro
viechny prvky A, B mnoziny M plati (4’ () B) =
= A |J B. Ve cviteni 4a) ke kapitole 2 jste méli moZnost
dokizat, %e pro véechny prvky X, Y z dané mnoZiny
vyrokit plati (X’ A Y') < (X V Y); z toho také vyply-
vé, Ze pro viechny prvky r, 8 mnoZiny H pravdivostnich
hodnot vyroki je (r'.8") = r+s.

Odsud plyne, Ze Booleovu algebru je moZno zavést
ijinym zpusobem, neZ jsme uvedli zde. MaZeme
vyjit z neprdzdné mnoZiny B, na niZ jsou definoviny
operace nasobeni a doplnék, uvedeme vhodny systém
axiémi pro tuto ,,algebru* a teprve poté definujeme
operaci soudet na zikladé zavedenych operaci nidsobenf
a doplnék.

Mé-li étendt chut, miZe se timto problémem zabyvat
hloubéji.

Cvident

1. Je ddna mnozine K, jejimi% prvky jsou uzaviené intervaly
(;, 3) a €2, 3). Definujme na K bindrni operace sjednocenf
8 priunik a unérnf operaci ,,u = 2’* tabulkou:

z <%, 3 2,3

|
e | @ <§. 3>

Rozhodnéte, zda (K, U, (,’) je modelem Booleovy algebry.

2. Je ddna isetka AB, A # B. UvaZfujme mnoZinu @, jejimi
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prvky jsou prédzdnd &dst tseéky O, body A, B a tsetka AB.
Definujme na G operace tabulkami takto:

S~Yl0o, A BAB S~Y/0, A B AB

0,/ O, A B AB 0, |0, 0, O, O,

zky: A| A AABAB z0y:A |0, A O, A
B| BAB B AB B |0,0, B B

AB |AB AB AB AB AB |0, A B AB

8

O, A B AB
AB B A O,

g1

Dokazte, ze (@, %k, O, ) je modelem Booleovy algebry.

8. Pokuste se sami konstruovat daldi modely Booleovy algebry
obdobné jako v ptedchozim piikladé. Vyjdéte napiiklad
z téchto geometrickych utvari: trojihelnik; &tverec; ¢ty¥stén;
krychle. Volte pfisludné mnoziny analogicky jako mnozZinu G
v piikladu 2.

4. Zvolme mnozinu C = {1, 2, 3, 6}. Definujme na C binérn{
operace ,,tvofeni nejmensiho spoleé¢ného nésobku‘, ,,tvofeni

6
nejvétdiho spoleéného délitele a undrni operaci ,,u= —.

x
Dokazte, ze C s takto definovanymi operacemi je modelem
Booleovy algebry.

5. UvaZujme mnozinu T = {2, 3} a definujme na ni bindrni
operace ,,u = max (z, ¥)*, ,,4 = min (z, ¥)* (viz cvideni 3,
3. kapitola) a undrni operaci ,,u = Z‘‘ takto:

x

‘23
| 3 2

T
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DokaZte, Ze mnoina T’ spolu s uvedenymi operacemi je mode-
lem Booleovy algebry.

6. Zvolme mnozinu U viech uspofddanych dvojic {z,y], kde «
a y patfi mnoziné {2, 3}. Definujme na U rovnost & bindrni
operace ,,u =z X ¥, ,,u= x O y* takto:

Pro vlechny prvky [z, #,], [#s,¥,] mnoziny U je

[2y, Y1) = (%4, Y] Prévé tehdy, kdyz =, = =, a zdrovenl y, = y,;
[z1, 1] XK [®s ¥:] = [max (x,, 2;), max (¥, ¥2)]; '

[#1 %] O [24, ¥2] = [min (z,, 2,), min (y,, ¥:)].

Déle definujme na U undrni operaci ,,u = z* takto:

Pro kaZdou dvojiei (%, z5] € U je [z,, %3] = [z, T,], kde pro
1= 1, 2 je I = 2 prévé tehdy, kdyz z; = 3 (a tedy ;= 3 prévé
tehdy, kdyz je z;= 2).

Dokazte, ze (U, >k, O, ~) je modelem Booleovy algebry.

7. Necht n je libovolné ptirozené &islo. UvaZujme mnozinu V
viech uspofddangoh n-tic {z;, ;, ..., 2,], kde z;, zs, ..., @,
patii do mnoziny {2, 3}.

Definujte na V rovnost, bindrni operace ,,u = z Xk y*, ,,u =
= z O y** a undrni operaci,,u = Z‘ obdobnd jako v piiklads 6.
Rozhodnéte pak, zda (V, >k, O, =) je modelem Booleovy
algebry.

8. UvaZujme mnoZinu F v8ech redlnych funkei jedné redlné
proménné, jejichZ definiéni obor je mnoZina viech reédlnych
disel R a pro néZ platf: pro ka?dé f € F a kaidé z € R je
J(z) = 2 nebo f{z) = 3.

Definujme v F rovnost funkef takto: pro viechny prvky f, g
mnoziny F je f rovno g (symbolicky ,,f = g*') prdvé tehdy, kdyz
pro kazdé z € R je f(z) = g(z).

Zavedme déle na F bindrni operace ,,u = >k y‘“ a,,u=zOy‘:
Pro viechny prvky f, g z mnozZiny F je

4 Booleova algebra 49



f %k g rovno funkei h, pro niz plati: prokazdé z € R je h(z) =
= max (/(2), 9(2));

f O g rovno funkei k, pro niz plati: pro kazdéz € R je k(z) =
=min (f(2), 9(2)).

Definujme na F unérni operaci ,,u = Z* takto: Pro vechna
| € F je f funkce, pro niZ plati: pro kazdé z € R je J(z) = 2
pravé tehdy, kdy? f(z) = 3 (a tedy J(z) = 3, prévé kdyZ }(z) = 2).
Dokazte, ze (F, %, O, =) je modelem Booleovy algebry.

9. Dokazte, Ze pro viechny prvky a, b, ¢, d Booleovy algebry
(B, +, ., ') plati:

a) a.(b+ctd)= ab+ac+ad b) a+bed = (a+d).(a+¢).(a+d)
¢) (a+btc) = a'b'e d) (abe)’ = a'+b'+c’

10. Zjednoduste zépisy prvkia Booleovy algebry tak, aby obsa-
hovaly co nejméné symboli:

a) a+a'b+ab'4-a’d’ b) (a+bd'4-¢’).(a+b'c)
¢) abe’'4-a'b’c'+a'be’+abe d) a+c'+b.(at+c')'+(atc’).(a+b+c')
e) ((ab+c)'+ab+-d)’ f) (abc+ab'+be')’

g) b.(a+ct+d).(ate).b.(e+d).(bd) . (e+c+d)
h) (a+c).(dg)’'. (ab)’ .(d+a’).(f+g).c . (ad) . (dc)

11, Rikdme, e systém axiémii je nezavisly, kdyZ 2ddny
z axiému tohoto systému nelze dokdzat z ostatnich.

Pokuste se ukdzat, Zze systém axiému Booleovy algebry, uve-
deny v této kapitole, je zdvisly. MaZete napiiklad dokdzat, ze
axiéomy (3) a (4) 1ze odvodit pomoci axiému (1), (2), (5)—(10)
a vét, jez byly v této kapitole dokdzdny bez pouziti axiémi
(3) a (4).
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