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2. kapitola

VLASTNOSTI MINIM
A MAXIM

v prv-ni kapitole ]sme se zmifiovali o tom, Ze neprazdné
mnozina ¢isel nemusi mit ani minimum ani maximum,
Vezmé&me napf. tyto mnoZiny: M, = R, M, = {ze R|
[0 <z < 1}, My = {xe R|z je ptirozené}, (tj. M, je
mnozina vSech pfkirozenych ¢&fsel), M, = {x e R|

—)2 <2 <)2 a « je racionilni}, M; = {xe R|0 <
<z = 1}. Snadno lze ovétit nésledujici jednoduchd
fakta:
a) muoziny M;, M, a M, nemaji ani miniméIn{ ani maxi-
maln{ prvek
b) M; mé minimilni, ale nemd maximélnf prvek
c) M; mé maximaln{, ale nemé minimalni prvek
Jako pifklad ové&fime tvrzeni c). Skuteéné, ¢islo 1 je
maximalnim prvkem M;, protoZe 1€ M; a pro véechna
ze M; plati x < 1. Na druhé strané pfipustme, 7e M,
m4 minimalni prvek z,. Potom vSak mus{ platit 1 =
=z, > 0 (protoze z,€ M;), a tedy rovnéz plati 1 =

g‘%‘ > 0, odkud pfichdzime k zavéru, Ze %’ rovnéz

nilezf mnoziné M;. Z ptedpokladu z, = min M; viak
nynf vyplyva, Ze musi platit z, < x,/2, coz odporuje
z, > 0. Dikaz tvrzeni ¢) je dokonéen. Doporuéujeme
étenafi aby samostatné dokazal tvrzenf a) a b).
Existuje-li v8ak minimum (resp. maximum) neprizdné
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mnoziny &sel, existuje pravé jedno, jak vyplyva z dalsi
véty.

V&ta 1: Neprazdnid mnoZina é&isel mé nejvyse jedno
minimum a nejvyse jedno maximum.

Diikaz: Oznaéime uvazovanou mnozinu M a dokéZe-
me pouze prvni éast tvrzeni, pojedndvajici o minimu,
nebof druha &ist se dokazuje zcela analogicky. Diikaz
provedeme sporem: Pripusfme, Ze M mé dvé navzijem
riznd minima a, a b,. Z toho, Ze a, je minimum M a b,
prvkem M vyplyva a, < b,, a obricens, z toho, Ze b,
je minimum M a g, prvkem M vyplyva b, < a,. Dosta-
vame tedy nakonec a, = by, coZ dokazuje naSe tvrzeni.

Nésledujfci vé&ta ukazuje jeden systém*) mnozin,
majicich vidycky minimum a maximum.

Vita 2: Nechf M je kone&n4d neprazdna mnoZina &sel.
Potom existuje min M a max M.

Dukaz této véty budeme provadét metodou 1plné
(ve Bkole se iikd téZ ,,matematické’‘) indukce. Nebude
na Skodu pfipomenout si ji. Necht V(n) oznaduje n&jaké
tvrzeni o pfirozeném ¢&isle 7 a nechf n, je n&jaké pevné
zvolené plirozené ¢&islo. Nasim cflem je ovéfit, zdali
tvrzeni V(n) plati pro vSechna pfirozens é&isla n = n,.
Posledni tvrzenf se dasto dokazuje podle tohoto sché-
matu:

(i) nejprve se ové&ii platnost V(n,)
(ii) ddle se ovéfi, Ze pro libovolné n = n, z platnosti

V(n) vyplyva platnost V(n + 1)

*) Misto ,,mnoZina mnoZin‘ se ¢asto z jazykovych duvodt
pouzivé hezéiho slovniho spojeni ,,systém mnoZin‘.
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Uvedené schéma dikazu se nazyvé #dplnow (nebo mate-
matickou) indukct.*) Krok (i) se pfitom nazyva bdzi
indukce, krok (ii) indukénim krokem, n se nazyva para-
metrem indukce.

Pristoupime k dikazu véty.
Dikaz véty 2: Mnozinu M mtZeme zapsat ve tvaru
M = {zl, xz, .o .,$n}

kde z,, x,, ..., ®, jsou jejf prvky. Vétu dokdZeme
iplnou indukef vzhledem k », jakoZto parametru induk-
ce, & pro ny = 1. Piitom se omezime pouze na dikaz
existence minima; dikaz existence maxima se provadi
zcela analogicky a doporudujeme jej étendfi jako lehké
cvideni.

(i) V ptipadé n =1 mame jednoprvkovou mnoZinu
M = {z,}. ProtoZe z,€ M a pro Zadné y € M neplati
y < 2,, jo £, = min M, takZe tvrzenf je v tomto pfipadé
dokazano.

(ii) Ptedpoklddejme, Ze tvrzeni je dokdzidno pro pfiro-
zené &islo » a uvaZujme libovolnou (n + 1)-prvkovou
mnoZinu

M= {z,2, ..., %, Zp+}

Mnozina M, = {z,, 25, ..., %,} je m-prvkovd, a tedy
podle indukénfho predpokladu existuje min M, = z;,
kde 1 < i, < n. Rozlisime nynf dva piipady:

(@) &, < Tnty (B) iy > Tupy
(P¥ipad x;, = z,,, nemtize nastat, nebof pii zapisu
mnoziny ve tvaru {...} zapisujeme pouze jeji navza-
jem ruzné prvky.)

*) Jde vlastné o jeden z axiému Peanovy axiomatiky pfiro-
zenych &isel.

14



V ptipadd (a) dostivime jednak z;,€ M,, a tedy
z;, € M, jednak x;, < x pro véechna z€ M. Odtud p¥i-
chézime k zdvéru, Ze z; = min M.

V ptipads (B) dostévame obdobné Z,€Maz,, <
< z pro viechna z€ M a tedy z,,; = min M.

V obou ptipadech (a), (B) tedy existuje min M, coz
dokonduje dikaz indulkef.

Poznimka: VyloZeného dikazu lze pouzit i jako meto-
dy pro skute¢né nalezenf minima kone&né neprézdné
mnoziny &fsel.

Dilezitym dikazovym néstrojem v nasi knfZce bude
daldf véta, jejiz odvozeni provede ¢tenaf lehce sdm
8 pouzitim metody tiplné indukce.

Véta 3: Necht M,, M,, ..., M, jsou dané neprizdné
mnoZiny &isel a polozme

M=M,UMU...UM,

a) Jestlize existuje min M; proj =1, 2, ..., n, potom
existuje rovnéz min M a platf

min M = min {min M}}jj = 1,2, ..., n}
b) JestliZze existuje max M; proj =1, 2, ..., n, potom
existuje rovnéz max M a plati

max M = max {max My|j = 1,2, ..., %}

Problém nalezeni minima mnoZiny é&isel lze pievést
na problém nalezeni maxima, a obracené. Plati totiz
nasledujici véta, jejiZ snadny dikaz rovné&Zz prenecha-
véime &tenafi.

V&ta 4: Necht M je neprazdnd mnozina &fsel. PoloZme
={re Rl —zec M}
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a) JestliZe existuje min M,, existuje rovnéz max M
a platif max M = —min M,.
b) Jestlie existuje max M,, existuje rovnéz min M

a plati min M = —max M,.

Je-li napiiklad M koneéna a neprazdnd, maZeme psat
M = {(m®, m®, ..., m"}, kde m®, m®, ... m" jsou
viechny prvky M, a z véty 4 dostdvame

max {m®, ..., m"} = —min {— ¥, ..., —m"}
a
min {m®, ..., m®} = —max {—mW, ..., —m"}

Véty1—4 se tykaly minim a maxim mnoZin &sel.
Uvedeme nyni analogické v&ty pro extrémy funkef.

Minimum (resp. maximum) funkce bylo definovéno
jako minimum (resp. maximum) jejiho oboru hodnot.
Odtud vyplyvaji bezprostfedné nasledujici tvrzeni.

Véta 5:7Kazdd funkce mé nejvyse jedno minimum
a nejvyse jedno maximum.

I Vita 6: Necht funkce f je definovidna na kone&né ne-
priazdné mnoziné A. Potom existuje min f(x) a max f(x).
ceA z€A

Ukdzeme nyni jeden postup, pomoci kterého Ize
skute®né nalézt extrémy funkce definované na kone¥né
neprazdné mnoziné. Misto slova ,,postup® budeme po-
uzivat, jak je v soudasné matematice b&Zné, vyrazu
»algoritmus®. Pod algoritmem rozumime — nazorné,
ale dosti nepfesné feéeno — postup pii konkrétnim
TeSeni n&jakého problému, ktery je moZno pfesné po-
psat ukdzanim pofadi jednotlivych krokd p#i FeSeni
a ktery po konedn® mnoha krocich konéi. Na zakladé
algoritmu muze tlohu Yedit vypoétif, kterému stadf
ge algoritmu ,,naudit’’, aniz by rozumél hlubsim mate-
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matickym diivodiim, pro& algoritmus tdlohu fe¥i. (Algo-
ritmus lze naprogramovat i na samodinny poéditad.)
Uvedeme nékolik pifkladd algoritmii v&tSinou dobte
znamych ze 8koly, i kdyZ se tam ne vidy timto ndzvem
oznaduji.

1. Eukleidiiv algoritmus pro urdenf nejvétifho spoled-
ného délitele dvou celych &isel.

2. Znamé tradini postupy pro provadénf zikladnich
aritmetickych operaci nad &isly zapsanymi v desitkové
soustavé.

3. Eratosthenovo sito pro nalezeni viech prvodisel ne-
presahujicich dané pfirozené n.

4. Postup pfi konstrukei trojahelniku ze t¥ stran.

5. Znamy postup pfi zjistovani d&litelnosti tfemi celého
¢isla zapsaného v desftkové soustavs.

Nyni popifeme jednoduchy algoritmus pro nalezeni
minima a maxima funkce definované na koneéné ne-
prézdné mnozing. Pfitom se op& omezime pouze na
hledani minima a analogickou otazku hledéni maxima
ponechiavame &tenafi. Necht f je funkce definovana na
konedné neprizdné mnozing A. Prvky mnoZiny A
uspofdddme v ndjakém pevné zvoleném pofadi a,, a,,

., Gr, pti¢emZ na volb& pofadi nezilezf, a pro zjedno-
dufeni zdpisu polozime f;, =f(a;) (=1, 2, ..., 7).
(Pismenem r jsme oznatili podet prvkd mnozZiny A.)
Nalezeni minima funkce f na A je nyni totéz, jako nale-
zeni min {f;|j =1, ...,r}, protoZe min {f(z)|ze A} =
= min {f;|j = 1, ..., r}. Zavedeme si dile toto oznade-
ni: Minimem r-tice (f,, fs. ..., f) budeme rozumét
Sislo®*min {f;/j =1, ...,7} a budeme je oznafovat
min (f,, fs, ..., fr). V8imnéme si dobfe rozdilu mezi
oznadenfm pra.vé deﬁnovanymaoznaéenim min {f,, ..
f,} které ma smysl pouze v tom pripadé, Ze &fsla fl, fz,

., fr jsou navzajem rizné, a tvofi tedy jistou mnoZinu
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¢isel. Naproti tomu v oznadenf min (f,, f,, . . ., f,) nemusi
byt éisla f,, f,, ..., fr navzdjem razna, nebot (f,, f,, ...,
f:) neoznafuje mnoZinu, ale uspofidanou r-tici &isel.
Algoritmus, ktery popiSeme, bude hledat
f* =min (}, f5, ..., f) a nejmensi hodnotu indexu j,
pro kterou f* = f;. Algoritmus konstruuje rekurentné
dvé r-tice (b, by, -.-, br) & (Jy, Ja, - - -» J») podle t&chto
rekurentnich pravidel:
(i) PoloZime b, = f, a j, = 1.
(i) Necht je jiz urdeno b, a ji, kde 1 <k <.
PoloZime
bk+1 = min (bk, fk+1)
a
. _ 7.k jestliie bk+1 = bk
Pewr = {k + 1 jestliZe by, < by
(iii) Ur¢enim dvojice &fsel b, a 4, je prace algoritmu skon-
tena.
Nyni plati nésledujici tvrzeni, jehoz snadny dikaz

pfenechavame &tenafi.

Yéta 7: O éislech b, a j, plati:
b, =min (f,, fs, ..., f+) a j, je nejmensf hodnota indexu
f, pro ktery plati f; = min (f,, fa, ..., f;)-

Pouziti vyloZeného algoritmu budeme ilustrovat na
nésledujicim pifkladu.

Piiklad 1: Chceme urdit minimélni &slo v 5-tici
(fis fas - - <5 f5) = (1; 0,9; 3; 0,9; 1,2). Pomoci vyloZeného
algoritmu dostdvame postupnd

bl = 1 7-1 == 1
by = min (b,, f,) = min (1;0,9) = 0,9 i3 =
ba =min(b2’fa) =mln(019; 3) =09 j! =2
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b4 = min (ba, f‘) = mjn (0’9; 059) = 0’9 j4 = 2
b; = min (b,, f;) = min (0,9; 1,2) = 0,9 Js =2

Dochézime k zivéru, Ze minimilni é&islo v uvaZované
5-tici je 0,9 a jeho prvni vyskyt zleva v 5-tici je na dru-
hém misté. Cislo 0,9 se véak rovnéz vyskytuje i na &tvr-
tém misté zleva.

Poznimka 1: Ctena#i by se uvedeny algoritmus mohl
zd4t zbytedny, protoZze tlohu urdenf nejmensfho (nej-
vétsiho) z nékolika danych d&sel fesf bézné bez premysle-
nf, ,,jednim pohledem‘‘. Je nutné si vSak uvédomit, Ze
v pfipadé ,,velkych* soubori &isel nelze vSechna ,,pfe-
hlédnout*‘ zrakem a nadi inteligentné-vizudlni schopnost
musime nahradit systematickym algoritmickym postu-
pem. Tato okolnost jest& vice vynikne v pipadé pouziti
samotinnych poditadi, které se ,,neuméji divat.

Poznimka 2: Viimn&me si déle, Ze popsany algoritmus
pro urdeni min (f,, fs, ..., f,) vyZaduje r — 1 operaci
srovnini &¢isel podle velikosti; jde o srovnini &sel b,
afrgaprok=12...,r—1L

Pokrodime dile ve zkoumdnf vlastnostf extrémi
funkei. Nechf je dédna funkee f na mnoZing A a nechf
A, A,, ..., A, jsouneprizdné podmnoZiny A, pro néZ

ALUA U...UA =A
Definujme funkei f; na mnoZiné A, pomoci funkce f
takto: PoloZime
[(x) = f(z) pro ze A*)
G=0L12...,8)

*) Rikdme, %e funkce f; vznikle z funkee f parcializaci
(zGZenfm) na mnoZinu Ay.
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Bezprosttednim pouZitim v&ty 3 dostdvdme nynf nésle-
dujici tvrzeni, jehoZ podrobny dikaz pfenechivime
rovnéz &tendfi.

Véta 8: Nechf existuje min fi(z) [resp. max fi(z)] pro

ceA,- . zeA,-
j=1,2,...,8 Potom existuje rovnéz min f(x) [resp.
oA

max f(x)] a plati
aEA

min f(z) = min {minf,-(a:)]j =12 ..., s}

cEA ZEA;

(resp. max f(x) = max {maxf,-(x) li=12, ..., 3}
zeA z€A;

Pro ilustraci posledni v8ty uvedeme jednoduchy
piiklad.

Piiklad 2: Chceme nalézt nejmensf ¢islo v tabulce 1.

6| 4 | —3 2|1

—1 3 0| —1 0

—4 5 10 [ —4 1

Tabulka 1

Tabulku Ize pfirozenym zplsobem chipat jako funkei
definovanou na mnoziné vech jejich poliéek, tj. na mno-
Zin& v¥ech usporddanych dvojic (r,s), kde r =1, 2,3
(index ¥4dku), a s =1,2,...,5 (index sloupce). Pfi
fefeni tdlohy lze tabulku zkoumat ,,vcelku‘, ale ve
smyslu v&ty 8 lze téZ nalézt ,,8éstend’‘ minima v jed-
notlivych fidcich (nebo sloupcich) a z t&chto ,,é4sted-
nych minim urdit nejmens{ é&islo.
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O extrémech funkei plati déle tvrzeni analogické véte
4, pomoci které je téZ lze snadno dokézat.

Véta 9: Necht f je funkce definovand na mnoZing A.
Definujme funkci f, na A takto: f,(x) = —f(x) pro
ze A.

a) JestliZe existuje min f,(z), potom existuje max f(x)
zeA seA
a platf ma,x flx) = —mm fi(z).
b) Jestlize emstu]e ma,x fl(:v ), potom existuje min f(z)
z€A
a plati min f(x) = —max f(x).
z€A zeA

Kapitolu ukonéime nasledujici vétou, jejiz snadny di-
kaz rovnéz pfenechivame &tenafi.

Vita 10: Necht f je funkce definovand na neprdzdné
mno#ind A, a necht ¢ je dané &fslo. Definujme funkei g na

A takto:
Polozime g(z) = f(x) + ¢ pro viechna z€ A.

a) JestliZe existuje min f(z), existuje téZ min g(z) a plati
zEA €A
min g(z) = ¢ 4+ min f(z) .
zEA zeA
b) Jestlize existuje max f(x), existuje téZz max g(z)
z€EA zZEA

a plati
max g(z) = ¢ + max f(z) .
zeA ceA

{ Smysl v&ty ukdZeme na nasledujicim piiklads.

Piiklad 3: PoloZme ve vét¢10A = {ze R|0 =z <
1), f(x) =%z € A)ac = V2. V souhlasu s vitou 10
plati
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min (z* 4 |/2) ={}/2 + min 2* ;
tEA 2€A

max (z3 + VE) = V§ + max z?
z€A cEA

O spravnosti poslednich dvou vztaht se lze ptesvédé&it
bezprostfedns.

Cvileni

Cviteni 1: UkaZte, Ze mnoZiny M,, M, a M, zavedené na za-
&4tku kapitoly nemaji ani minimum ani maximum, & mnoZina
M; mé minimum, ale neméd maximum.

Cvideni 2: Dokazte, Ze kazdé neprdzdnéd mnozZina &isel md
nejvyse jedno maximum.

Cvideni 8: Dokaite vity 3—10.

Cvifeni 4: Znézorndte si na &iselné ose néjakou mnoZinu
&fsel a ukaZte geometricky vyznam véty 4.

Cvillenf 5: V pravoihlé soustavé soutadnic si nakreslete
graf n&jaké redlné funkce redlné promdnng a pokuste se
ukézat ndzorny geometricky vyznam vét 9 a 10.

Cvilenf 6: Popiste a zdivodnéte algoritmus pro urdovédni
maxima funkee definované na kone¥né neprézdné mnoing
é&fsel, analogicky algoritmu pro urdovdni minima.

Cvifeni 7: Pro neprézdné mnoziny &fsel vyslovte a dokaZte
vétu analogickou vétd 10.
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