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7. kapitola

0 JEDNOM PRIRAZOVACIM
PROBLEMU

Necht jsou ddny dvé n-tice redlnych &isel
(ali az, S ] an) a (bl’ bz, cvey bn)

kde 7 je dané pfirozené &fslo. N43 problém zélezi v tom,
pfitadit &islim a@,, a,, ..., d, vzédjemné jednoznadnd
v n&jakém obecné novém potadi &sla b,, b,, ..., b, tak,
aby soudet soudinii pfifazenych dvojic byl maximalnf.
Jinymi slovy, hleddme takové pofadf b’ﬁ’ bk’, ceey Uiy,
disel by, by, ..., by, pro které plati

albkx + e F a,,bk" = albll + ... F a'"bln

pro viechna mozné pofadi b,, b,, ..., b, &isel b, b,,
eer, by,

Retien{ zformulovaného problému je v principu mozné
provad&t nasledujici trividlni metodou: Vyzkousf se
vSechna moZnd potadi &isel b, b,, ..., b, a urdf se jim
odpovidajici souéty soudint a z nich se vyhledd maxi-
malni. ProtoZze viech zminénych pofadi je nl=1.2.

... .n, je takovito metoda pro ,,vé6tdi“ hodnoty =
velmi neefektivni. Velmi jednoduché feSeni problému
nam umozni dalsi véta, jejiz dikaz je zaloZen na myslen-
ce dynamického programové.ni. Pti formulaci véty bude-
me piedpoklidat, ze platf

a6 = =...Za, 9)
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(Spln&n{ tohoto pfedpokladu 1ze anadno dosdhnout vhod-
nym preéislovinim.)

Vita 18: Necht n-tice &fsel (a,, a,, ..., a,) spliuje

podminku (9) a necht b, b,, ..., b, je takové pofadf
Sisel by, by, . . ., b,, pro které platf b,cl =b, =... Sb,.

Potom je d1bk, + ... 4 a,b;, maximélni.

K dikazu véty budeme potiebovat nésledujici pomoc-
nou vétu, jejiz snadny dukaz pfenechdvime &tenafi.

Lemma 3: Necht pofadi b,,,5,, ..., b,, spliuje ne-
rovnost b, = b,’. pro nékterou uspofiddanou dvojici
indexd (7, §), kde % < §. Sestrojme nové pofadi b,,
Dsys ++er by, kde 8 =1y, 8, =r;a 8 =rpro k=12,

.»M; t #k #j. Potom plati a;b, + ... + a:b,, =
Sad, + ... + ab,,.

Budeme fikat, Ze pofadi b,, ..., b,, z lemmatu 3
vzniklo z potadi b,,, ..., by, transpozict dvojice (b, b,).

Diikaz vity 18: V&tu dokdZeme matematickou indukef.
Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé. Predpoklédejme, Ze tvrzeni
véty plati pro pfirozené &islo n» a dokaZme je pro n + 1.
Necht by, by, - - b,m , je poradi spliiujici predpoklad

véty a necht b,l, b,., .. b,ﬂ ,je libovolné pofadi &isel
bl, <+ baya. Na¥im cﬂem je uké,za.t Ze platf
0'161 + . + @niabr, = albk S aER o e} bk,H_l »(10)

Rozli¥me dv& pipady: a) lovs = Fnsrs b) lnes % Knsy.
V piipads a) plati @, 4101, | = Gnsiby, ,, takie dokazovans

nerovnost . vyplyvd ze vztahu a,b, + ... 4 a:b, =
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< abe, + ... + ayby,, ktery viak plati na zédklad¥

indukénfho pfedpokladu. V pi#ipadé b) postupujeme
takto: V pofadi b, b, ..., b, nalezneme &len b,, pro
ktery l; = k,,, a transpozici dvojice (b, b;, +1) ziskdme
z pofadi b;,, ..., b, b, X nové potadibd,,, ..., by, b, 1
pro které p,,, = kn,,. Plati tedy jednak a,b, + ... +
+ an+1bpn+1 sab, + ...+ an+1bk,,+1 (pfipad a)), a déle,
protoZe by = by, = b, 1 dostdvédme na ziaklads lemma-
tu 3 aby, + ...+ Gapaby, S iby, + .. G by,

Spojenim poslednich dvou nerovnost{ ziskdvdame ne-
rovnost (10), éimz je dikaz dokonden.

Véta 18 ndm poskytuje jednoduchou metodu pro fese-
ni zformulovaného extremalnfho problému, zaleZejici
v tom, Ze se ¢&isla a,, ..., @, i b,, ..., b, uspotadaji
,»»podle velikosti“ a pfifadi se navzijem d&leny nachaze-
jici se na stejném mistd v obou potadich.

Piiklad 6: PouZijeme vétu 18 pron = 17,
a,=—2,a,=3,83=4,a, =0,
a;=1,a=3,a, = —1
b, =10, b, = 5, by = —4, by = 6,
b5———0,bs =—3,b7=2

Sestrojime nové potadi
la'l =_25a7 =_1,a4 ———0,05 = 15
a2=3,ae=3,a3=4
by =—4,bg = —3,b;, =0,b;, =2,
by =5,b, = 6,b, =10
odkud dostdvame hledané pritazeni. Maximaln{ hodno-

ta, odpovidajici potom nafemu maximalizaénimu problé-
mu je a,by + abg + ... + agh, = 86.
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Analogicky problém o minimu se fesi na zakladd ana-
logické véty, jejiz dukaz pfenechivime Stendfi.

Vita 19: Necht n-tice &fsel (a,, a,, ..., a,) spliiuje
podminku (9) a necht b,,, ..., b,, je takové pofadi
tisel b,, ..., b,, Ze plati b, = b,, = ... = bn,. Potom
mé soudet abn, + ... + @,b,, nejmensfi moznou hod-
notu ze viech takovych soudtu.

Cvifeni

Cvideni 1: DokaZte lemma 3.
Cvileni 2: Dokazte vétu 19.

Cvideni 8: Reste minimaliza&ni problém v podminkéch pfi-
kladu 6.

Cvideni 4: DokaZte ndsledujicf tvrzeni: Necht &islaa,, ...,
a, i édisla b,, ..., b, jsou navzdjem riznd, a necht plati a;, <
<a; < ... <a, Potom jeab;, + ... + anby, maximéln{

tehdy & jen tehdy, jestlize by < by, < ... < by,

Cvileni 5: Rete nésledujicf extrem4lni problémy:
a) Naleznéte pofadi by by, ..., by, &sel b b, ..., b, pro
které mmax {a,-bk]. |7=1, 2, ..., n} nabyvéd své minimédlnf
hodnoty. '
b) Naleznéte pofadi b,n b,” vy b,” ¢isel by, by, ..., b,, pro
které min {a;b,, |7 = 1,...,n} nabyvé své maximdln{ hodnoty.
Cviteni 6; Cestujici chce postupné navativit 5 mést A, B, C,

D a E v uvedeném pofadi. Viechny tseky cesty AB, BC, CD,
a DE maji navzdjem riznou délku a k dispozici jsou celkem
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&tyti typy letadel s navzdjem riznymi cestovnimi rychlostmi,
pfitemZ vechny typy létaji na kaZdém ze 8ty¥ tseki. DokaZte:
Jestlize cestujfci chce vyzkouSet kaZzdy typ letadla a pfitom
vykonat cestu za nejkratdi moZinou dobu, musi pouZivat tim
rychlejsi letadlo, &im je deldi usek.*)

*) Srovnej s tlohou &. 84 z knizky Dynkina, Moléanova
a Rozentala, ,,Matématibeskije sorevnovanija (Arifmetika i al-
gebra)‘‘, Nauka, Moskva, 1970.
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