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8. kapitola

PRIPAD NEKONECNYCH
MNOZIN

Zatim jsme metodu dynamického programovani apliko-
vali pouze v pfipadé funke{ s koneénym defini¢nim obo-
rem. V tomto ptipadé se nevyskytovaly Zadné potize
8 existenci extrémi, nebot kazd4 funkece definovani na
koneéné neprazdné mnozZiné ma maximum i minimum.
V pitipad$ funkce definované na nekonedné mnoZiné
vak jii existenci extrémi obecné zarudit nelze (vezms-
me napf. funkei f definovanou na mnoziné {x e R|0 <
<« < 1} predpisem f(z) = »; tato funkce nemé ani
minimum ani maximum). Ota.zky existence extrému
funkei definovanych na nekoneénych mnoZindch se vy-
Setfuji metodami matematické analyzy. Za p¥iklad ndm
mize slouzit fakt, Ze kazdy polynom, tj. funkce tvaru
Yy =ax"+ a4+ ... + a,(a,a, ..., a;jsourealné
konstanty) nabyvd na kaZdém intervalu tvaru
{xe Rla =z < b}, kde a < b jsou dani reilnd d&isla,
8vé minimalnf i maxim4ilni hodnoty. S poslednim tvrze-
nim i s mnoha jinymi tohoto typu se tendf sezndmf jiz
na"podatku vysokoSkolského studia’matematiky. My se
obecnymi existenénimi otézkami pro extrémy funkef
nebudeme zabyvat, timYspiSe, Ze zpravidla z nich ne-
lyvajf Zddné metody pro skutené nalezenf extrému.

V fadé konkrétnichfi duleZitych pfipadi lze viak
extrémy funkef definovanychYna{nekoneénych!mnoZi-
néch nalézt pfimo s pouZitim raznych elementirndjiich
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metod. V této kapitole uvidime dva pfiklady pouziti
metody dynamického programovani.

Piiklad 7: Je dano realné ¢&islo a a ptirozené éfslo n.
Méme zjistit, zdali funkce » prom&nnych

y=at+23+ ... + 2 (11)

nabyvé na mnoziné
{(xl, ceey Tn)

své minimélnf{ hodnoty.

UkéZeme nejen, Ze funkce (11) nabyva na mnoZiné (12)
minima, ale nalezneme toto minimum a nalezneme p¥i-
sludnou #n-tici, pro kterou se toto minimum nabyvé. Do-
kéZeme nésledujici tvrzeni:

Funkce (11) nabyvd minimalni hodnoty a*n~1, a sice
v jediné n-tici (2,, Z,, ..., %) = (an~ L, an”?, ..., an"}).

%, ...,%, € R } (12)

a:1+...-|-a:,,=a'

Ditkaz: Vétu dokdZeme metodou matematické indukce
podle n. (Hlavni mySslenkou dikazu je opét pouzlti dy-
namického programovani.)

(i) V ptipadé » = 1 je tvrzeni ziejmé.
(ii) Predpoklidejme, Ze tvrzenf plati pro pfirozené &slo

n a dokaZzme je pro n + 1: Necht (z;,Z,, ..., Zayy) j©
(n + 1)-tice realnych &fsel, splitujici vztah g o
~Tm

z,+ ... + 2+ 24y = a, odkud vyplyvé z, + ... +

+ T =06 —Tpyy.

Na zéklad® indukénfho pfedpokladu nynf dostdvéme,
Ze platf

B4+ 24+ ... 42 =2 (@—24)" 7, a tedy
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(@ —2nq)? ]

A+ ...+t kg2 42, =
n 41 a V¥  a™n
T '[[xnﬂ T ant 1] +(n + 1) = (13)

S +1 atn . a?
S n @412 nit1
Plati tedy nerovnost «} + ... 4 x3,; = a?(n 41)"1 pro
vBechny (n + 1)-tice (x,, ..., Zn,,) redlnych é&isel, spliu-
jicf vztah 2, + ... 4+ 2,,, = a.

Dosazenim (%, ..., Z,,) = [a(n + 1)1, ...,
a(n + 1)-1] se snadno pfesvéddime, Ze a%(n + 1)1 je
skutednd minimum funkce (11) na mnoziné (12). K za-
kondeni diitkazu zbyva nalézt viechny (n + 1)-tice, pro
které funkce (11) nabyva svého minima na mnozing (12).
Necht tedy pro (z, ..., ®,,;) plati af + ... + 2% +
+aa=a)n4+ 1)yt a xfx+ .. 2 2y =
= @. Odtud a z fetézce vztahu (13) dostavadme jednak

B4 ... 2k =(@—2p,) 0t (14)
jednak
a )2
[xn+1 - m) =0 (15)
Ze (14) a ze vztahu =z, + ... 4+ 2, = a — z,,, vyplyvd
na zdkladé indukéniho pfedpokladu 2, = ... =z, =

= (@ — Zpyy) w1 a z (15) dostavime z,,, = a(n + 1)L
Z poslednich dvou vztahu dostdivime nakonec z, =
=Ty = ... =%, = Tnyy = a(n + 1)1, coz dokoniuje
dikaz.

Pouziti principu dynamického programovani zdleZelo
v tomto piipadé podobné jako v pfedchozich kapitolach
v pfevedeni extremalnfho problému pro funkeci vice pro-
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ménnych na nékolik extremélnich problému pro funkee
jedné proménné.

P¥iklad 8: Uvazujme funkei
=&+ 2+ ... + 2, (16)
definovanou na mnozing
Z,...,2,€ R
fon |3 D

kde 7 je dané nezdporné &islo. DokaZte, Ze funkce (16)
nabyva na mnoZiné (17) maximéln{ hodnoty r]/n, a sice
v jediné n-tici

r r
(zl, ...,z”)—(l'/—’-_‘, ...,ﬁ]

Dikaz: Pro n = 1 je tvrzenf zfejmé. Predpokladej-
me, Ze je tvrzeni dokazéno pro p¥irozené é&islo n a uva-
Zujme libovolnou (n 4 1)-tiei (zy, . . ., Z,, #,4,) redlnych
disel, spliujicf vztah

B4+ ...+, =1
Potom plati r* —2%,, = 0, rv'n + 11—z =0aa?+
+ ...t 2k = (Vr’ —22,,)%. Odtud dostivime 2z, +
+ ...+ 2+ Zp 4y = Vrz—x72|+1V;+ Ty =
= V—(xﬂ+l V”‘ +1—7r2+ (TV'”' +1—z4)? +

T+ Tapy = V(TV” +1—z )+t =|rln+1—
—Zpgy |+ Tay =71 Vn + 1, coz dokazuje prvni &ast
véty.

Z posledniho Tetdzce nerovnosti je dile ziejmé, Ze
vztah =, + ... + @y = rVn + 1 plati pravé tehdy,
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jestlize @, + ... + @, = |r*— #34; [ (tj., na zéklad
indukénfho predpokla,du, jestlize 2, = ... =z, =

= V"2 — Xyt V'n) a
(£ﬂ+1vn + 1 -_— 1‘)2 = 0, tlj. :l},,_,_l = .V_ﬂ—rT,.l—
Indukénf dikaz je dokon&en.
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