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9. kapitola

CAUCHY-LAGRANGEOVA
NEROVNOST*)

V této kapitole zobecnime vysledek z pfikladu 8 pied-
chazejici kapitoly a z tohoto zobecnéni ziskime dikaz

dvou klasickych nerovnosti, dilezitych v geometrii
a matematické analyze.

Plati tato véta:

Véta 10: Necht jsou dina redlna é&isla a,, a,, ..., a,
(n je dané ptirozené ¢&fslo) a nezaporné &fslo x. Pro libo-
volnou n-tiei (z,, Z,, ..., %,) redlnych ¢&isel, pro kterou
23+ 25+ ... 4+ 22 = 22, platf

0T, + 8y + ... Gz, Szl + e+ ... + ad

Diikaz: Tvrzeni dokidZeme indukef. Pro n =1 je
zfejmé; piedpokliadejme, Ze plati pro pFirozené dfslo n
a necht (z,, ..., #,, %,,,) je libovolni (n + 1)-tice
redlnych &isel, spliiujici vztah 2} + ... + 2% 4 27, =

=z% Odtud vyplyvd 28 4+ ... 4+ 22 = (]/:t:2 —_ a:,,H)
a tedy na zdkladé mdukéniho predpokladu ax, + .

+ oz, <t —a, |+ .+ el

Odtud dostivime ax, + ... + @&, + G 1Tnpy =
= sz — T Va’% 4+ ... 4+a +a,.,%, =
= V(xvm — Gn 41 nyq)® — (zn+1vam

+ 61— G n®)? + G Tas =

*) Cauchy, &ti ko#i; Lagrange, &ti lagrarze.
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<|alfaiF .. Fai, — @y . Tosr | + GuysZny, = x
l/a% + ... + di,,, ¢imZ je dikaz dokondéen.

Pomoci v&ty 20 lze dokazat nasledujici nerovnost,
kterd md sama, ale hlavné jeji riizné zobecnéni, duleZitou
ilohu v geometrii a analyze.

Vé&ta 21: (Nerovnost Cauchy-Lagrangeova) Necht
(@, ...,a,)a (b, ..., b,) jsou libovolné dvé uspoiddané

n-tice redlnych &isel. Potom platf | @b, + ... + a,b,] =
slad+ .. Fa)u+ .. F 0.

Dikaz: Nejprve dokiZeme, Ze z piedpokladii véty
vyplyva nerovnost

bt .. tab VAT FRVET B
(18)

Skuteéné, poloZime-li ve v&té 20 z; = b; (j = 1, 2,
n)azr = Vb% + ... b2, dostdivime @b, + ...+ a,b, =
= ;%) + ... + T, <dlai+ . ta=|al+. +a
Vb2 + b2, co? jsme méli uka,za,t Ze vzta,hu (18)
véa.k vyplyva 8 pouZitim elementdrnich vlastnosti abso-
lutnf hodnoty |a,b, + ... + @b, < |ay| [by] + ... +
+ (ol bu] < VioaP + A JaP VB + .+ Bl =
= Vet + ... F a2 |07+ ... + B, ¢m? je diikaz do-
konden.

Pomoci Cauchy-Langrangeovy nerovnosti dokaZeme
déle tzv. trojuhelnikovou nerovnost pro vzdilenost
v Eukleidové prostoru. Ze Skoly je zndmo, Ze na piimce
Ize zvolit soufadnicovy systém, tj. poloha kaidého
bodu na p¥mce je vzdjemné jednoznaéné urdena jistym
redlnym éislem. Jestlize poloha bodu A p¥{mky je urdena
tislem a, piSeme A = (a). V takto zvoleném soutadni-
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covém systému je vzdalenost mezi dvéma body A = (a)
a B = (b) dana ¢&islem |a — b|, které lze zapsat téz ve
tvaru |/ (a — ). Podobné, je-li v roving zavedena obvyk-
lym zplsobem soustava pravoihlych soufadnic, takze
poloha libovolného bodu A roviny je vzdjemn& jedno-
znaéné uréena uspofddanou dvojicf redlnych éisel a,, a,
(coz zapisujeme pomoci A = (a,, a,)), je vzdalenost
mezi body A = (a,, ay) a B = (b, b,) rovna
Via, — 8,2 + (a,— b,)2, jak se snadno dokéze pomoci
Pythagorovy véty. Tézi v prostorovych soutfadnicich
se vzdalenost mezi body A = (a,, a,, a,) a B = (b,,
b,, b;) prostoru poéditi podle analogického vzorce
Vi@ =8 + (@, —B)* + (@ — by)%.

Abstrakei se v matematice z pojmi pfimky, roviny
a (obyd&ejného) prostoru vyvinul pojem Fukleidova
n-rozmérného prostoru*) (n je pkirozené &slo), kterym
rozumime mnozinu v8ech usporddanych n-tic A = (a,,

@, ..., a,) realnych ¢&isel, spolu s funkei ¢ definovanou
pro viechny uspofidané dvojice n-tic (A = (a,, ..., a,),
B = (b;, ..., b,)) pfedpisem

o(A, B) = J/(a; — b2 + .-+ (@, —b.)®
Pritom se n-tice A = (a,, ..., a,) nazyvaji body prosto-
ru, éisla a,, ..., a, soufadnicemi bodu A = (a,, ..., a,)

‘a o(A, B) Eukleidovou vaddlenosti bodu A, B.

Z clementarnfi geometrie je zndmo, Ze v pfipadé pfim-
ky, roviny a ,,obydejného* prostoru plati pro vzdile-
nost bodu tzv. trojihelnikovd nerovnost, kterou lze for-

*) Pro solidnéjsi sezndmeni s pojmem Eukleidova n-rozmér-
ného prostoru odkazujeme ¢tendfe na knizku K. Havlitka
. Prostory o &tyfech a vice rozmérech*'; vydala v edici ,,Skola
mladych matermatiki‘* Mladd fronta (Praha 1965).
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mulovat takto: Pro libovolné t¥i body A, B, C je vzda-
lenost mezi A, C men3i nebo rovna souétu vzdalenosti
mezi A, B a mezi B, C. Vznikd piirozena otizka, zdali
obdobné tvrzeni plati i v obecném pifpadé Eukleidova
n-rozmérného prostoru. Nésledujicf véta obsahuje klad-
nou odpovéd na tuto otizku.

Véta 22: Pro libovolné t¥i body A, B, C Eukleidova
n-rozmérného prostoru plati

o(A, C) = o(A,B) + ¢(B,C).

Dikaz: Na zikladé Cauchy-Lagrangeovy nerovnosti
plati

(a'l - bl) (bl - 01) + ...+ (an - bn) (bz '—cn) =
<V =0+ ..+ (@ —ba).
o=+ . F (b —c.)?
Odtud déle vyplyva
[(al - bl).z + ...+ (an - bn)z] +
+ [(bl - c1)2 + ...+ (bn - cn)z] +
+ 20 —by) (br—c¢y) + ... + (@8 — b)) (b —c))] =
= [(al - bl)2 + C + (an - b")2] +
+ [(bl —61)2 + ...+ (bn - cn)Z] +
+ 2]/(0'1 — b2+ ...+ (@.—b,)%.
Vo =+ B

a po jednoduché dpravé obou stran ziskané nerovnosti
dostavame nakonec vztah

(@ —c))P 4+ ... + (@, —¢)? =
=@ =52 F .- F (@ — b2+
+ )6, — )+ - F (B — )]
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ProtoZe na obou stranich poslednf nerovnosti jsou ne-
zidporna disla, vyplyva z ni
V(al—cl)2 + .ot (@—c)? =
=V —0)r2+ ... + (@ —br+
+ VO =+ B — )

coz jsme méli dokazat.

Cvideni

Cviteni 1: Nalezndte viechny n-tice (%,, Zs, ..., o,) z vty
20, pro které plati 23 + 2§ 4+ ... + 2L =2 aaw, + ... +
+ ez, = xl/a: + ... +ap

Cviteni 2: DokazZte, Ze za pfedpokladu véty 20 plati |a,z, +
+ ... +az,] gxl/a: + ... + a;.

Cvideni 8: (Jiny diikaz Cauchy-Lagrangeovy nerovnosti)

a) Necht a;, a3, ..., a, & By, B2 ..., B, jsou libovolng redlnsd
gisla, spliwjici vztahy o + ... + af =8} + ... + 2 =1
Potom plati a8, + ... + «,8, = 1. Dokaite zformulované
tvrzeni! (Ndvod: VySetfujte vyraz (e, — 8;)* + ... + (a, —
- ﬂn)z')

b) Pomoci vysledku a) dokaite Cauchy-Lagrangeovu nerov-
nost. (Ndvod: PoloZte

a,- b]'
o
Vet o etV 10
proj =12, ..., n) ’

Cviteni 4: (JeSté jeden dikaz Cauchy-Lagrangeovy ne-
rovnosti.)

a) Dokazte rovnost (@} + ... + ap) . (] + ... + bp) —
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n-1 n
—(ab;, + ... +a,0,)2=2Z I (a;; — ab;)**) (Lagrangeova
i1 =i+l
identita).
b) Pomoci vysledku a) dokaZte Cauchy-Lagrangeovu nerov-
nost.

Cvideni 5: Ukaite, Ze Eukleidova vzdédlenost mé téz tyto
dvd vlastnosti (A, B oznaduji libovolné dva body Eukleidova
n-rozmérného prostoru): 1. o (A, B) = ¢ (B, A) 2. 0 (A, B) = 0,
prévé kdyz A = B.

Cviteni 6: DokaZte, Zze pro Eukleidovu vzdélenost je nerov-
nost o (A, B) = |p (A, C) — ¢ (B, C)| splndna pro viechny
trojice bodd A, B, C Eukleidova n-rozmérného prostoru.
(Ndvod: Pouzijte vhodnd trojihelnikové nerovnosti.)

*) Zdpis znamend v souhlasu s obvyklou matematickou sym-
bolikou soudet vSech &isel (a;b; — bi2;)%, kde 2, § jeom celd,
I<i<j<n
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