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10. kapitola

0 PRINCIPU OPTIMALNOSTI

V této zavéreiné kapitole si fekneme nékolik slov
o tzv. principu optimilnosti dynamického programo-
vani, na kterém se zaklddaly vSechny konkrétni algo-
ritmy i dikazy probrané v této kmi%ce. Béhem nasf dis-
kuse vysvétlime rovnéz, proé se pouziva terminu ,,dyna-
mické programovani‘.

Viimneme si prvni z naich aplikaci dynamického
programovani, ktera zileZela v urdeni maxima funkce

. o y= 31(11) + ...+ gﬂ(xn) (19)
na mnoZing
| z,, ..., z, celd a nezap.
{(xl,..-;xn)! Z1+ -..+x"=a } (20)

Kazdé freSeni maximalizaénfho problému (19), (20) ma
jistou zajimavou vlastnost, jak ukazuje nasledujici
véta.

Véta 23: Necht (z(?, ..., z) je fedeni maximalizaé-
niho problému (19), (20) a necht ¢, j jsou dand celd
¢isla, spliujici vztahy 1 <4 <j <n. Potom pro
( —1¢ + 1)-tici (2, 2@, ..., ) nabyvd funkce

) Y = 8ix) + Zin®ip) + ... + 8i(z)) (21)
své maximalni hodnoty na mnoZiné
Zi, ..., z; celd, nezap,

NN B
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kde a(t, §) = = + ... +

Diikaz: Vétu dokiZeme sporem. Pfipustme, Ze v mno-
zin& (22) existuje néjaka (j — ¢ + 1)-tice (£;, ..., &),
prokterou gi(d:) + gua(fi) + ... + Zi(#) > i) +

+ ... + gi(x!). Sestrojme nyni n-tici (2, ..., %,) tak,
tef =z@pror=1,...,i—1L,541,...,n,a% =2,
pror =4, i+ 1, ..., j. Snadno lze ovétit, Ze (%,, Z,,

..., %) je prvkem mnoziny (20), a Ze plati g,(%) +
+ oo+ guE) > &(@) 4 ... 4 g.(2(). Ziskana ne-
rovnost je viak ve sporu s tim, Ze (x, ..., z{») je feSe-
nim problému (19), (20), coZ dokonduje dikaz.

Tvrzeni véty 23 dame nyni ndzorné&jsi vyznam.
Problém tvaru (21), (22) nazveme usekem problému (19),
(20), a (j —4 + 1)-tici (2, ..., z{”) nazveme dsekem
fedent (2, ..., 2(9). Nyni lze smysl véty 23 vyjadiit
nazornd takto: ,,Usek feeni problému (19), (20) je Fe-
Senim dseku tohoto problému.*

Zformulovand jednoduchd vlastnost je pravé spe-
cidlnim dusledkem obecného principu optimalnosti
dynamického programovani, ktery umozituje pouziti
rekurentni metody. Abychom se jeité vice ptiblizili
k jeho neformilnfmu smyslu, rozebereme tento geo-
metricky pfiklad. Na povrchu néjakého (geometrického)
télesa T jsou zvoleny dva rizné body A, B. Nasim
ikolem je spojit oba body nejkratsi ¢arou €, leZici na
povrchu télesa. Ctenaf se sttedofkolskou drovni mate-
matického vzdélani musi oviem zformulovanou tdlohu
chipat pouze intuitivné, nebot pojmy jako &ira (kiiv-
ka), délka &iry apod. se definuji s dostadujici Grovni
piesnosti az ve vysokoskolskych pfednaskdich z mate-
matické analyzy a geometrie.
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Zformulovany problém je v obecném piipadé znaéné
obtizny, nebof povrch t&lesa miZe byt sloZitd plocha
8 mnozstvim ,,vystupkid“ a ,,proliklin®“. Za velmi obec-
nych’ pfedpokladii o vlastnostech povrchu télesa T lze
viak dokazat nasledujici, intuitivn® velmi nédzorné
tvrzeni: Cara € na povrchu t&lesa T, spojujici A s B je
nejkratii ze vSech takovych &ar pravé tehdy, jestlize
pro kazdé dva body A’ a B'lezici na €, je tisek ¥(A’, B')
dary € lezicf mezi A’ a B’ s4m nejkratf darou na povrchu
T, spojujici A’ s B’ (viz obr. 2).

Obr. 2

Tato zdanlivé jednoduché vlastnost vyjadiuje vy-
stizné podstatu hlubokého principu optimdlnosti, pod-
minujictho pouziti metod dynamického programovani.
Specialng extremalni dlohy fesené v nadi knfzce by bylo
mozné interpretovat jako problémy urdéeni jistych nej-
kratSich éar; vyloZené rekurentni metody pak vlastné
,,Slepuji*‘ dseky hledané nejkratsf dary, aZz je nakonec
urdeno celé FeSeni.
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Uloze o nejkratsf afe lze dit jestd nazornou fyzikilni
interpretaci. Pfedstavme si, Ze po povrchu (redlného
fyzikalniho) télesa leze z A do B konstantni rychlosti
brouk, ktery chce vykonat tuto cestu v nejkratsim moz-
ném &ase, Gili— coz je v daném ptipadé totéz — po drize
nejkratéi délky. Tuto cestu budeme nazyvat optimdlni.
Slovo ,,optimaln{* je latinského plivodu a jeho vyznam
odpovidd vyznamu &eského slova ,,nejlepsi““. V daném
piipadé mame konkrétné na mysli, Ze hledana cesta
ma byt optimalni (nejlepi) ve smyslu minimalni doby
pohybu (neboli minimalni délky drahy pohybu). Princip
optimalnosti lze nyni vyslovit téZ takto:

Pohyb (v naSem konkrétnim pi#ipadé pohyb brouka)
probfhéd optimalnim zpisobem privé tehdy, jestlize
optimalnim zpisobem probiha na kazdém tseku.

V této obecné formulaci lze principu optimalnosti
pouzit pii uréovdni pohybu letadel, raket a druiic,
optimilnich vzhledem k minim4lni dobé letu, minimalni
spotiebé pohonnych hmot apod. Lze jej viak pouzit
i k uréovani riznych optimalnich procest, napt. v tech-
nologii, technice a ekonomii, nebot takovéto procesy
lze téz chapat jako jisté pohyby v nékterém (obecné
vicerozmérném) prostoru. Odtud je téZ patrny plived
nizvu ,,dynamické programovani‘‘ (slovo ,, dynamicky*
odpovidd svym vyznamem &eskému ekvivalentu ,,po-
hybovy“). Tim ovSem nechceme ¥ici, Ze dynamické
programovani se hodi pouze pro feSeni problému, kde
ve zjevné formé vystupuje prostor a 8as. (Extremalni
problémy Fefené v nasi knizce to ostatné jasné ukazuji.)
Formulace problému a metod dynamického programo-
vani se obvykle provadi ve zcela abstraktni formé a in-
terpretace pomoci pohybu probfhajiciho v prostoru
a dase se vétSinou pouziva pouze pro ndazornost
a heuristickou cenu.
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