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1. kapitola

VZDALENOST
Y EUKLEIDOVSKEM PROSTORU

Nejprve budeme pracovat s objekty, které jsou vam
dobfe znamy ze Skoly nebo (i z jinych hledisek) napf.
z predchéazejicich svazki Skoly mladych matematikii:
s pfimkou (jednorozmérnym eukleidovskym prosto-
rem E,), s rovinou (dvourozmérnym eukleidovskym
prostorem E;) a s trojrozmérnym eukleidovskym
prostorem E, (viz napt. Budinsky-Smakal: Vektory
v geometrii. SMM sv. 28, Praha 1971).

Body na piimce budeme znadit * = [x,], body v ro-
viné z = [x,, ,], body v prostoru z = [#,, x,, x,]; zde
jsou z,, 5, x, realna &isla.
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V téchto prostorech zname vzdalenost:

Na ptimce E, je vzddlenost bodu x = [x,] od bodu
¥ = [y,] — oznatime ji symbolem d(z, y) — definovana
takto:

(1) dz,y) = |2, —u |

V roviné E, je vzdalenost d(z, y) bodu x = [x,, 2]
od bodu y = [y,, y,] definovana takto:

(2) Az, y) = V@, —9)® + @ — y2)?

V prostoru E, je vzdalenost d(z, y) bodu z = [x,, ,, 2,]
od bodu ¥ = [y,, ¥,, ¥,] definovana takto:

3) d= y)-= V(xl — 11)? + (X — Y2)? 1 (X3 — ¥a)?

L ox  dmy g

n X /]

Pozndmka 1. Ve viech tfech pFipadech jsme pouZili
stejného oznadeni d(z,y). Je to celkem pfirozené,
nebot vzorec (1) miZeme zapsat téZ takto:

(1*) diz, y) = V(@ —9))?
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a vzorce (1) i (2) jsou pak specialnimi piipady vzorce (3),
nebot body z E, jsou specidlnimi p¥ipady bodt z E; —
jsou to body tvaru [z,, x,, 0) — a body z E, jsou také
specidlnimi p¥fpady bodi z E; — jsou to body tvaru
[wl ’ O: O]

Vzddlenost d(z, y) budeme nazyvat eukleidovskou
vzdalenosti; v8imnédme si nyni podrobnéji jejich
vlastnosti.

A Piedevsim je d(z, y) vidy nezaporné &islo:
{ @ dz,y) =20

pfitom je vzdalenost bodu 2 od bodu ¥ rovna nule
pravé tehdy, jsou-li oba body totoZné:
(5) dz,y) =0z =y
Pfipomerime, 7e totoZnost bodi z = [z,, z,, x5],
y= [y1 , Y2, ¥3) (kterou zapiSeme symbolem z = y) zna-
mend, Ze &; = Y, Lo = Y3, T3 = Y.
Dokézeme platnost vztahi (4) a (5): Nerovnost (4)
je ziejmym dtsledkem definice &isla d(x, y). — Je-li

x = y, je opét podle definice &islo d(z, y) rovno nule. —
Je-li naopak d(z, y) = 0, je také [d(x, y)]* = 0, &ili

@ — 9+ (@ — )+ (@ —ys)* =0
To je soudet tii nezdpornijch &fsel, a ten je nulovy jen
tehdy, jsou-li rovny nule viechny séitance: r;, —y, = 0,
Xy — Yy = 0, x;— y; = 0. To viak znamena, Ze z; = y;
prot =1,2,3 éilizexz =y.
B Dile je, vzdilenost bodu z od bodu y stejnd, jako
vzdalenost bodu y od bodu z:

(6) d(x, y) = d(y, %)
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Diikaz opét plyne z definice ¢isla d(x, y): ProtoZe
(T:—y) = [—(@—x)P = (s — =) pro ¢ =1, 2, 3,
mame rovnost (6) ihned z (3).

C Jsou-li z, y a z t¥i body, lze z nich utvotit trojihel-
nik.*) V tomto trojihelnfku pak neni délka jedné
strany vétsi neZ soulet délek obou zbyvajicich
stran. Jinymi slovy: Vzdalenost bodu = od bodu z
nenf vétsf neZ soudet vzdalenosti bodu = od bodu y
a vzdilenosti bodu y od bodu z. Lze to zapsat ve
tvaru tzv. trojihelnikové nerovnosts

(7 d(x, z) < d(z, y) + d(y, ?)

dix,z)

dixy)
0 \/(y: 2)
y .

Obr. 5

Platnost této nerovmosti je sice takika ,zfejma‘
(viz obr. 5), nebudeme viak spoléhat na nazor, abychom
nedopadli jako onen turista v iivodu, a dokidZeme plat-
nost nerovnosti (7) korektnim zpésobem.

*) Tento trojihelnik muZe byt téZ usedkou, leZi-li viechny t¥i
body na pfimce. V E, tomu bude vidy tak. )
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Odbocéeni prvni. Budte a, b libovoln4 redlné ¢&isla. Pak
je také &islo (@ — b) realné, a é&islo (@ — b)* je tedy
nezaporné:

0 < (a—b)* = a® — 2ab + b*

neboli 2ab =< a® 4 b2 éili
ab < — (a,2 + b%)

Tato nerovnost plati pro kaZdou dvojici reilnych
&sel a, b. Zvolime-li specidlng ¢ = |/, b = |/B, kde xa g
jsou nezaporns d&sla, dostdvime dileZitou nerovnost

®) VB <5 th

Budte nynf «; a fi (¢ =1, 2, 3) nezdporné ¢&isla a necht
jsou &isla 4 = oaf + o - o & B = % 4 £z 4 i klad-
né. Zvolime-li v (8) « = af/4 a § = fi/B (¢ = 1, 2, 3),
dostaneme t¥i nerovnosti

= lE+5)
jas =2(%+ %)
i éz[j‘f +4)

a jejich sedtenim pak nerovnost
upy + oufs + O‘sﬂa
~VaB =

[a,+a§+as ﬂ2+ﬂ2+ﬂ“)

=

bo| =
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(posledni rovnost plyne z definice &sel 4 a B). Po vy-
nésobeni nezépornym &slem |/ AB pak dostivime dile-
Zitou Holderovu nerovnost

(9) 1 + afy + By =

1 1

< (of + of + of)* (81 + B3 + £3)°
Tato nerovnost plati pro viechna reilns &sla a;, fi-
My jsme sice pfi jejim odvozeni poZzadovali, aby bylo
A>0aB>0 z (9 je viak vidét, Ze je-li 4 =0
nebo B = 0, plati (9) také a ma tvar 0 < 0 (dokazte to!).

Z nerovnosti (9) plyne dalsi dileZity vztah — tzv.
Minkowského nerovnost

(10)  Vn T 82+ (o + &) + (ys + 62 <

s+ RAFA+IE+ &+ &, |
kterd plati pro viechna redlna &isla y,, y,, ¥3, 8,1, 82, 63-

Dokazeme platnost nerovnosti (10): Oznadime-li C =
= (y1 + 61)% + (y2 + 62)* + (y5 + &,)?, miZeme psit

C = {ny1 + 61) + palys + 85) + a(ys + 8s)} +
+ {0:(y1 + 6,) + Oa(ya + 65) + Os(ys + 8s)}

PouZijeme-li na oba vyrazy v lomenych zavorkach
Holderovy nerovnosti (9) [pro prvni zavorku volime

o = 94, Bs = (y4 + 8;), pro drubhou pak o; = 8, i = (yi+
+ 8), 1 =1, 2, 3], dostdvame
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C=@i+7n+ 73) [(Y1t6:)2 + (2 + 622 + (¥s+ 53)2] +
+ (68 + 6 + 62) [(y1+ 812 + (ya+ 022 + (¥a+ 53)2] =

_‘VC[71+72+73)2 52—|—52+6)]

Je-li C = 0, nerovnost (10) zfejmé& plati. Je-li C % 0
(a tedy C > 0), stadi pfedchozi nerovnost vydélit éislem
/€ > 0 a méme ihned nerovnost (10)
Konee prvniho odbodeni

Nynf uZ méZeme dokédzat trojihelnikovou nerovnost
(7): Tato nerovnost plyne ihned z (10), kde volime
yi=%—y; a d=y—z (2=1,2,3), nebot pak je
i+ 6 = x;—2; a tedy

V(xl — )+ (T — 2+ (13— 2)® =
= V(xl — )+ (@ —y2)? + (X —ys)? +

+ Vo — 20"+ e — 22 + (s — 2)°

coz je (7).
Shriime tfi vlastnosti eukleidovské vzdilenosti d,

které jsme zatim dokazali:
A dxz,y) =0;,dx,y) =0z =y
B d(z, y) = d(y, ) pro ka¥dé dva body z, y
C d(z,2) <d(z,y) + d(y, z) pro kazdé t¥i body =, y, 2

Vzdilenost d ma oviem fadu daliich vlastnosti. Defi-
nujme pro & = [%,, &5, %3], ¥ = [¥1, Y2, Ya] & pro realné
dslo a soudet x + y a a-nisobek ax takto:

¢+ y =[x+ ¥, T2 + Y2, T3 1+ Ysl
o = [y, oy, ots)
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Dokazte, Ze pak plati:
D d(x + 2,y + z) = d(z, y) pro kazdé t¥i body =, ¥, z

E d(ax, ay) = |a| d(x, y) pro ka?dé dva body x, y a prB
ka?dé redlné &islo «

My se viak v dal§im omezime na vlastnosti A, B a C.
Pokusime se totiZ o zobecnéni pojmu vzdilenosti na
jiné mnoziny — méné nizorné neZ je mnoZina bodit
eukleidovského prostoru, a budeme se pfitom snaZit
zavidét co nejméné novych pojmii, klast co nejméné
podminek na strukturu vysetfovanych mmozin. Kdyby-
chom vzali v \ivahu i vlastnosti D a E, museli bychom
zavést soudet dvou prvki mnozZiny a x-ndsobek, a to uZ
je dosti podstatné omezeni.

Piiklad 1. Vratme se k turistovi a k jeho slepé divéfe
v mapu. Lze to zjednodusené srovnat se situaci, ktera
nastane, kdy% ,,vzdilenosti dvou bodta v E; budeme
rozumét eukleidovskou vzdalenost jejich pruméta do ro-
viny E, (do mapy). — Uberme dalsf rozmér a definujme
novou vzdalenost ¢(z,y) bodu =z v E, od bodu y v E,
jako eukleidovskou vzdélenost primétd téchto dvou
bodi do osy x,. Bude tedy (viz obr. 6)

X =[x, %]
xz--———ﬁl\_ Pst  1(X,¥)
\. '
| N B e — —id(x,y)
—
0 X, ~N
LT Y=
Obr. 6
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(11) Hx, y) = |2, —y

M4 tato nova vzddlenost v rovind opét vlastnosti A
az C? Vlastnosti B a C ziejmd splnény jsou: Je-li

z=[2, %], y = [y1, %] & 2 = [z, 2], je
e, y) = |2 — o] = |~ —2)| = [y — 2| = ty, )
a
Wz, 2) = |2y —2z| = [@&—y) + 4 —2)| =
Sl —wl+ [y —z| = Uz, y) + Uy, 2)

Ziejmé je také t(z,y) =0 a ¥x,y) =0 pro =z =y.
Neni vSak splnéna implikace = z podminky A, nebof
body z = [z,, z,] a y = [%,, ¥.] jsou pro x, # y, rizné,
zatim co (z, y) = |2, — ;| = 0 (viz obr. 7).

Xy
tix,y) =0

+4——o—-——0——
~

Obr. 7

PFiklad 2. Piedstavme si bytost, jejimZ - svétem je
kruZnice v roviné a ktera se navic mizZe po této kruZnici
pohybovat jen ve sméru pohybu hodinovych rudidek.
I tato bytost muZe sviij pohyb po kruZnici méfit —
oznadme proto b(z,y) vzdilenost, kterou nafe bytost
urazi, kdyZ se pohybuje z bodu x do bodu .
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bty,x)

Obr. 8

Jak ukazuje obrazek 8, nemé vzdalenost b uZ vlast-
nost B: pro konkrétni body z obr. 8 je vzdilenost
b(y, x) bodu y od bodu x tiikrat mensi nez vzdalenost
b(z, y) bodu x od bodu y ¢ili je b(x, y) # b(y, z). [Rov-
nost " b(x, y) = b(y, ) plati dokonce tehdy a jen tehdy,
le#{-li body z a y na stejném praméru nasi kruznice.]

Uloha 1. M4 vzdslenost b z predchézejictho piikladu
vlastnosti A a C?

Vzdalenost ¢, kterou jsme definovali v pitkladu 1,
tedy nemd vsechny vlastnosti A az C, atkoliv je defi-
novana pomérné piirozenym zpisobem — vyuZili jsme
analogie se zobrazovinim na mapu. Ani vzdédlenost b
z ptikladu 2 neméla viechny tyto vlastnosti. Existuje
tedy vibec néjakd pfirozenym zpiésobem definovana
vzdalenost, kterd by zachovavala v8echny vlastnosti
A B, C? ‘

Uvedeme dva pitklady, které ukazuji, Ze takové
vzddlenosti skutednd existuji. Vzdalenost ¢(z,y) byla
,»8patné definovana‘‘, nebot nebrala v tvahu ,,vyskové
rozdily“ bodi z a y. UkdZeme, jak lze tento ,topogra-
ficky‘‘ nedostatek odstranit — uvedeme dokonce dvé
eventuality. :
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Poznimka 2. Vzdéilenost b(z,y) z piikladu 2 méla
ponékud vyjimeény charakter, nebof také podminky,
které ma naSe bytost pro svij ,Zivot na kruZnici®,
jsou vyjimedné. Ma-li viak néjakd vzdilenost vlastnost
B, nemusime rozliSovat mezi vzdalenosti z bodu =z
do bodu y a vzdalenosti z bodu y do bodu x. Budeme
proto v dalsim hovofit vétdinou pouze o ,,vzdilenosti
bodu z a y“.

Priklad 3. Piedstavme si mésto lezfci v roviné, jehoz
ulice tvo¥f pravoihlou sit, a vZijme se do tlohy listonose,
ktery m4d dorudit telegram z mista x do mista y. Listono#
si voli pochopitelné nejkratsi cestu, ma viak celou fadu
mozZnosti: t¥i z nich jsou naznadeny na obr. 9 a krats{
cesta neexistuje (listonos miiZze pouZivat jen ulice).
Umistime-li nase mésto do roviny E, a obé mista opatii-

Y2 |

=

‘ .

— s — —

e —— L

O
xp——
+ I

x

Obr. 9
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me soufadnicemi: z = [x,, %,], ¥ = [¥;, ¥.], bude délka
cesty, kterou listonos urazi, rovna souétu délek praméta

tsetky xy [tj. eukleidovské vzdalenosti d(x, y)] do obou
soufadnych os. Ozna¢me tuto ,,postickou’ vzdalenost

p(x, y) — pak je tedy
(12) P, y) = |2, — 9| + |22 — ¥l

UkédZeme, Ze tato vzdilenost méd vSechny vlastnosti
A az C:

A Z (12) ihned plyne, Ze p(x,y) = 0 a %e pro xz = y je
p(z, y) = 0. Staéi tedy dokazat platnost implikace
{p(x,y) = 0= 2 =y). Ale je-li p(z,y) = 0, musi
byt rovny nule oba séitanci, které ¢&islo p(x, y)
tvoff: |z, —y,| = 0 a |z, — y,| = 0. To znamena,
fex, =y, az, =y, liliZexr =y.

B @y =z, —uy|+ 2. — 9| =
= l—(yl_xl)l + I—(yz—xz)l =
= |y — 21| + |y2 — x| = Dy, )

C px2) = |21 — 21| + |2y — 29| =

= @ —y)+ 5 —=z) +
+ [(@a—9a) + (ra—2) =<
= (I-’”1_?/1| + |3 —a|) +
+ (Ixz—yﬂ + lyz_zzD =
=(lzr— o] + |z —ysl) +
+n—az|+ s —2) =
= p(z, y) + p(y, 2)
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Stadilo tedy k ,,8patné definované‘‘ vzdalenosti (x, ¥)
piidat jesté vzdalenost priméti bodd x a ¥ na osu z,
a vznikla ,,dobfe definovand‘‘ vzdilenost p(z, y).

Pozndmka 3. Omezili jsme se pro nizornost na rovinu,
ale stejné jako u eukleidovské vzdalenosti d lze zavést
vzdalenost pivE, avE,: vE, bude

P, y) = |2, — 4]
v E; bude

P, y) = |21 — 1| + |22 — 42| + |23 — ysl
I pak budou splnény podminky A aZ C (dokaZte si to!).
Na piimce E, jsme oviem nedostali nic nového, tam je
p(x, y) = d(z, y); ale v E, a v E; uz znamena vzdélenost p
novou kvalitu.
Pokud jde o stejné znaleni vzdalenosti p v E,, E; i E,
plati to, co bylo feteno v poznamce 1.

P#iklad 4. Definujme v E, jestd jednu novou vzdile-

nost:
(13) m(z, y) = max (|2, — ¥, |2, — ¥3))
X2l . — x
|
[x2-y2| l: /
A2 [
| |
0 . %
[xg-y4 = m(x, y)

Obr. 10
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Vzdalenost dvou bodi x a y v roviné je tedy definovana

jako vétsf z délek priméti spojnice obou bodd na jed-

notlivé soufadné osy. Také vzdilenost m m4i vlastnosti

AaiC:

A Z (13) ihned plyne, Ze m(x, y) = 0 a Ze m(z, y) = 0
pro z =y. Predpoklidejme tedy naopak, Ze
m(z, y) = 0. To znamen4, %e v&tii z nezapornych
¢sel |x, — ¥, |, |73 — y,| je rovné nule, &ili musi byt
rovna nule ob8d éisla: |z, —y,| =0a |z, —y,| =0
neboli x = y. \

B m(z,y) = m(y, x), nebot [z; —yi| = [—(yi — =) =
= yi—:vi!, = 1, 2.

Odboteni druhé. Budte a, b, ¢, d, A a B redlna &isla.
Dokaite, Ze platf tyto dva vztahy:

(14) Proa < 4 ab < B je max (a, b) < max (4, B)
(15) max (@ + ¢,b + d) = max (a, b) + max (c, d)
Konee druhého odbodeni
C Ptedeviim je m(x, z) = max (|, — 2,|, [x, —2,|) =
= max {|(&,;—¥1) + (1 —21)|, |(Z2—y2) + (y2—2.)[}-
ProtoZe |(xi—w)+ (vi—=)| < [ti—wil + |yi—2d,
je podle (14)
m(z, 2) < max {(|z, — | + [y, —2),
(|ze —yo| + |y — 24D}
a podle (15) je pak
m(@, z) < max {|z, — y1|, [T2 — yel} +
+ max {|y, — z) |y — 2|} =
= m(z, :'/) + m(y7 2)
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Pozndmka 4. Opét miZeme vzdilenost m definovat
vE:

m(z, y) = max [|z, —y,|] = |2, —y|
avE:

m(z, y) = max [[z; —yy|, |22 — Y|, |23 — ¥s]
Kvalitativné odlisnou vzdilenost tedy dostavime jen
v E,avE,.

Poznali jsme zatim t¥i typy vzdalenosti —d, p a m,
které mély vSechny vlastnosti A, B, C. Zatim co v E,
bylo

(16) d(z, y) = ple, y) = m(z, y)
plati v E, nerovnosti
17 Az, y) < plx, y) < )2d(z,y)

pro kazdé dva body =z, y z E,. DokaZme (17). Prvnf ne-
rovnost plyne-ihned ze zfejmé nerovnosti
lof* + [B] = ([of + |B])?:

polozime-li zde & = |z; — ;| & f = |, — ¥,|, dostdva-
me prvni nerovnost v - (17) odmocnénim, —

odbodeni jsme poufili toho, Ze 2|af| = |af* + |B[%
Je tedy

(laf + 18D = |af* + 2[B] + [B]* = 2(|af* + |B]*)

a odtud opét plyne druhé nerovnost v (17) stejnou vol-
bou « a g jako vyse a odmocnénim.

Podobny vztah plati v E, mezi vzdilenostmi d a m:
1
(18) 1z 4@ 9) = mz,y) < dz, )

23



Dokazeme (18). Protoie |a| = V=V + B a po-
dobné || < [/a® F B, je také max (|al, |B))<Va® + B2,
a odtud plyne druhd nerovnost v (18). Dale je a® 4 % <

< 2 max (a2, f?) = 2 [max (|a], |B))* &li V—;- (o 4 p%) <

= max (|«f, |8]), a odtud plyne prvnf nerovnost v (18).
Z nerovnostf (17) a (18) plyne vztah mezi vzdilenostmi
pam:

19) 5P y) S m@y) S play)

(dokaite!).

Podobné vzijemné odhady téchto t¥f typl vzdile-
nosti — oviem pifpadné s jinymi konstantami — lze
odvodit i v Ej,.

Doporudujeme &tenafi, aby si vyznam nerovnosti
(17), (18) a (19) ilustroval obrizkem a aby ukdzal, Ze
konstanty, které v téchto nerovmostech vystupuji,
nelze zlepfit. Tak napf. v (17) nastane rovnost v prvni
nerovnosti, volime-li x = [0,0] a y = [a, 0], kde a je
¢fslo ruzné od nuly, nebot pak je d(z,y) = plx, y) =
= |a|; v druhé nerovnosti v (17) nastane rovnost pro
z =[0,0] a y = [a, a] (@ # 0), nebot pak je p(x,y) =
= 2|a| a d(z,y) = J2|al.

Zvolme za zakladni vzddlenost tieba eukleidovskou
vzdalenost d(z, y). Budou-li se oba body = a y od sebe
neomezené vzdalovat, poroste neomezens i ¢fslo d(z, y).
Z nerovnosti (17) a (18) resp. z rovnosti (16) plyne, Ze
pak porostou neomezené i &isla p(z, y) a m(z, y). Lze to
zapsat takto:

(20) d(z,y) > © = p(z,y) > ©, m(x,y) > ©
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Uvedeme nyni piiklad vzdalenosti, kde to platit nemusi:

P#iklad 5. Definujme vzdélenost s(z,y) bodua z, y na
piimce E, takto: Sestrojime kruZnici k¥ o poloméru R,
ktera se dotyksa piimky E, v podatku O. Bod na k, lezici
na stejném praméru jako potatek O, oznadime S. Bod
z = [z,] na E, spojme s bodem S; tato spojnice protne

E,
y=1l

kruZnici £ v bodé z* = [z}, 2§], pro jehoZ soufadnice
plati
4Rz 2R3
* 1 * _ 1
A BV

(provedte vypoéty, nutné k uréeni soufadnic bodu z*!).
Tim tedy ptifadime kaZdému bodu 2 na E, jednoznaéné
urdeny bod x* na krunici k, tj. bod v E,. Kazdému bodu
na E, odpovida priavé jeden bod na k, a také obriacend —
kazdému bodu na k (vyjma bod S!) odpovidd privé
jeden bod na E,. Také ze vzorci (21) je vidét, Ze

¥FALy* S x Ay
Nynf polozime

(22) 8(z, y) = d=*, y¥)
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tj. vzdalenosti s(z, y) bodi = a y na E, nazveme euklei-
dovskou vzdalenost (v E,) jim odpovidajicich bodd z*
a y* na krunici k.

Vzdailenost s ma vlastnosti A az C, nebof je mé vzda-
lenost d a pfitazeni mezi body x a z* je vzijemné jedno-
znaéné.

Vzdélenost s tedy patii mezi ,,dobfe definované“
vzdalenosti. Od vzdalenosti d, p a m se vsak li§f mimo
jiné tim, Ze je

8(z, y) < 2R pro viechny body z, y na E,

nebot body z* a y* le#i vidy na kruZnici k£ a jejich
eukleidovskd vzdélenost v E, tedy nemiize byt vétsi nez
je primér kruznice k. Vzdéilenost s tedy nema4 vlast-
nost (20).

Pozndmka 5. Takova vzdilenost by se ndm jisté hodila
v praktickém Zivoté: zvolili bychom si B = 1 km a Z4dné
vzdalenost by nebyla vétsf nez 2 km. To by se to cho-
dilo! .

Obr. 12

Pozndmka 6. Analogicky miieme postupovati v roviné:
Sestrojime kouli, ktera se roviny dotykd, a bodu z
z roviny E, ptifadime bod z* na kouli — prisedik spojni-
ce bodu S a z (viz obr. 12; tomuto ptifazeni se ¥ika
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stereograficka projekce). Pak poloZzime pro body
z,yzE,

(23) s(z, y) = d(z*, y*)

kde d je eukleidovska vzdilenost v E,.

Uloha 2. Oznadime-li body = = [z, %,] & ¥ = [y, ¥s)
v roviné E, pomoci komplexnich &fsel, tj. poloZime-li
§ =, +i%y, 7 = 4, + iy,, bude

- Ay =E—mn|

kde vpravo je obvykly vyraz pro absolutni hodnotu
komplexniho &isla. DokaZte, Ze vzdilenost s z (23) lze
vyjad¥it pomoci absolutnich hodnot komplexnich &fsel
takto: & —n|

YO+ ERa+ (7))

Znéme tedy uZz &tyfi typy ,.dobfe definovanych‘
vzddlenosti v roviné E, — vzdalenosti d, p, m a s.
Uvedme jesitd dva typy vzdalenosti v roviné. Prvni typ
zobectiuje vzdalenosti d a p.

Priklad 6. Budiz p = 1, z = [z,, %,], ¥ = [¥1, ¥=), a de-

finujme vzdilenost d,(z, y) takto:

(24) dy(, Y) = (|21 — 91[P + |23 — yuP)V/P

Je ihned vidét, Ze vzdlenosti d a p jsou specialnimi p¥i-

pady této vzdailenosti: eukleidovskou vzdilenost dosta-

neme pro p = 2 a ,,postidckou” vzdilenost pro p =1
d=d,, p=d,

Lze tedy odekivat, e také vzdalenost d, bude spliiovat
podminky A, B a C. Platnost podminek A a B si étenai

8(27, .1/) =
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jisté dokézZe snadno sim. Podminka € plyne z Minkow-
ského nerovnosti

n pYi/p n a4 n »i/p
(25) 2|7’i+5il]§[2|7¢|]+[2|5i|]
i=1) i=1 i=1
jejim% specidlnim p¥{padem je nerovnost (10) a ktera
Plyne pro p > 1 z Hélderovy nerovnosti
1/a

20) £ lmpil = (Z @) (Z160)") a=E p>1
(26) ‘=1a4; =(1‘=la‘ [;-:1 ’ ’q_?—l’p

V obou nerovnostech je n pkirozené &fslo, ai, fi, i, 05
(t=1,2,...,n) jsou libovolnd komplexni &sla. Troj-
thelnikovou nerovnost

dy(z, 2) = dy(x, y) + dy(y, 2)

dostaneme z (25), zvolime-lin = 2, y; = x;—y; a §; =
=Yi— 2 (’l/ = 1, 2).

log f 1

log [ta+(1-t) f]—
toga+(1-t)logp-»

loga 1

!

|

n

I

[

I

3. Jl !

0 a tard-tp p

Obr. 13

Odboteni tFeti. Naznadime zde dikaz nerovnosti (25)
a (26); je tfeba zdiiraznit, Ze jde vlastné o jisté zobecnéni
postupu z odbodeni prvniho. Budeme pfitom v¥ude

28



predpokladat, Ze p > 1, nebot pro p = 1 je (25) jedno-
duchy dusledek elementdrnf nerovnosti |a + b] <
<|a| + [b].

Usedka, spojujicf dva body na grafu funkce y = log z,
lezi pod grafem této funkce; to znamend, Ze pro 0 <
< a < B platf (viz téZ obr. 13)

(*) tloga+ (1 —t)logp < log[ta + (1 —1)B]
{kazdy bod tsetky «f na ose x lze vyjadkit ve tvaru
ta+ (1 —¢) B, kde 0 <t <1, a kazdy bod, ktery lezi
na vuseéce spojujici body [«, log «], [8, log ], 1ze vyjadiit
ve tvaru [fa+ (1 —¢) 8, tloga+ (1 —t)logfhl, 0 <
<t < 1)]. Nerovnost (*) lze zapsat takto:

log (aff*7) <log[ta + (1 —2t)B], 0=t =<1
Odtud ihned plyne, Ze a!f** < tx 4 (1 —¢) f. Zvolime-li
t=i, bude 1—¢=1—L_P—1 1 ime

p p q
tedy nerovnost
@) TSt at1p
a? f1 < — a4+ —B,
p q

ktera plati pro ka’?dé « >0 a B >O a pro P > 1,
q= p—l . Oznad¢ime-linyni 4 = Z' |ou|?, B = Z' | Bile,

ptedpoklidame-li 4 >0, B >0 a pouiqeme-h nerov-
nosti (27) postupné nejprve pro a = |x[?/4, B =
= |$|YB, pak pro a = |a,[?/4, B = |B.|4/B atd. a% pro

o = |anP/A, B = |Bn|t/B, dostaneme n nerovnosti, je-
jichz sedtenim vznikne nerovnost

n

Z [aiﬂil

i=1 1 1

AlUsBlia = ) + q =1
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a to uz je vlastné nerowvnost (26). Je-li A = 0 nebo
B =0, je téZ X |x:;fi] = 0 a nerovnost (26) opét plati
i=1

(podrobné je cely postup pro trochu jednodussi p¥ipad
proveden v prvnim odbodeni).

Odvozeni nerovnosti (27) z (26) je opét podobné po-
stupu z prvniho odbodeni: Stadf psit

C = El%+¢5|"—2|7’1+6| lvi + &Pt <

g

II Ma

Iyl e+ P + 2 184 Iy + 8o~
1=1

a na obé posledni sumy pouZit nerovnosti (26) — jednou
pro T. = ly. , b= [ys + diP”?, podruhé pro i = |4,
Bi=lri+ 4

Provedte podrobné cely zde naznaéeny postup véetnd
diskuse piipadi C = 0, C > 0!

Konec tFetiho odboé&eni

Ptiklad 7. Definujme v E, vzdélenost b(z, y) bodt z =
= [#,, ], ¥ = [¥1, ¥.] piedpisem

28 b x’ =c lzl yll ¢ lzz—y2| .

B0 M) = T =] T T ]
kde ¢, a ¢, jsou dvé kladné konstanty. Také tato vzda-
lenost vyhovuje podminkém A a# C. Platnost podminek
A a B si Stenaf opét snadno dokazZe sdm; trojtihelnikovéa
nerovnost € plyne z nerovnosti

la + B | 18|
(29) 1+|a+ﬂ|§1+lal+1+|ﬂl
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ktera plati pro kaZdou dvojici redlnych éisel a, B.
Zvolime-li zde totiz «a = #;—y;, f=¥i—2 (1 = 1,2),
bude x 4 B = x; — 2;, takZe mame
| —2] |2 — yi| |y — 2
14 |m—z| = 14 |ei—w 14 |yi— %
Vyndsobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem c;, do-

staneme dvé nerovnosti (pro ¢ =1 a pro + = 2) a po
jejich sedteni bude

b(z, z) = b(z, y) + bly, 2) .

Vzdélenost b ma se vzdalenosti s spoleéné to, Ze neroste
do nekoneéna, kdyZ d(z, y) neomezené roste: je totiz

bz, y) <o, + ¢

+
I

pro viechny body z, y z E,, nebot —l;“la—

Poznimka 7. Analogickou vzdélerost lze opét defino-
vat na p¥imce E,:

b(x, y) |2, — 9

=c
Y1+ '?1_?/1|
avE,:
b(z,y) = ¢ |22 — 3 ¢ |Zs — 9| c |23 — s
@) 11+|3’1—1’/1' + 21+|xz_?/z| + 21+ |2y

Odboéeni &tvrté. Dokazme zde nerovnost (29): (I) Je-li
alespon jedno z &isel «, § rovno nule, plati v (29) rovnost.
(IT) Jsou-li obé &fsla «, # nenulova a maji-li stejné zna-
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ménko, lze bez Gjmy na obecnosti pfedpoklidat, Ze
a>0,8>0Pakje |x+fl=a+fa

lot+B _ at+B
1+ at+pl L14+at+p
& 8 x B _
“TFatf T TFath “TH+a T T+F
e, 1Al
T+ o " T+
1 1

neboft 14+ a+p8>1+ a ¢&ili

1+a+t B “T¥a
v . 1. 1 1

a podobné je 1 + a4+ f >1+ g ¢ili g <1+,3'

(III) Jsou-li obé é&isla a, B nenulovd a maji-li riznd

znaménka, miZeme vzhledem k symetrii vzorce (29)

v « i p pledpoklidat, Ze |a| = [f| > 0. Pak je 0 <

£ la+ Bl <laf a tedy

o + Bl (1 + |a) = |a+ B + | + Bl |a| <[a] +
T o+ Bl lof = laf (1 + |+ B])
Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym &slem

1 1 (.,
dostivame

Tt+fa] " T+ [+ B]° )
o+ B8] _ o
1+ Ja+ B8] = 1+ [4f
a odtud uz (29) plyne.

Konee &tvrtého odbodeni
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