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2. kapitola

APLIKACIE STREDOSKOLSKEJ
MATEMATIKY

Po preditani tohto nadpisu si jedni ¢itatelia povedia, Ze
takych aplikicif poznajd plno, sta¥f si vziat ktorikolvek
slovni ilohu zo stredofkolskej uédebnice; druhf zas
budii stredodkolskd matematiku povaZovaf za prilid
slabi na zdolanie problémov, s ktorymi sa stretaji
aplikovani matematici.

S prvou namietkou nemozno sihlasit, pretoZe slovné
dlohy v stredoSkolskych udebniciach nesi na sebe prili§
jasné znaky toho, ako vznikli. Sotva by sa nasla medzi
nimi takd, ktora ma povod v aplikovane-matematickej
praxi. Naopak, tieto priklady si vytvorili autori u¢ebnic
na ilustrdciu preberanej litky (je to opédt pristup od
met6dy k problému a nie naopak!)

Druhé ndmietka je vaZnejia, skutoéne mélo kedy sa
mo#no stretnif s praktickou vlohou, pri ktorej riefeni
by sa vystadilo len so stredoskolskou matematikou. Nie
je to vSak vyla&ené, ako ukazuje nasledujici priklad.
Je dost zloZity a preto menej skisenym d&itatelom
doporudujeme ho vynechat, prejst k 11I. kapitole a vrd-
tit sa sem aZ po preditani ostatnych kapitol.

2.1. Uloha o siistave pravidelnych
mnohouholnikov na kru¥nici a jej aplikdcia
v doprave

2.1.1. Uvod. Na obr. 2 méme znazornent siet troch
liniek mestskej dopravy: &slo 1 z 4 cez C a E do G,
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Uslo 2z Bcez C a E do F a &fislo 3z D cez C do E.
Vozy linky 1 premévaji v pravidelnych 12-miniitovych
intervaloch. Linky 2 v 8-mintitovych a linky 3 v 6-mini-
tovych intervaloch. Doprava na tsekoch AC, BC, CD,
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Obr. 2

EF a EG je potom celkom pravidelnd, kym na iseku CE
nie. Cestujici, ktori cestuju len na tomto dseku, a teda
moéZu pouzit voz ktorejkolvek linky, musia raz akat
viac, inokedy mene;j.

. Nech by odchody zo stanice C smerom na E boli
takéto:

- Linka 1: 6.00, 6.12, 6.24, 6.36, . ..
Linka 2: 6.00, 6.08, 6.16, 6.24, 6.32, 6.40, ...
Linka 3: 6.02, 6.08, 6.14, 6.20, 6.26, 6.32, 6.38, ...

Intervaly medzi vozmi na tomto dseku by potom boli
v minttach 0, 2, 6, 0, 4, 2,2, 4, 4,0, 2,6, 0, 4, 2, 2, 4,
4, ... Vidime, %e skupina 0, 2, 6, 0, 4, 2, 2, 4, 4, ktord
dédva v sidte 24 = [6, 8, 12] sa tu opakuje a sved?df
o velkej nerovnomernosti v odvoze cestujtcich na tseku
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CE, a tym aj nerovnomernosti vyfaZenia jednotlivych
vozov (symbolom [a,, a,, ..., a,] oznadujeme najmensi
spolo&ny ndsobok é&isel a,, a,, ..., a,).

Iné moZné riefenie cestovnych poriadkov je takéto:

Linka 1: 6.03, 6.15, 6.27, 6.39, ...
Linka 2: 6.01, 6.09, 6.17, 6.25, 6.33, 6.41, ...
Linka 3: 6.00, 6.06, 6.12, 6.18, 6.24, 6.30, 6.36, 6.42, ...

s opakujdcimi sa intervalmi medzi vozmi na tseku CFE 1,
2, 3,3, 3,3, 2,1, 6 Toto rieSenie sa zda byt lepsie, a to
napriklad preto, Ze interval medzi najbliZz§imi po sebe
iddcimi vozmi je tu najmenej 1 mintta a nie 0, ako
v predoSlom pripade (nulovy interval medzi vozmi je
skutodne nevyhodny, vozy sa nevojdi na zastivku
a zadny ide prizdny). Ak viak chceme odpovedatf na
otdzku, ktoré rieSenie je najlepsie, musime si presne
stanovif

1. aké cestovné poriadky moino uvaZovat, tj. aka je
mnoZina pripustnych rieSeni;

2. &o je kritériom kvality riefenia, tj. ako poznime, Ze
rieSenie je najlepsie.

1. Za pripustny cestovny poriadok budeme povaZovat
tri aritmetické postupnosti ¢asovych tidajov v hodinich
a mimitach, pritom diferencie si: pri prvej d, = 12,
pri druhej d, = 8, pri tretej d, = 6 minit a prvy élen
i-tej postupnosti je (¢ = 1, 2, 3) je medzi 6.00 a 6.00 + d;.

2. Ak potom z tychto postupnosti vytvorime jednu,
usporiadand podla velkosti, za kritérium kvality rieSe-
nia budeme povaZovat minimum z rozdielov po sebe na-
sledujicich ¢&lenov tejto postupnosti, tj. minimdlny
interval medzi vozmi na vseku CE. Cestovny poriadok
bude tym lepsi, ¢im je toto &fslo vadsie.
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I ked lohu uz miame vlastne matematicky formulova-
nd, prevedieme si ju na formu, pristupnejsiu skimaniu.
Uvazme kruznicu dlzky 24 = [6, 8, 12]. Zvolme na nej
bod, ktorému priradime &as 6.00 hodin, poéinajic tymto
bodom si rozdelme kruZnicu na 24 rovnakych dielikov
dlzky 1 a v smere hodinovych rudidiek priradme deliacim
bodom é&asy 6.01, 6.02, ... Keby sme takto pokradovali
dalej, je zrejmé, Ze Sasom, lisiacim sa o 24 minit by
zodpovedali rovnaké body.

Zvolme si z deliacich bodov tejto kruZnice

1. dva body 4,, a 4,, tak, aby 4,,4,, = 12 (tj. aby
tvorili ,,pravidelny 2-uholnfk*);
2.tri body A,,, A,,, A,s tak, aby A,,A4,,=

s24s5 = 8 (pravidelny trojuholnik);

3. 8tyri body A,,, ..., 4,,tak, aby tvorili pravidelny
Stvoruholnik, stvorec.
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Na obr. 3 vidime vysledok takého rozmiestnenia
(optimalny). Body A,,; plne uréuji odchody i-tej linky
a naopak. Podobne aj minimalna vzdialenost dvoch
bodov sa rovna minimalnemu &asovému rozdielu v spo-
loénej postupnosti odchodov. Vyriesif nadu tlohu zna-
mena teda vpisat do celodiselnych bodov kruZnice
dlzky 24 pravidelny 2-uholnik, 3-uholnik a 4-uholnik
tak, aby minimalna vzdialenost dvoch susednych bodov
bola maximélna. Ulohu mé#eme formulovat aj vieobec-
ne, prifom vynechame nie prili§ podstatni poZiadavku
celodiselnosti:

2.1.2. Zakladna tloha. Dand je kruznica k=(S; r) a pri-

rodzené &isla m,, ..., m,, s > 1. Vpisat do k pravidelny
my-ubholnik &, = {4,,, ..., Aym} ..., pravidelny
me-uholnik o7, = {&,,, ..., A,.,} tak, aby ¢&islo
d(y, ..., o,) = d = min 4;;4;;5 bolo maximalne, pri-
bom 2, 1 =1, ..., 8 =1, ..., m; =1, ...,
mz, ¢ % 1.

Poznamendvame, %e po¥iadavka s = ¢ je v poriadku,
pretoZe minimalna vzdialenosf d sa nadobida sku-
todne vidy medzi bodmi dvoch réznych mnohouholni-
kov a nie medzi dvoma bodmi toho istého mnoho-
uholnika.

Kazdi sGstavus,, ...,o, vpisani do k (pritom pre
vietky ¢ jeo/; pravidelny m;-uholnik) nazveme riesenim.
Ak naviac maximalizuje d(«,, ..., &), nazveme ju
optimalnym riesenim.

K aplikdcii zakladnej tlohy prichddzame zvaésa
v tych praktickych situdcidch, ked viaceré deje pre-
biehaji v pravidelnych rytmoch, ale s réznou frekven-
ciou a ¢ast svojho vplyvu sistreduji na jedno miesto,
alebo na jedno miesto kladd poZiadavky.
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2.1.3. Priklad. UvaZujme smerové kolajisko zriadova-
cej stanice z obr. 4. Zo zvaZneho pahrbku sa tu spusdtaju
vozne na jednotlivé kolaje podla nasledujiiceho uréenia.

pa N
Lz AN
P pa N\
Zz AN
A / N\
v N\ V4
- . y
N 7
N\ /
Obr. 4
Cislo Podet vla- Odporidany ¢as ukonéenia
kolaje kov denne zhromaZdovania
1 3 080 8.0 1 630
2 2 g3 2]80
3 3 2% 1030 ]18%
4 4 Qoo 600 1200 1800
5 4 200 800 1400 2000
6 3 430 1230 2Q%
7 3 G630 1430 2230
8 2 330 153
9 4 400 1000 1g°° 2200
10 2 53 173
1l 3 100 geo 700
12 4 120 780 13% 19
13 3 500 ]13°°  2]00
14 2 300 15°°
15 2 700 190
16 2 1100 2300
Tab. 1
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Cast z nich zostdva v stanici (vozne do depa, na vledky
apod.) a &ast, zhromaZdovand na tzv. smerovych ko-
Iajach, odchddza do inych stanic. Na to, aby sa z voz-
flov na smerovej kolaji utvoril vlak, treba vykonat nie

136 4

Obr. b

kolko tkonov, pospajaf, skontrolovat brzdu, spisat
vozne atd. Tieto tkony vyZadujd isty &as a nie je vhod-
né, aby ich bolo treba robif s viacerymi vlakmi naraz,
pretofe by vyZadovali viac pracovnikov, alebo by
niektoré vlaky museli éakat. Okamihy ukonéenia zhro-
maZdovania voziiov na smerovych kolajach treba preto
rogvrhnif o najrovnomernejiie, aby medzi najblizsfmi
dvoma po sebe nasledujicimi bol & najviaési odstup.

Ak méme s takych kolaji, pritom z i-tej kolaje od-
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chidza za 24 hodin m; vlakov a na kaZdej kolaji sa Ziada
pravidelny rytmus, prichddzame opéf k nasej zikladnej
tlohe. Tu byva vhodné volit k s obvodom 24.

Napriklad v zriadovacej stanici Pterov-pravé méme
situdciu opfsant v tab. 1, pritom v trefom stlpci u
méame rieSenie tilohy, kde d = 30minut. Na obr. 5 vidi-
me toto rieSenie na kruZnici k. Zvonku si &fsla kolajf,
zvnitra &as.

2.1.4. Niektoré vlastnosti stistavy pravidelnyech mno-
houholnikov vpisanyeh do kruZnice. Poznamenava-
me, %e pravidelnym 1-uholnikom budeme nazyvat Iubo-
volny bod kruzZnice, 2-uholnikom jej Iubovolny priemer.

Lema 1. Nech m, a m, st prirodzené &isla, nech [m,, m,]
je ich najmensf spoloény nasobok. Nech k = (S; 0/27x) je
kru’nica a nech 4,,, ..., 4d;m & 431, -.., Agm, 81
vrcholy pravidelného m,-uholnika &7, a m,-uholnfika o,
vpisanych do k. Potom

o ——— [4]
D) d(o,,o,) =mind, 4,; < ——
D) (1,5 5) ‘=:1.1'I.1.m]1. 247 2[m,, 1)
i=1.....mg

pritom existuji «f,, &/, také, e vo vztahu (D) plati
rovnost.

Dékaz, tejto lemy je trochu zdlhavy, preto ho ne-
uvadzame.

Lema 1 nam priamo opisuje postup, ktorym méZeme
ziskat optimalne rieSenie nadej zikladnej ilohy, ak
8 =2

Najprv stotoinime niektory vrchol m,-uholnika
8 niektorym vrcholom m,-uholnika, a potom m,-uholnik
ototime okolo stredu ktorymkolvek smerom o uhol
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n/[m,, m),. Zial, tento postup sa pre s > 2 nedd zo-
vieobecnif. Nasledujica lema ndm da asponi hruby
odhad pre d(«,, ..., %,).

Lema 2. Nech k = (S; o/2n) je dand kruZnica a m, >
=My ... = , st prirodzené ¢&isla. Nech s/, ..., o, je
optimalne rieSenie zakladnej tlohy. Potom, ak ozna-
¢me m =m,; + ... + m,, plati

o . o 0
8.[my,...,m) = Ay, ) = mm[2[m1,mﬂ ’ m]

Dékaz. Oznadme n = [m,, ..., m,]. Pre My = ... =
= M, = n dostaneme optimdlne rieSenic nasej ulohy
zrejme takto: n-uholnik %, umiestnime na kruZnicu
Tubovolne a %;,, ziskame otoenim #, v smere hodino-
vych rudidiek o uhol ¢.0/s.n. Vtedy zrejme d(%,, ...,
#,) = ofs.n. KedZe o/; vznikne z #; vynechinim n — m;
vrcholov, nutne d(«,, ..., &,) = o/s.n. Lava nerovnost
je dokédzana.

Zre]med(dl, oo d,) Sd(,, A,) kde |, je opti-
malne rieSenie zakladne] ulohy pre m, a m,y. Podla lemy 1
je potom d(«,, ..., #,) < o/2[m,, m,]. Zostdva nam
teda uz len doké,za,f,, Ze d(y, . .., &,) = o/m, o je viak
priamym ddsledkom toho, Ze stistava ma spolu m bodov.
Lema je dokizana.

Vrafme sa teraz k nasim dvom prikladom. V prvom
sme mali m; = 2, m, = 3, my = 4 a nadli sme pravidelny
2-uholnik, 3-uholnik a 4-uholnik ako na obr. 2. Lema 2
nam ohraniduje d(#,, &,, F3) =< 24/2.12 = 1, pre nade
rieSenie plati rovnost, je teda optimédlne. V druhom
priklade sme nasli &,, ..., &, ako na obr. 4. Podla
lemy 2 d(o,, ..., H14) < 24/46 = 0,52, kym my sme
dosiahli 0,50, &o je iste vysledok velmi uspokojivy.
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Nasledujiice odstavce si matematicky naro&nejsie,
moZno ich vynechat a prejst k III. kapitole.

Sustavu pravidelnych mnohouholnikov «,, ..., &,,
vpisanych do kruznice k tak, Ze Ziadne dva vrcholy sista-
vy nesplyvaji, modZeme charakterizovat vektorom
(B, -y tn), kdem =m; + ... +m, a disla i, ..., i,
dostaneme takto: Zvolime si lTubovolny bod A, ; sistavy
a polozime ¢, = ¢. Ak uZz mame %,, ..., ¢, definované
pfiom sme ich definovali ako prvé indexy vrcholov
Ai iy o ..y 4y 5, potom nijdeme v smere hodinovych

rudidiek susedny vrchol 4;; k vrcholu 4,, ;, a poloZime

4,y = . Vektor (¢;, ..., ¢,) nazveme charakteristickym
-vektorom sustavy &/, ..., ,.

Charakteristicky vektor sistavy uréuje, v akom poradi
sa na kruznici striedajiu vrcholy jednotlivyeh mnoho-
uholnikov sustavy, tj., Ze existuje taky vrchol mnoho-
uholnika &;, Ze k nemu susedny v smere hodinovych
rudiiek je vrchol mnohouholnika &;,, za nim &;, atd.
KaZdé 1 sa v charakteristickom vektore vyskytuje prave
my-krat. Podla toho, ktory vrchol je ako prvy, by sista-
va mohla mat aZ m roznych charakteristickych vekto-
rov (jeden z druhého odvedené cyklickou zdmenou).
Charakteristickym vektorom sistavy z nasho prvého
prikladu je napriklad (1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 3, 2).

Na mnozine charakteristickych vektorov si definu-
jeme niektoré zobrazenia do seba (unarne operdcie):

0, — cyklicka zamena,

0, — obratenie poradia zloZiek vektora,

0y — vymena rovnako poéetnych indexov — ak sa
prirodzené &isla p a p vyskytuji v charakteristickom
vektore rovnaky poéet krat, nahradime pri tejto opera-
cii viade p ¢slom $ a naopak.

Tak napriklad o,(1, 2, 3, 4, 1) =(2, 3, 4, 1, 1),
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oi1, 2,3, 4, 1) =(1, 4, 3,2, 1), oi(1, 2, 3, 4, 1) =
=(1,3,2 4, 1).

Dve sistavy o, ..., &,; %,, ..., &, nazveme topo-
logicky ekvivalentné (jednej topologickej triedy), ak
mozno charakteristicky vektor jednej previest na cha-
rakteristicky vektor druhej konednym podétom opera-
cif 0, — 0,.

Zaujimavi vlohu zatial nevyriesend, dostaneme, ak
definujeme &islo K(m,, ..., m,) ako maximalny podet
navzdjom topologicky neekvivalentnych sistav z m,-
uholnika &f,, ..., m,uholnika &/,. Napriklad plati
K(3,3,1,1) =2 a je hypotéza K(m,,m,) =1 pre
vietky m,, m,.

2.1.5. Problém algoritmu. Nasu zdkladnid tlohu by
sme mohli riesif v dvoch éastiach:

1. topologickej — urdit topologicki triedu

2. metrickej — vybrat konkrétneho predstavitela

v ramei topologickej triedy.

Optimélny algoritmus (v praxi sotva pouZitelny) je
napriklad tento: Prebrat v8etky topologické triedy pre
dané m,, ..., m, a v ramci kaZdej triedy najst reprezen-
tanta s najvidiim d (napriklad metédou hladania
extrémov funkcie s — 1 premennych &,, ..., &, kde &;
vyjadruje uhlové natodenie ¢-tého mnohouholnika voii
prvému). Pochybnosti o praktickom vyzname takéhoto
algorltmu sa tykaji najma jeho prvej dasti, pri vi¢Som s
bude asi fazké vyhladat vietky topologlcke triedy, ¢i uz
pre ich velky podet, alebo komplikovani struktiru.
Uvedieme si preto algoritmus, ktory nevedie vidy
k rieSeniu optimdlnemu, ale didva dobré vysledky.
Uspesny byva najmi vtedy, ked je s pomerne velké, kym
n = [m,, ..., m,] pomerne malé. I v nasom druhom prikla-
de (s = 16, n = 12), sme nim dosiahli pekny vysledok.
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Najprv si definujeme pojmy, ktoré v fiom budd hrat
vyznamni tlohu: Predovietkym vyslovime induktivnu
definfciu tzv. pripustného rozkladu prirodzeného éfsla.

1. Pripustnym rozkladom ¢&isla »n je kaZdy vektor

v = (ny, ..., N,), ktorého zlozkami sd prirodzené &isla
Ny =...="n,8¢.n =n,

2. Ak (m, ..., n,) je pripustnym rozkladom ¢&isla n
a (Mi,q, ..., N q) je pripustnym rozkladom ¢é&isla n,,
potom (n,, ..., Ni_y, Wiy, « ooy Migys Wiy - - -5 Ng) j€ Pri-

pustnym rozkladom é&isla n.
Pripustnymi rozkladmi ¢isla 6 si napriklad (3, 3),
(2,2,2),(3,1,1,1).

Lema 3. Nech 4,, ..., A,._, st vrcholy pravidelného
n-uholnfka a nech (n,,...,n,) je pripustny rozklad
¢isla n. Potom existuje rozklad mnoZiny & = {4,, ...,
4,_1} na mnoziny &/; = {44, ...,4is_}(¢t=1,...,9),
tak, Ze body &/; st vrcholmi pravidelného #;-uholnika.

Dékaz lemy plynie priamo z definicie pripustného roz-
klada, indukciou cez podet pouZiti dasti 2 tejto definicie.

Vektor (n,, ..., n,) nazveme n-pripustnym, ak existu-
ju prirodzené &isla n,,,, ..., n, také, Ze (n,, ..., ng,
N1, - - -, Np) je pripustny rozklad éisla n. (Pripustny
rozklad je teda Specidlnym pripadom n-pripustného
vektora.)

Nasledujicu lemu uvedieme bez dokazu.

Lema 4. Nech m,, ..., m, si dané prirodzené &isla.
Nech n =[m,,...,m,] a nech % = (n;,, ..., %),
1 =1, ..., t 8 n-pripustné vektory, pri¢om (n,,, ...,

Ny, g - - -» T,q) J& permuticiou vektora (m,, ..., m,). Po-
tom na danej kruZnici k = (8; o/2x) existuje sistava
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z pravidelného m,-uholnika «/,, ..., m,uholntka <7,
taka, Ze d(y, .. .,&,) = oft.n.

Lema 4 ndm umoZiiuje najst rieSenie (nie nutne opti-
mélne) v dvoch krokoch:

1. Z &isel m,, ..., m, skombinovat &0 najmensi pocdet
n-pripustnych vektorov pre n = [m,, ..., m,]. Nech je
tento podet ¢.

2. Rozdelif kruZnicu k na t.[m,, ..., m,] dielikov a zo-

stavit z deliacich bodov pravidelny m,-uholnik, ..
m,-uholnik,

RiesSenie, ktoré dostaneme, bude mat d = oft.n.

Névrh rozpisu d6b ukondenia zhromaZdovania zéfaZe
v zriadovacej stanici Pferov-pravé v tab. 1 je prikladom
pouzitia spominaného postupu. Mali sme n = 12, ¢ = 4
a pouzité 12-pripustné vektory boli (4, 4, 4), (3, 3, 3, 3),
(3,3,2,2,2), (4, 2, 2, 2). Vidime, Ze okrem posledného sii
to vietko aj pripustné rozklady ¢&isla 12,

2.1.6. Niektoré pribuzné iilohy. Kritérium, ktoré sme
poutzili v naSej zékladnej iilohe, nie je jediné, s ktorym sa
modZeme v praxi stretnif. Tak napriklad pri navrhovan{
cestovnych poriadkov mestskej dopravy sa méZe Ziadat,
aby dhrnna &akacia doba cestujicich bola miniméalna, o
podla [1] vedie na minimalizdciu suétu Stvorcov rozdie-

0
3 20
18 6
12
Obr. 6a Obr. 6b
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lov medzi po sebe ndsledujicimi odchodmi. Toto krité-
rium sa od nasho pévodného lisi, ako vidno na obr. 6.
Ide o dva 2-uholniky a jeden 1l-uholnfk na kruZnici
obvodu 24. Podla nasho p6vodného kritéria je variant
b) lepsf, nakolko d = 4, kym pri a) je d = 3. Podla
sddtu stvorcov je vSak lepsi a), pretoze 9 + 9 4 36 +
436436 =126 <16+ 16 + 64 - 16 — 128.

K zaujimavej tlohe déjdeme, ked sa snaZime minima-
lizovat celkovi éakaciu dobu v celej sieti (napr. na obr.
2), ale pripustime narusSenie pravidelnosti i na jednotli-
vych linkédch. Touto problematikou sa zaoberaji price

[1] a [2].
Cvifenia

1. Nech ne kruZnici k = (S, o/2x) je ., pravidelny 6-uhol-
nik, o/, 8 &/, Stvorce, .o/, 8 o/; rovnostranné trojuholniky, .o/,
a o/, priemery kruZnice. Dokdite, e o, — .o/; moZno zvolit
tak, Ze

0
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2. Nech na kruznici k = (S, 0/2n) je o, pravidelny m,-uhol-
nik a .y, pravidelny m,-uholnik, ktoré nemaji spoloény
vrchol.

Dokédite, %e pre m; = 3, m, = 7 a pre kaidy tharakteristic-

ky vektor 1 = (5, ..., im, +m,) SUstavy of,, &, existuji ra-
ciondlne &isla p,, r,, P,, 71 také, e

d(ﬂn ---:-‘V7) =

/l = j = int[p,(k + "mx) + ] —n(m, + m,)

'i,z\ k=1...,m,n=20,1,2, ...
2 & j = int[pyk + nm,) + ry] — n(m, + m,)
=1,...,m,n=20,12,...

int  tu znamend celd &ast z z, &iZe najvalsie také celé &islo,
ktoré neprevysi z.
Plati toto tvrdenie pre Tubovolné m, a m,?
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