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3. kapitola

TEORIA GRAFOV —
JEDNA Z NAJVIAC APLIKOVANYCH
DISCIPLIN

V poslednych desatrodiach &oraz viac vystupuji do po-
predia aplikdcie matematiky na rie§enie problémov orga-
nizdcie a riadenia. VaZnu ilohu tu hri prave tedria gra-
fov. Tato sice nie je sidastou povinnej matematiky na
gymnéziach (i ked aj o tomto sa uvazuje), ale viésina
titatelov, i mladych, sa s fou uZ asi stretla pri inych pri-
lezitostiach, napr. v Rozhledoch, v kriaZkoch, na akeidch
JCSMF apod.

3.1. Z4ikladné pojmy tebrie grafov

Grafom nazyvame dvojicu (V, H), kde V je nejaka
mnozina a H je podmnoZina mnoZiny V2 v8etkych dvojic
(vy, v,), kde v, €V, v, € V. MnoZina V sa vola vrcholova
mnoZina grafu a my o nej budeme predpokladat, Ze je
konedna. Jej prvky sa volaji vrcholy grafu. MnoZina H
sa vola hranovd mnoZina grafu a jej prvky sa volaju
hrany grafu.

Ak chédpeme hranu & = (v,, v,) ako usporiadani dvo-
jicu, volame ju orientovanou hranou, vrchol », volime
jej zadiatoénym a vrchol v, jej koncovym vrcholom. Ak
nam naopak pri hrane s nezalez{i na poradi vrcholov »,,
vy, volame & neorientovanou hranou a v,, v, volame jej
koncovymi vrcholmi. Graf, ktory obsahuje len oriento-
vané hrany sa vola orientovany, graf, ktory obsahuje len
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neorientované hrany sa vold neorientovany, graf, ktory
obsahuje hrany oboch druhov sa vold &iastoéne oriento-
vany.

Graf ¢asto zndzorfiujeme v rovine, a to tak, Ze kazdé-
mu vrcholu priradime v rovine kriZok, pridom tieto
krazky si navzajom disjunktné, tj. nemaji spolo&né
body. Ak v,, v, je orientovand hrana, narysujeme v rovi-
ne §fpku z krizku », do v,.

Ak (v, v,) je neorientovana hrana, spojime krizky v,
a v, usetkou, alebo oblikom. Obrazok 7a a dalSie sid
prikladmi znazornenia grafov v rovine.

Na danom grafe ¢ = (V, H) volame vrcholy v, a v,
susednymi, ak (v,, »,) € H, alebo (v,, v,) € H. Navzijom
rozne hrany A,, k, volime susednymi, ak maji spoloény
vrchol.

Vidime, Ze graf je matematickd struktira, ktord vy-
jadruje isty vztah medzi dvojicami prvkov mnoZiny V,
¢iZe bindrnu relédciu na mnozine V.V praxi sa dasto stre-
tdvame prave s potrebou Studovat mnoZinu prvkov
s bindrnou reldciou, a preto ma tedria grafov také firoké
uplatnenie.

Obr. 7a
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UvaZime napriklad neorientovany graf z obr. 7a.
Tento graf moZie maf mnoho réznych vyznamov, ako
napriklad

3.1.1. Vrcholmi st niektoré eurépske &téty (C — Ces-
koslovensko, § — Sovietsky zviz, A — Raktsko, M —
Madarsko, J — Juhoslivia a B — Rumunsko), hranou st
spojené susedné staty.

3.1.2. Vrcholmi si televizne vysielate I. programu.
Dva vysielade spojime hranou, ak na niektorom mieste
mozZno prijimaf signdl s oboch vysielad¢ov.

3.1.3. Vrcholmi grafu sd 8iesti Ziaci (Cyril, Stano,
Andrej, Martin, Juraj a Roman) a hranou si spojeni tf
dvaja, ktorf sa spolu priatelia.

3.1.4. Vrcholmi grafu si objekty, ktoré ma strézif
vojenskd straZna jednotka (centralny sklad, strelnica,
autopark, muniény sklad, juzny sklad a radarova stani-
ca). Dva objekty si spojené hranou, ak je medzi nimi
priama viditeInost.
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Niekedy pripisujemejhranim™grafu &selné ohodno-
tenia, ako napriklad na obr. 7b. Tieto &isla méZzu mat
rézny zmysel, napriklad

3.1.6. Tento graf méze vyjadrovat Sest homogénnych
rovnic pre Sest nezndmych A, C, J, M, R, S, ktoré dosta-
neme tak, %e pre kazdy vrchol grafu napiSeme rovnicu,
v ktorej oznadenie vrcholu je na Iavej strane rovnice
a na pravej strane je stidet, ktorého &lenmi sii oznadenia
susednych vrcholov nisobené ohodnoteniami hréan, sme-
rujicich do vybraného vrcholu:

1C + 44J -+ 38M

14 + 30M + 158

44 + 40M 4+ 28R

84 4 30C + 40J + 36R + 328
8J

5C

=D W W

+ 36M + 248
+ 32M + 24R

NSO

3.1.6. Vrcholy grafu mézu znamenat mesta v niektorej
oblasti, pritom hranou st spojené susedné mests a ¢iselné
ohodnotenie znamend vzdialenost v kilometroch (pri-
padne v hodinach jazdy, alebo v niakladoch na prepravu
jednej tony).

3.1.7. Vrcholmi grafu st dopravné uzly; dva uzly st
spojené hranou, ak medzi nimi vedie priama dopravns
tepna, ktord uZ neprechidza Ziadnym dal3im uzlom.
Ciselné ohodnotenie tu znamend priepustnost, kapacitu
dopravnej tepny. Priepustnostou rozumieme maximalne
mnozstvo dopravnych jednotiek, ktoré moéiu tepnou
prejst za jednotku dasovi (napr. podet vozidiel za mi-
nitu apod.). '
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3.2. Najiastejlie aplikované metddy
tedrie grafov

Priklady, ktoré sme si uviedli, nam ukazujua, aké roz-
manité situdcie moZno opisat pomocou grafov, ba do-
konca aj pomocou toho istého grafu. Opis tu v8ak byva
len zadiatkom, zriedkakedy koneénym cielom price. Zvy-
¢ajne sa pomocou niektorej metédy tedrie grafov hlada
odpoved na isti prakticki otdzku. V dalSom texte si
preberieme niektoré tulohy teérie grafov i pripadne
s metédami na ich rieSenie, ktoré sa dastejdie vyskytuji
v praktickych aplikaciach.

3.2.1. Farebna iloha. Uvazme dast mapy Eurépy, na
ktorej je Ceskoslovensko, Sovietsky zviz, Rakisko,
Madarsko, Juhosldvia a Rumunsko. Ulohou je najst
minimalny podet farieb, ktorymi mozZno tito mapu vy-
farbit, a to tak, Ze celé tizemie jedného &titu je jedno-
farebné, ale tzemia susednych Statov st vyfarbené
réznymi farbami. RieSenie tejto tlohy by sme sa sice
mohli pokisit najst priamo na spominanej mape, uka-
Zeme si viak lepsiu graficki pomoécku. Je niou graf z obr.
Ta. Pre nés je totiZ zaujimavé len to, aké prvky mé mno-
Zina skimanych $tdtov a ktoré z nich sui susedné. Ako
sme si uz uviedli v priklade 3.1.1, tieto skutoénosti vy-
jadruje prave graf z obr. 7a.

Nasa tloha je Specidlnym pripadom vSeobecnej fa-
rebnej tilohy pre vrcholy grafu, ktora je nasledovna:

Pre dany graf ¢ = (V, H) nijst mnozZinu farieb
Fg ={f,, ..., [s} a zobrazenie f mnoZiny V do Fg
také, Ze

1. pre véetky (v, w) € H plati f(v) # f(w),

2. ¥slo n je minimélne.

Ak existuje rieSenie tejto tlohy, ktoré spliia tieto
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podmienky, hovorime, %e na vyfarbenie grafu treba
minimalne n farieb &iZe, Ze graf je n-farebny. Ak sa
splni len podmienka 1, hovorime, Ze na vyfarbenie grafu
staéi » farieb.

Algoritmy, ktoré pozndme na rieSenie vieobecnej fa-
rebnej tlohy si mdlo uspokojivé. Podet poétovych vy-
konov, ktoré si potrebné na ich vykonanie, prudko
rastie s rastiicim poétom vrcholov a hran grafu a je te-
mer porovnatelny s poétom vykonov pri ,,absolitnom"
algoritme preskimania vdetkych variantov. Jeden
z algoritmov si popiSeme neskdr.

V naSom konkrétnom pripade je viak zrejmé, Ze Styr-
mi farbami je mozné graf vyfarbit (obr. 8), kym tri farby
nestadia, ¢o si moéZeme dokazaf nepriamo: Predpokla-
dajme, Ze by tri farby stadili na vyfarbenie tohto grafu.
Oznatme si farby, priradené vrcholom M, C, S po rade

fi> fas fao ti. (M) =}, f(C) = fa, {(S) = f5. Potom
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nutne f(4) =f,, /(R) =f,, a teda susedné vrcholy
vrcholu J maji farby f,, fa, f., 6iZze Ziadnu z tychto farieb
nemozno priradit vrcholu J, éo je spor s predpokladom.

Citatelia si iste uvedomuji, Ze farbenie map je tloha
velmi Specidlna a v praxi tak zriedkava, Ze by sa sotva
oplatilo o nej hovorit, keby neexistovali iné, vyznamnej-
sie aplikacie farebnej ilohy. Jedna z nich stvisi s prikla-
dom 3.1.2.

Na nafom tzemf{ mame uZ postavenych, alebo plano-
vanych, niekolko stovak vysielatov rézneho vykonu pre
I. televizny program. Ak z nich zostavime graf podobne,
ako v 3.1.2 a podari sa nam ho zafarbif menej, ako 12
farbami, potom, ak povaZujeme kaZdi z farieb za niekto-
ry vysielaci kanal, najdeme vysielacie kanaly pre vietky
vysielade tak, aby sa navzdjom nerusdili. Hovorime o me-
nej, ako 12 farbach preto, Ze k dispozicii je len 11 kana-
lov, hoci na televizore ich je 12. Treti kanal sa pouZiva
pre VKV rozhlas.

Teraz si opiSeme jeden z algoritmov na riesenie vseo-
becnej farebnej tilohy. Jeho presnou tlohou je zistit, &
mozZno pre dany graf a dané n vystatit s n farbami. Viac-
nasobne opakovanym pouZitim tohto algoritmu nako-
niec zistime minimalne .

1. krok: Pre ka%dé veV a ¢ =1, ..., n definujme
premennd z,; (tzv. binomicki), ktord méZze nadobiudat
len hodnoty 0, 1.

2. krok: RieSme systém rovnic a nerovnic

é Ly = 1 (’UG V)
i=1

Ty + Ty = ((vywyeH, 1=1,...,n)

Ako sa takyto systém riesi, si povieme v 4. kapitole.
Ak rieSenie neexistuje, nemozno graf vyfarbit n far-
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bami. Ak ano, tak n farieb na to staéi a x,; = 1 znamena,
Ze f(v) = f:.

3.2.2. Uloha o vmiitornej stabilite. Predstavte si, Ze by
sme zo Ziakov, ktorych spominame v priklade 3.1.3,
potrebovali vybrat predsedu a pokladnika triedneho vy-
boru. Bolo by pritom Ziadice, aby neboli blizkymi pria-
telmi. Existuje takato dvojica? Na grafe z obr. 7a vidi-
me, Ze ich existuje niekolko, napr. Cyril—Juraj, Cyril—
Roman, atd., spolu 5 dvojfc. Ak by sme viak chceli vy-
brat troch Ziakov tak, aby Ziadni dvaja neboli blizkymi
priatelmi, uZ sa nam to nepodari. Ak na grafe z obr. 7a
vyberieme akikolvek mnoZinu troch vrcholov, vidy sa
medzi nimi najdu aspon dva spojené hranou. Cislo 2 mé
teda pre tento graf isty vyznam, ktory méZeme vSeobec-
ne formulovat takto:

Majme graf ¢ = (V, H). Mnozina WCV sa vold vnu-
torne stabilnd, ak Ziadne dva jej vrcholy nie sil susedné
(spojené hranou). Najvidsie éislo vy , ku ktorému v grafe &
existuje vnitorne stabilnd mnoZina s poétom prvkov v,
sa vola é&islo vnitornej stability grafu 4.

Algoritmus na vyhladanie vndtorne stabilnej mnoZiny
s maximalnym poétom prvkov, je popisany v Bergeho
knihe [4]. Tato tloha, pripadne tdlohy k nej pribuzné,
moZu mat aplikdcie tam, kde ide o tvorenie kompletov
z viacerych zloZiek, priGom niektoré dvojice zloZiek
nesmi byt obsiahnuté v jednom komplete. Citatelia sa
mozu vlastnou tivahou presveddit, Ze 1iloha o rozmiesteni
maximalneho poétu ddm na 8achovnici tak, aby Ziadne
dve se nemohli navzajom zobrat (tento maximalny po-
det je 8), je tiez Glohou o maximalnej vnitorne stabilnej
mnozine.

3.2.3. Uloha o vonkaj¥ej stabilite. Uvdzme straZené
objekty, ktoré spominame v priklade 3.1.4. Predpokla-
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dajme, Ze netreba obsadit striZnym vietky objekty, ale
%e stadf, ak na kaZdy neobsadeny objekt je vidno
z niektorého obsadeného. Stadilo by teda napriklad
obsadif objekty C a J, ale nestadilo by H a S. Zvlast-
nostou grafu z obr. 7a (iné grafy ttto vlastnost nemusia
maf) je, Ze vrchol M je susedny vietkym ostatnym vrcho-
lom a teda stadi obsadit M, ostatné st z neho vidno.
Uloha, o ktorej sme teraz hovorili, je Specidlnym pripa-
dom nasledovnej vieobecnej 1lohy, ktord sa vold tilohou
o vonkajsej stabilite:

Majme graf ¢ = (V, H). MnoZinu WCV volame na-
vonok stabilnou, ak pre kaZdy vrchol v e (V — W) plati,
Ze je susedny k niektorému we W (Size kaZdy vrchol
grafu alebo padne do W, alebo je k tejto mnoZine sused-
ny). Najmensie ¢slo we, ku ktorému existuje v grafe ¥
navonok stabilnd mnoZina W s podtom prvkov wg, sa
vola &islo vonkajSej stability grafu %.

S algoritmami na vyhladanie najmensej navonok sta-
bilnej mnoZiny je situicia podobnd, ako pri farebnej
tilohe; st velmi zdlhavé. Aj thto filohu mo#no riesif
pouzitim binomickych premennych:

Ku kaidému v eV definujeme binomicku premennt
Z, (€, = 1 bude znamenat, ze ve W, x, = 0, Ze v¢ W),
Treba nijst minimum tzv. cielovej funkcie

2=
oV
na mno#ine, uréenej podmienkami

xv"‘ 2 17,,,_2_ 1 (‘UGV).

weus. ko

Uloha o vonkajsej stabilite mé &irSie uplatnenie, ako
tloha o stabilite vnitornej. UkdZeme si jeden priklad.
Predpokladajme, Ze v istom meste sa chystd nejaks vy-
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znamnd akcia (festival, spartakiada apod.). Nech V je
mnozina vSetkych jeho kriZovatiek. Predpokladajme, Ze
pre velky podet prvkov v mnozZine V nie je moZné kazda
kriZovatku v meste obsadif informatorom, ale Ze by bolo
Ziadice, aby v pripade, Ze na niektorej kriZovatke infor-
mator nie je, existovala krizovatka ku nej susednd, na
ktorej uz informator je. Najmensia mnoZina obsadenych
kriZovatiek s touto vlastnosfou je najmensia navonok
stabilnd mnoZina v grafe ¢ = (V, H), kde (v, w)e H, ak
st krizovatky v, w susedné v dopravnom zmysle.

Inym prikladom takejto ulohy je problém umiestenia
minimélneho poétu dam na Sachovnici tak, aby kazdé
pole, na ktorom dama nestoji, bolo v dosahu niektorej
z nich. Citatel sa méZe sém presvedéit, Ze tato tloha je
tlohou o minimélnej navonok stabilnej mnoZine.

3.2.4. Cesty na grafoch. Cestou na grafe ¥ = (V, H)
voldme koneénu postupnost € = (v, ky, vy, .- ., ks, Ua),
kde v, a v, sii rozne vrcholy hrany 4,, », a v, si rézne
vrcholy hrany %,, . . ., v,_, av, st rézne vrcholy hrany &, .

Délezité je, aby sme si uvedomili, Ze v pripade oriento-
vanej hrany h, neziadame, aby v, bol jej zatiatoény a v,
koncovy vrchol. Méze to byt aj naopak!

0 h1 c hz 0 hJ °
Obr. 9

Na obr. 9 miame priklad cesty € = (v,, by, vy, by, s,
kg, v3) na orientovanom (pripadne é&iastodne orientova-
nom grafe).

Ak naviac vietky orientované hrany Ak = (v;_;, v)
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maji svoje vrcholy i v tomto poradl na ceste € hovori-
me, Ze ¢ je usmernena cesta. Na obr. 9 je cesta (v,, ks,
¥y, hy, v,) usmernena.

Ak pre cestu € plati v, = v, a vSetky ostatné vrcholy
st navzijom rézne, volame ju kruznicou. Ak to plati pre
usmerneni cestu ¥, voldme ju usmernenou kruZnicou.

3.2.5. Vyhladanie cesty medzi dvoma vreholmi. Tato
tloha sa mdze zdaf ditatelom trividlna, ved kto by mohol
maf starosti napriklad s vyhladanim cesty z § do 4 na
grafe z obr. 7a. Zdanie sa vSak tento raz myli. Omyl spo-
¢iva v tom, Ze nie vidy mame mozZnost ,,systematické-
ho* pohladu na graf ako celek. Predstavme si, Ze by sme
nemohli kreslif Ziadne obrizky, ale mali graf znadeny

—~{C,A,J, R, 8, M)

h, = (C, 4), h =(A ' _(J B), h = (R 9)
hs = (Sr C)’ h’ = (M C)! (M A), h’ = (Mv J)
hy =(M,R), hy=(M,8)

(takymto spdsobom by mohol byt graf z obr. 7a zadany
napriklad v pamiti poditada). Pri takomto sposobe urée-
nia grafu nevidno cestu z § do 4 ,na prvy pohlad‘.
Predstavme si viak, Ze pri takomto sposobe zadania
by vrcholov nebolo 6, ale 60 a hran okolo 300. Potom
vznikd skutoéne netrividlna otdzka, podla akého algo-
ritmu treba postupovaf (napriklad pri rieSenf na poédi-
tadi) pri hladani cesty medzi dvoma vrcholmi grafu.
Takyto isty algoritmus by mohol potrebovat aj spe-
leolég (= jaskyniar), ked by zablidil v spleti podzem-
nych chodieb a potreboval by sa dostat von. Podzemné
chodby mozno totiz povazovat za hrany niektorého gra-
fu a kriovatky chodieb za jeho vrcholy. Speleolég pri-
tom nielen %e nemd celkovy pohlad na graf, ale nevidi nié,
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okrem chodby, ktorou ide a chodieb, ktoré do nej ustia.

Hoci pre pracu aplikovaného matematika je viac cha-
rakteristicka tvorba matematickych modelov, ako vyber
algoritmov, algoritmus pre vyhladanie cesty na grafe si
preberieme ako zaujimavi ukdzku. Citatelia si potom
méZzu premyslief, ako by bolo treba tento algoritmus
upravit pre hladanie usmernenej cesty na orientova-
nom, pripadne d&iastoéne orientovanom grafe.

Algoritmus na vyhladanie cesty z vrchola v do w na
grafe ¢ = (V, H) opfifeme tak, Ze urtime pravidla,
pomocou ktorych sa dalej predlzi cesta, ktord zadala vo
vrchole v a zatial dospela po vrchol u:

3.2.5.1. Nikdy nevybrat hranu, ktord uz raz do cesty
vybrana bola, v tom istom smere (= poradi vrcholov),
ako predtym. Inymi slovami, neslobodno fst po Ziadnej
hrane po druhy raz smerom, ktorym sme uz raz ishi.

3.2.5.2. Ak je vrchol u # v a vrchol % sa na konstruo-
vanej ceste ¥ vyskytuje po prvy raz na hrane (i, u),
predl%ime cestu € hranou (u, @) len vtedy, ked niet inej
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mozZnosti. Inymi slovami, hranou, po ktorej sme do
vrehola prisli po prvy raz, sa slobodno vrétit len vtedy,
ked nemame ind mozZnost.

Déa sa dokazat (dokaz je napriklad v knihe [4]), Ze
po koneénom podéte krokov bud dosiahneme vrchol w,
ktory sme chceli dosiahnut, alebo skondime vo vrchole
v tak, %e cestu C nebude mozné dalej predl¥it bez poru-
Senia pravidla 3.2.5.1. Tato druhd mozZnost potom zna-
mené, ze hladana cesta na grafe neexistuje.

Na obr. 10 vidime priklad cesty z A do R (¢iarkova-
nej), ktord sme predlZovali podla pravidiel 3.2.5.1
a 3.2.5.2, pridom ak bolo mo#né vyberat si z viacerych
moznosti, vyberali sme si nahodne.

3.2.6. Vyhladanie najkratSej cesty na grafe. Kym
predchadzajtca tloha sa v praxi zriedkakedy vyskytuje
samostatne (skor ako stdast Sirsieho problému), tloha
o najkratSej ceste md vela priamych aplikacif.

Viiédina ditatelov uZ iste pouZivala automapu nasho,
alebo cudzieho tzemia pri hladani najkratSej cesty
medzi dvoma mestami. Pritom zistila, Ze najmi pre
vzdialenejsie mestd je to nelahka vloha. (stadf si skisif
vyhladat najkratsiu cestu z Popradu do Znojma, alebo
z Oradey do Giurgiu v Rumunsku). Dopravné zivody
CSAD,alebo dopravné dtvaryinych podnikov, viak musia
takéto tlohy riesit temer denne a preto sa na jej opako-
vané rieSenie postupne nasadzuji samodéinné potitace.

Vieobecna formulacia tlohy o najkratSej ceste na
grafe je nasledovna:

Nech ¢ = (V, H) je graf, na ktorom pre kazdé
heH je dané kladné &islo d(h) (toto ohodnotenie mdzZe
vyjadrovat dlzku hrany h, alebo &as, potrebny na jej
prechod, alebo cenu za prepravu jednotkového nakladu
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cez tito hranu). Nech veV, we V. Treba najst taka
cestu € = (v = v, by, ..., ks, v,.= w), aby d&islo

(%) =éld(h,-)

bolo minimaélne.

Vypodétovy postup (algoritmus) je typickou ukizkou
metddy, vhodnej pre pouZitie na poditadi.

Pri tomto algoritme priradujeme vrcholom grafu po-
mocné ohodnotenia. Postupujeme takto:

1° Vrcholu » (vychodisku) priradime ohodnotenie
f(w) = 0, vietkym ostatnym vrcholom priradime ohod-
notenie f(u) = oo, alebo f(u) = m, kde m je nejaké
velmi velké ¢&islo, napriklad m = 1020 apod. Potom pre-
jdeme ku kroku 2°.

2° Ak existuje hrana & = (u, @) € H, na ktorej

@) — flw) > d(h)

nahradime f(i) hodnotou f(u) - d(k) a vratime sa na za-
diatok kroku 2°. Ak takd hrana neexistuje, prejdeme ku
kroku 3°.

3° Ohodnotenia vrcholov, ku ktorym sme dospeli,
znamenaji miniméalne hodnoty d(¥) pre cesty € z vy-
chodiska do prislu$ného bodu. Minimalnu cestu ¢ z vy-
chodiska v do vrcholu w potom zostrojime spitne od
vrcholu w podla 4°.

4° Ak uZ méme zostrojeni koncovi d&ast cesty

Un_k» hn—k+1’ Unky1s s hm v, =wa Plati Un_k #* v, na"j'
deme vrchol v,_;_, taky, Ze k., = (Vu_x_y, Vi) €EH
a plati

dha) = f(va ) — f(Vnk)
Cestu potom predlfime v spitnom smere na tvar
Vn_k—1r Prnks Un_ty Pn_iyry +-+» Pn, ¥ = w. Taky vrchol
¥n_x—y VZdy existuje vdaka spdsobu, ktorym sme vyko-
nali kroky 1° a 2°.
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Ak po tomto kroku je uZz prvym vrcholom na ceste
vrchol v, sme hotovi. Ak nie, zopakujeme krok 4°
s predi¥enou cestou. Po konetnom poédte krokov napo-
kon dospejeme k hladanej ceste ¥ = (v = v, by, vy,
hay vy = w).

Ako priklad pouZitia tejto metédy si ukdZeme postup
(napr. v poéitadi) pri uréovani vzdialenosti z vrcholu 4
do R na grafe z obr. 7b. Postupujme podla tabulky 2.

ooy

Ohodnotenie
body

1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C m m 31 31 31 31 31 31 31
J m m m 44 44 44 44 44 44
M m 38 38 38 38 38 38 38 38
R m m m m m 4 72 72 70
S m m m m 70 70 70 46 46

Tab. 2

KaZdej zmene 1_pomocnjrch ohodnoten{ vrcholov tu zodpo-
vedd novy stlpec tabulky. Citatelov moZno prekvapi
, hlipy*‘ postup pri urdovani stlpca 5, kde oprava ohod-
notenia f(S) sa vykonala pomocou hrany (M, 8), hoci
,,mmiidrejsie’‘ by bolo urobit to pomocou hrany (C, S).
LenZe pozor! Poéitad nema celkovy prehlad a pouZije
prvi hranu % = (%, #), na ktord natrafi a pre ktord
fla) — f(u) > d(h). Zale%i teda potom len od poradia,
v ktorom mé poéftaé hrany v pamiti uloZené. Ak ma
skor (M, S), ako (C, 8), postupuje tak, ako v tomto pri-
pade.
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3.2.7. Metoda kritickej cesty. Pomocou orientovaného
grafu mdZeme znazornit aj naslednost dieldich ¢innosti,
ktoré su potrecbné pri vykondvani niektorej price.

Predstavme si, Ze by sme v niektorej chatovej oblasti,
kde este nie je uzaver chatovej vystavby, chceli postavit
chatu niektorého z typov, ktoré poniika n. p. Drevina.
Cesta, ktorti musime prejst od tohto nasho rozhodnutia,
aZ po ukondenia hrubej vystavby chaty, sa sklada
z viacerych nutnych dinnostf (etap). Ich zoznam vidime
v tabulke 3. Treti stlpec tabulky obsahuje trvanie &in-

Pred-
-Cislo . Nézov dinnosti 'Ijrvani? ch.édza,-
ginnosti dinnosti jlace
éinnosti
1 Projektové préce 2 —
Povolenie na vystavbu 2 1
3 Objedndvka a vyroba chaty
u n. p. Drevina 10 —
4 Vykop zédkladov 2 2
5 Nékup a dovoz Zeleza a dre-
va na debnenie 1 2
6 Debnenie zdkladov a armo-
vanie 1 4,6
7 Nékup a dovoz kametie,
Strku a cementu 1 2
8 Vybudovanie zdékladov 1 6,7
9 Montdz chaty 1 3,8
10 Nékup a dovoz krytiny 1 2
11 Pokrytie chaty 1 9,10

Tab. 3
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nosti v mesiacoch, a Stvrty, velmi délezity, nam ukazuje,
ktoré dinnosti uz musia byt ukonéené, aby sa niektors
¢innost mohla zadat. Napriklad dinnost 8 — vybudova-
nie zikladov, sa moéze zadat, a% ked st ukondené &in-
nosti 6 a 7, t. j. debnenie zadkladov s armovanim a dovoz
potrebného stavebného materialu.

Obr. 11

Obsah tabulky 3 sa priam ponika na to, aby sme ho
vyjadrili pomocou grafu. Prvy moZny spésob vidime na
obr. 11, kde ide o tzv. sietovy graf vrcholového typu.
O druhom moZnom type, hranovom, si povieme neskdr.

Kazda ¢innost je tu znazornend vrcholom grafu, ktory
je oznadeny zlomkom m/xn, kde m je ¢&islo dinnosti a n jej
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trvanie. Vrchol m/n spojime s p/q orientovanou hranou
(8fpkou), ak &innosti p-tej musf predchiddzat m-td podla
4. stlpca tab. 3. Okrem toho priddme do grafu pomocné
vreholy z (zadiatok) a k (koniec) s nulovym trvanim.

V tomto grafe vrcholového typu su teda é&innosti
zndzornené vrcholmi a nadvaznosti hranami.

Sietovy graf ndm nielen umoZfiuje velmi ndzorne
vyjadrif nadviznosti jednotlivych &innostf, ale aj zistit
niektoré &asové relacie. Ak zaéneme das poéitat v mesia-
coch od zadiatku prac, zistime postupne, Ze ¢innosti 1
a 3 mo6Zu zadat v ¢ase 0, 6. 2 a 10 v &ase 2, ¢. 4,5 a 7
v lase 4, 6. 6 v dase 6 atd. aZ &innost k v dase 12, t. j.
0 12 mesiacov by sme mali mat chatu v hrubej stavbe
hotovit. Cisla najskorsieho moZného zadiatku piSeme
vlavo hore pri prislusnom vrchole.

Mozeme si vSak poloZit aj dalsiu otizku: aké si naj-
neskorsie nutné zadiatky jednotlivych &innostf, ktoré by
este nespdsobili predlZenie vystavby na &as dlhsi, ako 12
mesiacov. Tieto ¢asy si postupne odvodime od konca. Pre
ginnost 11 je to 11, pre & 10 a 9 je to 10, atd. Udaj
o najneskorfom nutnom zadiatku pifeme vpravo hore
pri prislusnom vrchole.

Rozdiel medzi nejneskorsim nutnym a najskorsim moz-
nym zadiatkom znamen4d rezervu, o ktor mozno trvanie
tej ktorej dinnosti predlZit bez toho, e by sa porusil
koneény termin. Udaje o rezerve pfSeme pod vrchol.
Samozrejme, tito rezervu sme vypoé&itali za predpokladu,
e ostatné ¢innosti prebehni podla planu. Ak by sa totiz
napriklad &nnost 2 predi%ila o 1 mesiac, nebude mat
dinnost 7 rezervu 4, ale u% len 3 mesiace apod.

Cinnosti, ktoré nemaji #iadnu rezervu, maji zvlstne
postavenie, pretoZe kazdé omeskanie sa v nich sa prejavi
predlfenim &asu vystavby. Preto sa usmernena cesta,
ktora nimi prechddza z vrcholu k do z, vola kriticka.
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V nafom pripade sd na kritickej ceste &innosti 3, 9 a 11.
Stadf viak, aby sme z nejakych dévodov museli napri-
klad o 2 mesiace predlZif ¢innost 1 (dajme tomu, Ze
povolenie na vystavbu pride o dva mesiace neskér),
a uZ sa na kritickej ceste ocitnu aj éinnosti 2, 4, 6, 8.

Metéda, ktorii sme si opisali, sa vold metéda kritickej
cesty, skraitene CPM, podla anglického ndzvu ,,critical
path method‘, je najjednoduchsou z metéd tzv. siefovej
analyzy, ktord sa zaoberd Btidiom siefovych grafov,
ktoré vyjadruji nadviznosti diel¢ich &innosti. Tieto me-
tédy sa uz bezne pouZivaji pri zostavovani planov vy-
stavby vidsich stavieb, planovani vyskumu a vyvoja
novych zariadeni apod.

Pri prici so siefovym grafom z obr. 11 pocifujeme
jednu nevyhodu, a to Ze mé ohodnotené vrcholy, a nie
hrany, ako sme boli zvyknuti, ¢oho désledkom je aj to,
%e &innosti, ktoré maji pomerne dlhé trvanie, si zndzor-
nené vrcholmi, kym okamZiky prechodov medzi &in-
nostami s zndzornené hranami, teda Gtvarmi geometric-
ky dlhsfmi. UkdZeme si, %o od grafu vrcholového typu
moZno prejst ku grafu hranového typu, kde &innosti
budi vyjadrené ohodnotenymi hranami.

Vykonajme dva kroky:

1° Nahradme ka%dy vrchol, s vynimkou z a &, dvoji-
cou vrcholov, spojenych orientovanou hranou (v smere
zlava doprava). Hrany, ktoré predtym konéili vo vrcho-
le, budi teraz konéif v Javom zo spominanych vrcholov
a hrany, ktoré predtym vo vrchole zaéinali, budd zadi-
naf v pravom z dvojice vrcholov. P6vodné oznadenie
vrchola priradime teraz hrane, ktorou sme vrchol nahra-
dili (obr. 12).

2° KaZdi dvojicu vrcholov, spojenych neohodnotenou
hranou, nahradime postupne jednym vrcholom, ak sa
splnia tieto podmienky:
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2a) nepridd sa tym do grafu zavislost medzi takymi
¢innostami, ktoré predtym boli nezavislé,

2b) nespdsobf sa to, Ze by niektoré vrcholy boli spojené
viac, nez jednou hranou.

Obr. 14
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Vrcholy, ktoré po kroku 2° splynid do jedného, sme na
obr. 12 ¢iarkovane ohraniéili a pridelili sme im abecedné
oznadenia. Ich spojenim vznikne graf z obr. 13. Vrcholy ¢,

Obr. 15
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d nemohli splynit vzhladom na pravidlo 2b. Pretofe
v naSom priklade sa neuplatnilo pravidlo 2a, ukdZeme si
pripad, kedy sa s nim stretneme.

Predstavme si, Ze na obr. 14 mame &ast siefového
grafu vrcholového typu, z ktorej po kroku 1° dostaneme
graf z obr. 15. Ak by sme tu chybne zlidili tri vrcholy do
b, porusili by sme pravidlo 2a pridanim zavislosti &in-
nosti 5 na &innosti 2, ktord vo vychodiskovom grafe nie
je (obr. 16). Vysledok sprivneho zlienia mame na
obr. 17.

3.3. Dopravné siete

Hoci tedriu dopravnych sietf si uvddzame ako posled-
ni, je svojim vyznamom pre aplikdcie prva a preto jej
venujeme tito samostatni dast.

Dopravnou sietou voldme orientovany graf ¥ =
= (V, H) bez usmernenych kruZnic, v ktorom

1. kazdej hrane % € H je priradené ohodnotenie k(k) >
> 0; toto ohodnotenie sa vola priepustnost, alebo kapa-
cita hrany A,

2. existuje vrchol peV, v ktorom nekonéi a vrohol
# €V, v ktorom nezaéina Ziadna hrana z H. Vrchol p sa
vold prameri a % sa vola tstie siete.

Ak graf ¢ spliia len podmienku 1., vola sa zovieobec-
nena dopravna siet.

Tokom v dopravnej sieti volame funkeiu f, ktord kaz-
dej hrane A € H priradi nezaporné &islo f(h) < k(h), ktore
volame velkostou toku cez hranu A, pri¢om

fr= 3  flow)= T fw,) :f.?

df (w:(o,w)€ll) {w:(w,9eH)

pre Iubovolné ve V — {p, u}.



Tato podmienka sa podoba na Kirchhoffov zakon,
znamy z fyziky (,,é0 do vrchola pritedie, musf z neho aj
odtiect‘).

. Tok f sa vold maximalny v dopravnej sieti = (V, H,
k), ak pre kazdy iny tok g v tejto sieti platf f; = g} .

Dopravni siet si méZeme predstavit ako sief vodnych
kandlov, do ktorych sa voda dostdva z jediného pramefia
p a z ktorych tsti do jediného tstia u.

Dopravna siet s jedinym pramenom a jedinym tstim
by sa mohla zdat matematickym modelom prili§ Special-
nym a preto aj malo aplikovateInym. Ved beiné doprav-
né siete (nie v matematickom zmysle), ako napriklad
cestna, alebo Zeleznidna sief, maji viac miest, z ktorych
prudy vozidiel vychadzajd, alebo kam prichadzaja.

V nasledujicom priklade si ukdZeme, Ze matematicky
pojem dopravnej siete ma predsa len viadsie pouzitie,
neZ by sa na prvy pohlad zdalo.

Odberatel 1 2 3 4 5 6

Poziad.

Zdroj \\

50 90 60 75 36 60

Ponuka™\
A 60 40 0 50 0 0 60
B 30 0 20 0 0 0 30
C 50 35 50 0 0 0 0
D 70 0 66 0 100 0 0
E 40 0 0 0 40 30. 0
F 80 0 0 0 80 50 0

Tab. 4



3.3.1. Priklad. Piedpokladajme, Ze na jednom brehu
mora su zdroje 4, B, C, D, E, F niektorej suroviny,
ktorej odberatelia &islo 1, 2, 3, 4, 5, 6 sidlia na druhom
brehu. Medzi sfdlami zdrojovn A—F, a odberatelov
1—6 premévaji rozne lodné linky, ktoré prevaZaji
pripadne cestujicich, rézne tovary a na prepravu nasej
suroviny mézu vyélenit kapacitu podla tabulky 4 (kapa-
citu meriame v jednotkich mnozstva za jednotku &aso-
vi). Pri zdrojoch hned uvddzame ponikané, pri odbera-
teloch poZadované mnoZstvo. Nula vovnitri tabulky
znamend, %e od dodivatela z prisludného riadku ku od-
beratelovi z prislusného stlpca bud lodn4 linka nepre-
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méva, alebo na prepravu naSej suroviny nemd Ziadnu
volni kapacitu. Cislo 50 v trefom riadku, druhom stlpci
napriklad znamend, Ze od zdroja C' k odberatelovi 2 pre-
mava linka s kapacitou 50 pre prepravu nasej suroviny.

Tdto situdciu moZeme vyjadrif grafom z obr. 18.

Obr. 19

Takyto graf, v ktorom sa mno#ina vrcholov rozpadd na
dve éasti a hrany vedi len z dasti prvej do druhej, sa
v literatire volad prosty graf. Definicii dopravnej siete
sice nevyhovuje, ale ukidZeme si,ako ho mozno jednodu-
chym obratom upravif na dopravni sief.

Pridajme ku mnoZine vrcholov grafu z obr. 18 ,,ume-
ly* (fiktivny) prameri p a ustie » (obr. 19). Pritom spojme
vrchol p s kazdym z vrcholov 4, ..., F orientovanou
hranou s kapacitou, ktora sa rovna ponuke odpovedajai-
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ceho dodavatela. Podobne spojime vrcholy 1, ..., 6
s vrcholom u hranami s kapacitami, ktoré sa rovnaji
poziadavkam odberatelov. KedZe v stredne;j dasti grafu si
hrany v smere voInych lodnych liniek s kapacitou, kto-
rd sa rovna kapacite tychto liniek, urduje kaidy tok
v tejto sieti svojimi hodnotami v strednej Casti grafu
velkost dodavok od dodavatelov k spotrebitelom. f je
tok, a preto Ziadnej linke sa neurdf prepravit viac, nez
je jej kapacita, do Ziadneho z vrcholov A4, ..., F nepri-
de, a teda ani z neho neodide viac jednotiek toku
(= suroviny), nez je kapacita hrany, spojujicej pramen
8 tymto vrcholom, teda nez je ponuka tohto dodavatela.
Z podobnych dévodov ani Ziaden odberatel nedostane
viac, nez je jeho poziadavka. Maximalny tok v tejto
sieti urdf potom maximalne tihrnné mnozstvo suroviny,
ktoré moZno pri splneni danych podmienok previezt od
dodévatelov k spotrebitelom.

3.3.2. Ford-Fulkersonov algoritmus na vyhladanie
maximélneho toku v dopravnej sieti. Uloha o maximal-
nom toku m4é vela aplikdcii a preto nevyhnutne potrebu-
je efektivny algoritmus, ktory mo#no dobre programo-
vat na samoéinnom poéftadi. Obidve tieto vlastnosti ma
Ford-Fulkersonov algoritmus, ktory si preberieme po-
drobnejsie.

Pri pouziti tohto algoritmu vychddzame z nulového
toku, ktory kazdej hrane & € H priraduje hodnotu f(k) =
= 0. Po koneénom podte krokov dospejeme ku maxi-
méilnemu toku.

Pri kaZdom kroku sa nejprv rozhodneme, ¢&i tok, ktory
sme dosiahli, je uZ maximalny, alebo nie. Ak nie, uka-
Zeme si, ako ho zvadsit,

Predpokladajme, %e sme zatial dosiahli tok f, ktory
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nie je maximdlny, t. j. Ze eSte existuje niektory tok g,
pre ktory
= 3 gpw>fh= 3 fpw

(pow€H (p,w)€H

Potom musi existovat aspon jeden vrchol w,, pre ktory

f(p, wy) < g(p, w,) = k(p, w,)

¢ize hranou (p, w,) pritekd do vrcholu w, vadsf tok g,
ako f, a teda
1. bud existuje hrana (w,, w,) € H, na ktorej

fw,, w,) < glwy, wy) = k(wy, wy)

(t. j. touto hranou aj odteka vidsf tok g, ako f,
2. alebo existuje hrana (w,, w,) € H, na ktorej

f(wy, wy) > g(w,, wy) 2 0

(t. j. touto hranou sa nerovnost z 1. zasa kompenzuje).
V prvom pripade moZno vo vrchole w, zopakovaf
tvahu, ktori sme vykonali vo vrchole w,.
V druhom pripade z vrchola w, vychadza hranou
(w,, w,) valsi tok f, ako g, a teda bud to kompenzuje ind
hrana (w,, w,), na ktorej

f(wa, wy) < g(wg, wy) = k(w,, wy)

alebo po niektorej hrane (w,, w,) do w, aj vadsf tok vcha-
dza, &iZe
f(ws, wy) > g(w,, wy) 2 0

Uvahu, ktord sme vykonali vo vrchole w,, méZeme
vykonat vo w, a definovat w,, atd. Dostdvame tym po-
stupnost vrcholov p = w,, w,, w,, ..., ktora mi t4
vlastnost, Ze ak (w;_,, w;) € H, tak plati
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Flwi_y, wi) < glwi_y, wi) £ k(w;_y, w;), GiZe
fwi—y, wi) < k(wi_y, wi)
a ak (w;, w;_;) € H, tak

f(wi’ wi—l) > g(wi, wi—l) g 0’ élie
f(wi, wi—l) > 0

Uvazme teraz mnoZinu W € V vrcholov, do ktorych sa
takymito postupnosfami méZeme dostat. DokaZeme si,
e za nasho predpokladu f; < g3 plati u € W. Postupuj-
me nepriamo. Nech by ue W¢ = V — W. Potom pre
hrany (w,v)eH, weW, ve W¢ by platilo f(w,v) =
= g(w, v), pretoZe inak by sme postupnost, ktorou do-
siahneme vrchol w, mohli predlzit aj do bodu v a bolo by
veW, v¢ WC.

Dalej je z podobnych dévodov zrejmé, Ze ak (v, w) € H,
veWC, we W, tak f(», w) < g(v, w).

f<g
® )5

Obr. 20

Situaciu, ku ktorej sme dospeli, vidime na obr. 20.
Obsahuje v sebe spor, pretoZe toky f a ¢ ,,vyvieraji‘ len
vo vrchole p, vBetky ostatné vrcholy mnoziny W vysld
tolko toku, kolko ho prijmd. Pritom f; < ¢} a aj pre
pritok z mnoZiny W€ platf
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Z fmw) <3 g, w)

vewC vel
wew veW

Potom ale nevyhnutne

Z fw,v) < T g(w,v)
wew wew
venC rewC
&o je v spore s tym, Ze na vietkych hranach z W do W¢
md platit f(w, v) = g(w, v). Predpoklad ue W°® teda
vedie k sporu.
Tym sme dokazali, Zze ue W, t. j. Ze existuje postup-

nost p = v,, vy, ..., vy = u, na ktorej

(D) {f(wi—l’ w;) < k(w;_y, w;) pre (w;_;, wi) € H (,,vpred®)
fwi, wy_y) >0 pre (w;, w;_,) € H (,,vzad")

Oznaéme

d = min {min[k(w;_,, w;) — f(wi_, wi)], min fw;, w;_,)}

(m‘-_l A €H (e, w,,;_‘) €H

a definujme teraz novy tok f pomocou postupnosti
P = We, Wy, ---,wn=ua,éisla.d:

/f(h) + d pre h = (wi, w)
(F)  Hh) =CAf(h)—d pre b = (wi, wi_y)
f(h) v ostatnych pripadoch

Ukézeme si, %e | je opif tok, vidsi, ako f.

Z definicie ¢isla d vyplyva, ze 0 < [(h) < k(h) pre
vietky he H.

»Kirchhoffov zakon‘ sa tieZ nenarusf, pretoZze pre
vrcholy, ktoré nie si prvkami postupnosti, sa tok f
nezmenil, & ak 7 = 1, ..., n — 1, tak méZe nastat len
jeden z pripadov z obrézku 21 a v Ziadnom z nich sa tito
podmienka nenarusf.
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Pretoze w, = p, plati [; = f; + d a teda tok sa zvid-
" gl
Postupnost p, w,, ..., wa_;, » ndm _teda posliZila na
zvidSenie toku f. Na zvid&Senie toku f vSak u% poslazit
nebude moct, pretoZe vdaka definicii korekeie d sa jedna
z nerovnosti (D) stane rovnostou.

5 ®O 0O O &

Obr. 21

PretoZe v8etkych ciest na grafe s konednou vrcholovou
mnoZinou je len konedny podet, po konetnom potte
krokov uZz vyradime vSetky takéto korekéné postup-
nosti. Ford-Fulkersonov algoritmus mé teda vidy len
koneény podet krokov.

MéZeme teda zhrnif:

1. Ak vychodiskovy tok f nie je maximdlny, tak
existuje postupnosf vrcholov p = w,, w,, ..., Wy, =u
s vlastnostou (D) a pomocou nej mozno ku f definovat
novy tok f, vidsi, ako f.

2. Ak f je maximdalny tok, tak takito postupnost
neexistuje, pretoZe keby existovala, f by sa dal zviésit.

Cestu s vlastnostami (D) méZeme hladat viacerymi
spésobmi. Napriklad pri ruénom spracovan{ moéZeme
farebnou ceruzkou vyznaédit na jednotlivych hranéch, &
spltaji podmienku (D) vpred, vzad, alebo obidvoma
smermi.

Pri spracovani na po¢itadi sa jeden krok Ford-Fulker-
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sonovho algoritmu s vychodiskovym tokom f Vykona.
takto:

3.3.2.1. Vrcholu p priradime pomocny index 0.

3.3.2.2. Ak vrchol » uZ pomocny index ma a vrchol w
nie, pri¢om f(v, w) << k(v, w), priradime vrcholu w pomoc-
ny index +v. Tym si oznaéfme, Ze pri tvorenf cesty
s vlastnostou (D) méZe za vrcholom v nasledovat w
v zmysle ,,vpred*.

3.3.2.3. Ak vrchol v uZ pomocny index mé a vrchol w
nie, pritom f(w,v) > 0, priradime vrcholu w pomocny
index —w» (,,vzad‘).

3.3.2.4. Ak po prideleni pomocnych indexov vSetkym
vrcholom, ktorym sa to d4, zostane vrchol  bez pomoc-
ného indexu, je tok f maximalny. Ak m4 vrchol # pomoc-
ny index -+v, poloZime w, = %, w,_, = v (postupnost
konstruujeme od konca a ¢islo » zatial nepozname).
w,_, bude potom vrchol, vymenovany v pomocnom
indexe vrchola w,_, atd., aZz sa dostaneme k vrcholu p.

V pripade, Ze hladdme celodfselny tok, a Ze aj kapacity
Ic(h) st vietky celodiselné, méZeme stiéasne s konstruk-
ciou postupnosti ihned opravovat tok o jednotku takto:

Ak mé vrchol v = w, index +w,_,, prlda,me k f(ws_,
w,) éislo +1

Ak mi vrchol w; index w;_,, priddme k f(wy_;, wy)
¢islo 41.

Ak méa vrchol w; index —w;_;, od&ftame od f(w;, w;_,)
¢islo 1.

Je zrejmé, Ze po konednom poéte krokov tento postup
skondi, pretoZe tok je zhora ohranideny a pri kaidom
kroku vzrastie o 1.
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V pripade, Ze nejde o celo&iselni dlohu v tomto zmys-
le, musime po skonS§truovani postupnosti vyratat d
a opravif tok podla (F').

3.3.3. Priklad (pokradovanie 3.3.1). Predpokladajme,
ze v sieti z obr. 19 je zatial nulovy tok. Vlastnost (D)
ma napr. postupnost p, 4, 1, # a méZeme na nej defino-
vat opravu d = 40, ktori pridime k toku na hranach
(p, 4), (4, 1) a (1, u). Dalej méZeme postupovat napr.
takto:

Obr. 22
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Postupnost p, 4, 6, « ndm d4 opravu 20
Postupnost p, B, 2, » nam dd opravu 20
Postupnost p, B, 6, » ndm d4 opravu 10
Postupnost p, C, 2, ¥ ndm da opravu 50
Postupnost p, D, 2, v ndm d4 opravu 20
Postupnost p, D, 4, v nam da opravu 50
Postupnost p, £, 4, v nam da opravu 25
Postupnost p, E, 5, » ndm d4a opravu 15
Postupnost p, F, 5, v ndm da opravu 20

Pri tychto dpravich pri ktorych sme pouiili smer vpred
ddjdeme k sieti s tokom na obr. 22. Citatel zlomku na
hrane znamend kapacitu, menovatel velkost toku.

Tu uZ sa ned4 najst postupnost s vlasnostou (D), ktora
by pouiivala len smer ,,vpred.

Obr. 23



Pre vyhladanie korekénej cesty pouZijeme pomocné
indexy a postupne ich pridelime takto:

vrcholup, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u
index O’ +P; +F’ _4s +-D) _‘2’ +Cs '_13 +As +3

KedZe sme uZ dosiahli vrchol %, nebudeme pridelovaf
dalsie indexy, hoci by to bolo moZné.

Na korekénej ceste p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u mame
d = min {60, 80, 50, 45, 50, 35, 40, 50, 60} = 35
Toto &islo priddme k toku na hranich (p, F), (F, 4),
(D, 2), (C, 1), (4, 3), (3, ) a uberieme na (D, 4), (C, 2),
).

Dostaneme tok z obr. 23. Pridelime pomocné indexy
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Odberatel‘ 1 2 3 4 b5 6 |spolu Ne- -
e-
Poziad.
ZdIOJ \\ vyui.
50 90 60 76 36 60 |dodd| PO
\ nuka
Ponuka™\
A 60 6 — 35 — — 20| 60| —
B 30 — 10 — — — 20 30| —
c 50 36 16 — — —-— — 60 | —
D 70 — 656 — 5 — — 70 | —
E 40 — — — 25 15 — 40 | —
F 80 — — — 45 20 — 65 15
Spolu
dostaneme 40 90 35 175 356 40| 3156
Neuspoko- Spolu
jend potia- prepra-
davka 10 — 25 — — 20 vené
Tab. &
vrechol p, F, 4, D, 2, , 6, u
index 0’ +p, +F, _4’ +D: —2, +B’ +6

a na ceste p, F, 4, D, 2, B, 6, u dostaneme
d = min {35, 45, 15, 10, 20, 20, 30} = 10

Po pridanf tohto ¢isla k toku na hranach (p, F), (F, 4),
(D, 2), (B, 6), (6, u) a jeho ubrani od (D, 4) a (B, 2) dosta-

neme tok z obr. 24.

Tu méZeme daf pomocné indexy takto

vrchol p,
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a Ziadne dalSie. Vrchol « teda index nedostane, &ize tok
je maximalny.

Znamend to potom rozdelenie dodavok jednotlivymi
linkami podla tabulky 5. (napriklad z 4 do 1 dodavka 5,
z A do 3 dodavka 35 atd.). Vidime, Ze ponuka zdrojov
sa vyuZila temer tplne, kym poZiadavka odberatelov
(ktord bola vidsia, nez ponuka) zostala u niektorych
z nich &iastone neuspokojena.

3.3.4. Uloha o prideleni pracovnikov na pracoviska.
Predpokladajme, Ze niektory podnik rozSiruje podty
svojich pracovnikov, napriklad preto, %e zakupil nové
stroje a potrebuje robotnikov na ich obsluhu. Predpo-
kladajme, Ze ku strojom treba dovedna Sest pracovnikov
na pracovné miesta 6. 1, 2, ..., 6 a Ze podnik prijal Sest
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novych robotnikov Adama, BlaZeja, Cyrila, Dusana,
Emila a Floriana, ktorych skratene ozna¢ime 4, B, C,
D, E, F. Predpokladajme, Ze ide o pracovnikov kvalifi-
kovanych a skisenych, priéom

A mé predpoklady zastat miesto 1, 3, 6
B .

' miesto 2, 6
C —_—— miesto 1, 2
D — miesto 2, 4
E —— miesto 4, 5
F —— miesto 4, 5

Vediei by tychto pracovnikov rad rozmiestil tak, aby sa
kazdy pracovnik dostalna miesto, na ktoré uz ma pred-
poklady (kvalifikdciu, zapracovanie apod.), aby ho ne-
bolo treba Skolit.
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PretozZe pracovnikov je pomerne malo, po istej nama-
he by sa (napriklad postupnym preberanim vsetkych
variantov) vediicemu podarilo najst najlepsie rozmieste-
nie. Ak by ich v8ak bolo povedzme tridsat, iloha by bola
nad jeho sily. Tu méZe poméet matematika, presnejsie
dopravné siete.

o, dopravné siete, hoci v zadani ilohy o Ziadnu
dopravu nejde. Dostaneme sa k nim takto:

Je celkom prirodzené znazornif pracovnikov a pra-
covné miesta vrcholmi grafu (obr. 25) a spojit kazdého
pracovnika orientovanou hranou s tymi pracovnymi
miestami, pre zastivanie ktorych ma predpoklady. Ulo-
ha, ktori treba riesif, je vybrat ¢o najvidsi podet hran
tohto grafu tak, aby Ziadne dve z nich nemali spolodné
vrcholy. Této tloha sa vold tlohou o parovani vrcholov
prostého grafu. No a k dopravnym siefam je uZ len kro-
¢ik. Stadf pridat ku grafu z obr. 25 fiktivny pramen p
a tustie u (obr. 26), predpokladat, Ze vietky hrany maji
kapacitu 1 a hladat maximilny celodiselny tok.

KaZ%dy celotiselny tok f v tejto sieti méZe na hranach
siete nadobtidat len hodnoty 0, alebo 1. Hrany v stred-
nej asti grafu, na ktorych f = 1, su isté také, Ze Ziadne
dve z nich nemaji spoloény vrchol (neméZu to byt
napriklad hrany (4, 1) a (4, 3), pretoZze podla ,,Kirch-
hoffovho zdkona* by muselo byt f(p, A) = 2 &o je spor
s tym, Ze kapacita hrany (p, 4) je 1).

%im viadsi je tok f, tym viac je vybranych hrin
(= dvojie) na ktorych f = 1. Maximalny tok nam po-
tom d4 aj maximalnu vybrani mnoZinu.

Rie§me teraz nasu tlohu vyhladanim maximalneho
toku v sieti z obr. 26. Postupnym vyberom korekénych
ciest (p, 4,1,u), (p, B,2,%), (p,D,4,u), (p, E,5,u)
dostaneme tok f, pre ktory f; = 4, priom hrany %, na
ktorych f(h) = 1 oznaéime ¢&iarotkou. Tento tok sa uz
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cestami ,,len vpred'‘ neda zvalsit, pouZijeme preto po-
stupnosti, ktoré idi aj ,,vpred* aj ,,vzad“ a hladajme
ich pomocou pridavnych indexov. Tak postupne pride-
lime tieto indexy:

vrchol p, C, 1, A, 3, %
index 0, +p, +C, —1, 44, +3

Cize priddme jednotku toku na (p, C), (C, 1), (4, 3),
(3, #) a uberieme ju na (4, 1) — obr. 27.
Potom podobne

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u
index 0’ ‘HD, +F: _‘4; +D1 '_2) 'I'-B) +6
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¢im dostaneme tok (uz maximalny) na obr. 28. Ten ndm
uréuje, Ze pracovnikovi A treba pridelit miesto 3,
B—6, C—1, D—2, E—5, F—4. Existuje aj rieSenie
v ktorom namiesto £—5, F—4 je F—5, E—4.

Obr. 28

3.3.5. Uloha o turnmsoch dopravnjch prostriedkov.
Tato tloha na rozdiel od predchadzajicej, je dopravného
charakteru, ale uplatnenie dopravnych sietf{ v nej bude
i tak zaloZené na prekvapujticom obrate.

Predpokladajme napriklad, Ze istd obec ma staré
centrum i so Zel. stanicou — oznad&ime ho C, dalej nové
sidlisko — 8, zdvod — Z a 8kolu — &, (ktord je mimo
centra i sidliska, pretoZe sliZi aj detom zo susednej
obce). Jazdné doby autobusov medzi tymito miestami
8d vidno z obr. 29, Vzhladom k tomu, Ze robotnici v za-
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vode pracuji od 6,00, administrativni pracovnici tamze
0 6,45, v centre od 7,15, vlak odchadza o 6,30 a v skole sa
zadina dopoludnajsia smena o 7,30, je potrebné, aby
chodili tieto autobusové spoje:

Obr. 29
Spoj. &. 1: centrum 5% zavod 550
Spoj. &. 2: sidlisko 5% zavod 55
Spoj. &. 3: sidlisko 6° centrum 62°
Spoj. &. 4: sidlisko 6% centrum 7°°
Spoj. &. 5: centrum 6% sidlisko 624 zavod 634
Spoj. &. 6: centrum 6 sfdlisko 7% skola 724

Otazka je, aky minimalny podet autobusov je potrebny
na obsliZenie tychto spojov.

Pri rieSeni tejto Glohy (nielen tejto konkrétnej, ale aj
vieobecnej tlohy v turnusoch vozidiel), hra doéleZitd
tlohu binarna reldcia na mnoZine spojov. Dva spoje si
v tejto reldcii, ak jeden dopravny prostriedok po obsli-
Zeni jedného spoja stihne obslizZit aj druhy (tato reldcia
je zrejme nesymetrickd, druhy spoj je vidy v &asovej
naslednosti za prvym).

Jedna moZnost na vyuZitie grafov sa tu priam nika.
Zostrojme orientovany graf, ktorého vrcholmi budd spo-
je 8 a orientované hrany budi vyjadrovat relaciu, o kto-
rej sme si uz hovorili. Niektoré hrany viak méZeme
z grafu vynechaf, a to tie, ktoré i tak vyplyvaja z tran-
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zitivity naSej reldcie. Napriklad ak pre tri spoje plati
8, — 8 & 8, —> 83, ZTejme aj 8, — 8, ale tito hranu mé-
zeme pre jednoduchost a prehladnost vynechat z grafu.
Pre nas konkrétny priklad mame tento graf na obr. 30.
Postupnost vrcholov s,, s, ..., takd, Ze kazda dvojica
(8i-1, &) je hranou grafu, uréuje poradie spojov pre jed-
notlivé vozidlo, diZe jeho turnus.

Q—O—C
e‘o‘o

Obr. 30

Ulohou je pokryt celid vreholové mnoZinu najmensim
mozZnym podtom takychto postupnosti. Ak by niektory
vrchol (= spoj) bol vo viacerych postupnostiach, jedno-
dl(l;;lllo ho vynechdéme zo v8etkych postupnosti, okrem
jednej.

Riesit tito dlohu na grafe z obr. 30 je velmi jednodu-
ché. Na prvy pohlad ndm stadia dve postupnosti, napri-
klad 1, 3, 4 a 2, 5, 6.

V skutodnych tlohich z praxe sa viak uvaZuji
desiatky, ba stovky spojov a tam sa uZ na intuiciu spo-
liechat nemo#no. Treba mat algoritmus, ktory zarutene
vedie k optimalnemu rieSeniu, &i%e k minimdlnemu podtu
potrebnych vozidiel, a to taky, ktory by sa dal pouZit
aj na poditadi.

Zial, priamo pre tlohu v tom zneni, o akom sme dosial
uvazovali, algoritmus nepozndme. Tu pride figel o kto-
rom sme u% hovorili a ktorym ilohu prevedieme na
dopravné siete.
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Najprv si uvedomime, Ze pre rieSenie nasej tlohy
nemusime poznat cely spoj, od odchodu z vychodiska,
cez prechod vSetkymi zastdvkami az po prichod do cielo-
vej stanice. Sta¢f nam poznat ho v dvoch momentoch:
pri odchode a pri prichode. Namiesto jedného spoja s
stati nam uvazovat jeho odchodovi charakteristiku s,
(6as odchodu a vychodisko) a prichodovi charakteristi-
ku s,. Co keby sme teda kazdému spoju nepridelili jeden
vrchol grafu, ale dva — prichodovy a odchodovy. Po-
dobne, ako v grafe na obr. 18 mézeme dat ,,prichodové*
vreholy do Iavého a odchodové do pravého stipea.
Pritom spojime s, hranou s vrcholom &,, ak jedno vozidlo
po vykonani spoja s méZe vykonat spoj 3.

Uvézme teraz tlohu o parovani v tomto grafe. Ak
vyberieme par, &¢iZe hranu (s,, 3,), znamena to, Ze to isté
vozidlo vykond spoj s a po fiom 3.

Predpokladajme, Ze spojov je dovedna m. Ak by sme
z grafu nevybrali Ziadnu hranu, potrebovali by sme
tolko vozidiel, kolko je spojov, diZe m. Vybranim kazZdej
hrany sa potrebny podet vozidiel zniZi o jedno, pri vy-
bere » hran je potrebny podet vozidiel m—n. Maximal-
nym moznym podtom vybranych hran minimalizujeme
potrebny podet autobusov.

Ak mame vybrané hrany, turnusy uZ vytvorime Iahko.
Vyhladdme taky vrchol s, do ktorého neusti Ziadna
hrana. Ten nam uréi, Ze spoj s’ bude prvym v turnuse
pre niektoré vozidlo; ak z s}’ nevedie vybrand hrana do
Ziadného s, vykona toto vozidlo len jeden spoj sV. Ak
vedie vybranid hrana do s?, vykond vozidlo po spoji
s spoj 8. Podobne postupujeme dalej.

Vidime, Ze itlohu o optimalizacii turnusov sme pre-
viedli na tlohu o maximalnom péarovani vrcholov
prostého grafu. No a o tejto dlohe sme si uz ukazali, Ze
pridanim fiktivneho pramena p, ktory teraz spojime
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8 kazdym s, a tistia u, s ktorym teraz spojime kazdy
vrchol s,, dostaneme dopravnu siet, v ktorej kapacitu
ka?dej hrany predpokladime jednotkovi. Maximilny
tok v tejto sieti nam urdi maximalne sparovanie a tym

Obr. 31

aj minimilny podet vozidiel. Pre nas jednoduchy priklad
dostivame siet z obr. 31, na ktorom uZ je aj optimalny
tok, ktory ndm vyberd dvojice (1,, 3,), (2,, 5,), (3,, 4.),
(55, 6,). Vidime, Ze do 1, a 2, Ziadna vybrana (dokonca
vobec Ziadna) hrana netsti a spoje ¢. 1 a 2 budu za-
diatkami turnusov. Dalej je spojené 1, - 3, a 3, - 4,,
z &oho vyplyva turnus 1, 3, 4. Zo spojenia 2, — 5,
a 5, - 6, vyplyva zasa turnus 2, 5, 6.
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Cvidenia

1. Graf voléme rovinnym, ak ho moZno zakreslit do roviny
tak, aby sa ¥iadne dve hrany nepretinali v inom bode, ako vo
vrchole grafu. Néjdite najmensie n tej vlastnosti, Ze existuje
rovinny graf, ktory mé n vrcholov a ktorého vrcholy nemozno
vyfarbit troma farbami tak, aby vietky sisedné vrcholy mali
roznu farbu!

2. Vezmite si autoatlas CSSR, v ktorom je aj tabulka vzdia-
lenosti miest. Preverte, &1 niektoré vzdialenosti v tabulke
sihlasia so vzdialenostemi podla mapy! Bolo by vo vadich
sildch preverit vietky ?

8. Méme danych n tovarov, o ktorych vieme, Ze niektoré
dvojice z nich nesmu byt skladované v jednej miestnosti.

ohou je do prvej, najvidfej skladovej miestnosti vybrat &o
najviac druhov tovarov, ktoré sa mézu spolu skladovat. Ktori
znému tlohu tedrie grafov tu mozno vyuzit?
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