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4. kapitola

LINEARNE PROGRAMOVANIE —
ZBRAN V RUKACH EKONOMA

4.1. Zikladné pojmy a dlohy

Ak ¢, ¢, ..., ¢, st konstanty (u nds budu vidy redlne)
a Ty, ..., Z, 80 nezivisle premenné, volame funkeiu

Lz, ...,2z3) = ¢,@ + ... 4o + ¢

linedrnou funkeciou (n premennych).
Vzfah
L(zy, ..., 2) = 0

sa vola linearna rovnica. Ak v tejto rovnici nahradime
znamienko = hociktorym zo znamienok >, <, z, =,
dostaneme linedrnu nerovnicu. Prvé dva pripady (,,0stré*
nerovnosti) nebudeme uvaZovat, v praxi sa temer ne-
vyskytuji.

Linearne rovnice a nerovnice sa volajd linedrne pod-
mienky.

Vseobecnd tloha linedrneho programovania sa da
formulovat takto:

Najst maximum lineirnej funkcie na mnozine, uréenej
linedrnymi podmienkami.
Co je to isté, ako:

Nijst maximum funkcie L(z,, ..., z,) za predpokla-
du, Ze sa splnia podmienky
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Lz, ..., za) = 0,

Lo (2, ..., %) =0,
mel(xl: e ) 20,
Lﬂb]-}.mg(zl’ ey xn) Z 0.

Poznameniavame, Ze keby iSlo o hladanie minima
funkcie ¢z, + ... + ¢z + ¢, bolo by to to isté, ako
hladanie maxima funkcie (—¢,) 2, + (—¢,) 2, + ... +
+ (—c¢») ., — ¢, ktord je tiez linearna. Podobne pri
opatnej nerovnici (<) statf previest vietky &leny na jej
druhi stranu.

Mozno sa pozastavit nad slovom ,,programovanie
v nazve tejto matematickej discipliny, pretoZe tu zna-
mend isto niedo celkom iné, ako programovanie na sa-
moéinnych poéitadoch. Dochadza tu k neZiadicemu
javu, Ze dva roézne pojmy sa oznaéuji tym istym ndzvom
(homonymum). Je to désledok historického vyvoja, pre-
toZe vznik linearneho programovania aj zaiatok vyuZi-
vania poéftaov spadaji pribliZne do toho istého obdobia.

4.2. Uloha o skladbe vyroby

Tato idloha je typickou aplikaciou linedrneho progra-
movania. Stretdvame sa s fiou vtedy, ked podnik vyraba
viac druhov vyrobkov, pri¢om niektoré z nich vyraba na
tych istych strojoch, pripadne z tej istej suroviny. Slovo
»,surovina‘“ tu chipeme o nieto vieobecnejsie, ako zvy-
dajne. Za surovinu povaZujeme napriklad aj elektricky
priud, aj vyrobnu kapacitu stroja, proste vietko, &o
nam obmedzuje rozsah vyroby.

4.2.1. VEeobecni formulicia dilohy. Nech n je podet
druhov vyrobkov, pri vyrobe ktorych sa pouiiva m
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druhov surovin. Nech st disponibilné mnozstvi suro-
vin b,, ..., b, a nech na vyrobu jednotkového mnoz-
stva j-teho druhu vyrobkov je potrebné mnoistvo
a; 1-tej suroviny. Nech jednotkové mnoiZstvo j-teho
vyrobku prinesie podniku zisk ¢; finanénych jednotiek.
Hladané mnoZstvd vyrabanych vyrobkov si oznadme
Z,, ..., %,. Ulohou je najst maximum cielovej funkcie

(0) z2=02,+ ... + Ca%y
za predpokladu

an%, + s + Q10 Tn = bly
(1)

A1y 4+ ...t apta = bm,

(2) =20 ...,2,20.

Predpokiad (1) Ziada, aby sa nespotrebovalo viac
suroviny, neZ je disponibilna zasoba. Predpoklad (2) zas
nevravi ni¢ iné, nez aby sa vyrobky vyrdbali a neniéili.

4.2,2. Priklad. I ked zadanie tohto prikladu vyvolé
moZno usmev, jeho instruktivna hodnota je nesporné.

Majme dielfiu na vyrobu krompadov a lopit. Keby
dielna vyrabala cely deti len lopaty, vyrobila by ich 55,
keby len krompade, tak by ich vyrobila 110. Dalej je
zname, %e plechu dostane denne dielfia maximélne na
40 lopat a %eleza maximélne na 70 krompédov. Dreva na
nasady dostane maximéaine na 80 kusov denne. Napokon
predpokladajme, %e s odbytom tychto vyrobkov niet
taZkosti a Ze jeden krompad prinesie zisk 3 Kés a jedna
lopata 4 Ké&s. Otédzka, je, kolko krompadov a kolko lopat
treba vyrobit, aby sa dosiahol maximalny zisk.
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Oznadme poéet vyrobenych krompafov z a lopat y.
Zisk, ktory prinesd, je

(0a) z2 =3z 4y

a tuto funkciu treba teda maximalizovat.
Cisla x, y musia spliiat tieto podmienky:

(1a) z < 170,
y = 40,
z + y = 80,

{ z=0,

(2a) y=0.

Prva nerovnica vyplyva z toho, Ze na vyrobu jedného
krompaéa treba 1/110 diia, teda na z krompadov =110
dria. Podobne na y lopat y/55 diia, ¢o spolu nesmie pre-
vysif jeden den.

Mnozina bodov roviny (z, y), ktoré vyhovuji linear-
nej nerovnici, je polrovina, ohrani¢end priamkou, ktorej
rovnicu dostaneme, ked v nerovnici nahradime zna-
mienko nerovnosti rovnitkom.

Spolo&na &ast vietkych Siestich polrovin, uréenych ne-
rovnicami (la) je na obr. 32 vysrafovana a oznadend R.
Z tejto mnoziny pripustnych riefenf treba vybrat taky
bod (z, y), v ktorom funkcia 3z 4 4y nadobida svoje
maximum.

UviZme mnozinu priamok s rovnicami 3z + 4y = ¢,
kde ¢ je lubovoIné ¢&islo. Niektoré z nich sme si vyznadili
na obr. 32 diarkovane. V kaidom bode (z, y) takejto
priamky nadobida funkecia 3z + 4y hodnotu c. Tato
hodnota je teda tym vidSia, ¢im je priamka dalej od
podiatku a maximéalnu hodnotu dostane na priamke,
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ktora ako poslednd mé eSte s mnoZinou pripustnych rie-
Seni R spoloény bod. Na obr. 32 je to priamka 3z 4 4y =
= 270, ktord ma s R spoloény bod x = 50, y = 30. To
znamend, %e optimdlne riefenie je vyrabat denne 50
krompéadov a 30 lopat. Toto rieSenie prinesie potom
zisk 270 Kés denne.

71o5NENE, \ %

2, (7 N F Y
Ny SIONEND
> oNO
N2 B

N

., R // N
\<° 0;10) t\

< 1 \‘\‘
AN N 70 NN\
N N N

Obr. 32

Grafickd metéda riefenia, ktord sme pouZili v tomto
pripade, je vhodna len na ulohy s dvoma premennymi,
1 ked ikovny deskriptivar by si mohol trifnuf ina troj-
rozmerni tlohu. Pre viae, ako tri premenné je jej pouZi-
tie prakticky vylidené. Bolo preto treba vypracovat ini
metdédu.
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4.3. Simplexovi metéda

Simplexova met6éda na riefenie vSeobecnej tlohy li-
neidrneho programovania mé v tejto tedrii asi také vy-
znamné postavenie, ako Ford-Fulkersonov algoritmus
v tedrii dopravnych siet{.

Simplexovd metéda vyuZiva pri rieSeni vSeobecnej
dlohy linearneho programovania niektoré vlastnosti mno-
Ziny rieSenf, ktoré sa dali vycitif aj v nafom predoslom
dvojrozmernom pripade.

Podobne, ako v dvojrozmernom priestore, ktorého
prvky si body (z, y), aj v n-rozmernom priestore, kto-
rého prvky st body (z, ..., z.), plati, Ze na jedno-
znadné uréenie bodu treba n navzdjom nezdvislych
linedrnych rovnic

ayuZy + ... + G = by,
A%y + ... + CpuZp = by.

Rovnice volame lineirne nezavislé, ak Ziadnu z nich
nemozno dostat ako lineirnu kombindciu ostatnych,
tj. Ze Ziadnu z nich nedostaneme, ak kaZdd zo zvySnych
rovnic vynasobfme nejakym ¢islom a s¥itame ich. Tak
napriklad rovnice 2 +y +2z=1; — 2y + 2z = 5;
3x — 3y + 5z = 11 s linedrne zavislé, pretoZe tretia je
stiet prvej a dvojnasobku druhe;.

Podobne, ako v dvojrozmernom pripade, sa da
dokézat, Ze ak na mnoZine pripustnych rieSeni, uréenych
nerovnicami (1) a (2), existuje maximum linearnej
funkeie

2=20C%; + ... + Cp2p

tak ho tato funkecia nadobudne v jednom z bodov, ktoré
dostaneme, ak » nezavislych nerovnic zpomedzi (1)
a (2) zmenime na rovnice.
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Simplexovd metéda postupuje tak, Ze
1. Zvolf jeden z takych bodov

2. Rozhodne ¢ tento bod je pripustnym (opornym)
rieSenfm. Ak éno, prejde ku 3., ak nie, zisti, &i je moZné
volbou susedného bodu dostat sa blizsie k mnozZine pri-
pustnych rieSeni. Ak ano zvoli ten bod a vykona znovu
krok 2. Ak nie znamena to potom, Ze mnozina opornych
rieSeni je prazdna a 1loha je sporna.

3. Rozhodne, & oporné (pripustné) rieSenie je uZ
optimalne (tj. & maximalizuje cielovi linearnu funkeiu).
Ak ano, je postup skondeny. Ak nie, zisti, i sa mozno
prechodom do susedného bodu dostat bliZzsie k optimu.
Ak ano, zvoli ten bod a znovu vykona krok 3. Ak nie,
znamend to, Ze cielova funkeie nemd na mnoZine pri-
pustnych rieSeni maximum, &iZe je neohraniéena.

Poznamenavame, %e ak mame bod, uréeny tak, Ze
zpomedzi nerovnic (1) a (2) vyberieme n a zamenfme
rovnicami, za susedny k nemu povazujeme bod, ktory
dostaneme vynechanim jednej z urdujicich rovnic a jej
nahradenim inou (ktora bola predtym nerovnicou).

Pri pohlade na simplexovi metédu vidime, Ze sa
vlastne skladd z rozhodovani a prechodov k susednym
bodom. Uréenie pravidiel rozhodovania je pomerne
jednoduché, ale prechody k susednym bodom treba vy-
konavat tak, aby boli prehladné, jednoduché a nespotre-
bovali prili§ vela operacii. O tom, ako na to, nam povie
nasledujici odsek.

4.3.1. Modifikovani Jordanova eliminfcia. Nasobme
nerovnice (1) &islom (—1), odéftajme od nich po rade
¢sla —b,, ..., —b. a oznadime lavé strany tychto ne
rovnic po rade y,, ..., ¥,. Dostaneme
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Y = —0u% — ... — Ga% + b, =0
(3)

?:/m-z- —.‘a;nlxl Il | PO 2 + bm ; 0
a doplnfme k nim
z, =0
(2) N
. T =0

o e

Mame teda m + n nezapornych premennych z;, ...,
Tns Y15 «+ o5 Yms

—Z . . . ... —Tj . . e . . —z, 1
Y L By - . e [ b,
Yi (22 S [ Q;p, bi
Ym Qore + ¢+ o 0o B« + o e e e Gun | bn
Tab. 6

Vztahy (3) mdZeme formalne zapisat v tvare tabulky
6. Tato tabulku treba rozumiet tak, Ze hodnoty, napisa-
né v riadku vlavo od prvej zvislej éiary, sa rovnaji linear-
nej kombinacii hodnét, uvedenych nad tabulkou, pri¢om
koeficienty si v prisludnom riadku tabulky. Teda na-
priklad
(4) Y = —Qp¥y— . oo — QX5 — oo — Qiply + b;.

Predpokladajme, Ze &islo a; # 0. Potom nim méZeme
vydelit rovnost (4) a vyjadrit z nej x;:

(5) x=—




Po dosadeni (5) do vSetkych rovnic, okrem j-tej, a po
nahradeni j-tej rovnice rovnicou (5) dostaneme v (3)

i @1 @y ay4
o= — (o — By
aij ai;
Ainly; b.al,
- [aln n + bl ’
if il
a3 1 Qin bl
O fo=— Lz — . —— g — g
ai; Qij ] Qij
a’llami a’mz
Yn = —[aml— —t——yn—... —
ij ij
i, @i b Dng
- (a’mu n + bm
i @i

a (samozrejme)

(7 2, 20,...,=0,...,2, 20,9, =0, ...,
z=0, ...,yYn=0.

Podobne ako vzfahy (3), moéZeme i (6) zapfsaf do
tabulky (tab. 7).

Pre priamy prechod od tab. 6 ku tab. 7 platia teda
tieto pravidla:

1. Ak chceme navzajom zamenit premenné y; a z;,
musi byt a; # 0. Tento prvok nazveme riesiaci prvok;
podobne riadok a stipec, u ktorych sa tento prvok na-
chidza, volame riesiace a oramujeme ich &iarkovane.

2. Nahradime riefiaci prvok jeho obratenou hodnotou.
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3.S vynimkou rieSiaceho prvku nahradime kazdy
prvok riesiaceho riadku nim samym, podelenym riesia-
cim prvkom.

4.8 vynimkou rieSiaceho prvku nahradime kazdy
prvok riesiaceho stipca nim samym, podelenym riesia-
cim prvkom s opaénym znamienkom.

5. Pri nahradzovani prvku a,, mimo riesiaci riadok
a stlpec pouZijeme edte tri prvky, ktoré spolu s nim
tvoria obdl¥nik, a sice tieto:

— — ¥ — 3, 1
0,6, a5 BinGy; bia,;
Y (au—— verr ——5. . ey ———) | by———
Gij Gij aij aij
a5 1 Gin b;
z; reee T3l —
ai; a;; @i; Gij
a;10p; Qj @inGnmj biam;
ym [a'ml._— e e T T3 . a . amn_—__ bm_—_—
@ij aij ai; Bij
Tab. 7

a,; — prvok v riesiacom stipci a v tom istom riadku ako
nahradzovany

a;, — prvok v rieSiacom riadku a v tom istom stIpci,
ako nahradzovany

a;; — rieSiaci prvok.

Vytvorime stGéin a;a, prvkov v druhej uhloprietke
nez je riesiaci prvok, tento sidin podelime rieSiacim
prvkom a vysledok odéitame od nahradzovaného prvku.
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Schématicky:

Prechod od tab. 6 ku tab. 7 sa volda modifikovand
Jordanova eliminécia.

Hoci modifikovantd Jordanovu elimindciu vyuZijeme
najmi pri simplexovej metéde, moZno ju pouZif aj na
iné ciele. Majme napriklad systém &tyroch rovnic o &ty-
roch neznamych

3z, + 22, — b5xy + x4+ 11
—x, + x, + 2x9 + 22, + 2
— + 223+ #H— 24— 1
22+ 23+ 3+ r,— 1

Tieto rovnice mozeme prepisat do tabulky

SO0 O

—xy —T, —X3 —, 1

—3 —2 5 —1 11
1 —1 —2 —2 2
1 —2 —1 1 —1

—2 —1 —1 —1 —1

COOO

Zvolme si za riefiaci prvok a,, = 1 a zamefime druhid
nulu za z; :
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0 —z, —x; —x, 1

3 —5 —1 —7 17
d 1 —1 —2 —2 2

1 —1 1 3 —3
2 —383 —b —5 3

ook O

prvy stipec mdézeme vynechat, pretoze nisobenim nulou
dostaneme len nulu, Podobne zamenime x, za tretiu
nulu:

a napokon z, za prvi nulu

1
zy, | —1
x, 1
Ty 2
x| —2
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Teda rieSenie je z, = 1, z, = —1, 23 = 2, z, = —2.

Ziverom treba poznamenaf, e modifikovani Jorda-
nova eliminacia je len mailo odlisna od obydajnej Jor-
danovej eliminacie. Jediny rozdiel je v tom, Ze pri pre-
chode premennej zhora na bok sa meni znamienko
a vdaka tomu si opaéné znamienka v riefiacom riadku
a stlpei.

—L, . . . ... —_Z; . . ... —, 1
Y1 @yy v e Gy o e Qyn b,
Yi [ S (- @i bi
Ym | @pre « « o . Qi o Qun b,
z —Cy v e e e —Ci . . . . —Cp 0
Tab. 8

4.3.2. Simplexovi tabulka. Podmienku (3), ako aj
cielovii funkeiu (0) zapieme do tabulky 8. Tito tabulka
nim nielen ukédze zdvislost premennych y,, ..., yn8zna
Zy, ..., . Stdasne vyjadri tych » nerovnice spomedzi
nerovnic (2) a (3), tj. spomedzi nerovnic

(7)

ktoré sa menia na rovnice pri uréovani riefenia (= bodu
v m-rozmernom priestore). Vidy to budid tie, ktorych
premenné si nadpisané nad tabulkou (teda na zadiatku
2, =0,...,%, = 0). Za tohto predpokladu budd hod-
noty v poslednom stl'pei vyjadrovat hodnoty zvysnych
premennych ¥, ..., ¥m, 2.

zlgoy'--’xngog %%0,---,3/7»20.
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4.3.3. Vyhladanie pripustného rieSenia. Simplexovéd
tabulka 8 ndam vyjadruje riesenie

(8) x1=0,...,a:,.=0, yl"_—bly---,ym:bm’

pri ktorom cielovéd funkcia nadobida hodnotu z = 0.
Toto rieSenie je pripustnym rieSenim prave vtedy, ked
vyhovuje nerovniciam (7), tj. ked b, =0, ..., b, = 0.
Ak toto plati, mdme uZ pripustné rieSenie a prejdeme
k hladaniu optimélneho rieSenia, ktoré si opiSeme
neskér. Ak je niektoré b; < 0, nie je rieSenie (8) pri-
pustné a pokusime sa prechodom k susednému bodu do-
siahnit pripustné rieSenie, alebo sa k nemu aspotfi pri-
bliZit.

Predpokladdme pritom, Ze Ziadne &isloz b,, ..., b, sa
nerovna nule. Ak niektoré b, = 0, vold sa tento pripad
degenerovany a treba ho riesit niektorou §pecialnou me-
tédou; jednou z nich je ten figel, Ze namiesto b, = 0
poloZisa b, = ¢ > 0. ¢ je tu &islo o niekolko radov men-
8ie, ako éisla b, ..., b, a teda toto malé posunutie ne-
mozZe ovlivnit vysledok riefenia; tejto metide sa hovori
e-nova metéda na odstranenie degeneracie.

Vratme sa teda k predpokladu, Ze b; < 0 a Ziadne
z &isel by, ..., b, nie je nulové. Pripomernime si, Ze za
susedny bod (ktory uréuje susedné riesenie) povazujeme
ten, v ktorom jednu z rovnosti (8) vynechdme a nahradi-
me inou, ktora bola predtym nerovnostou.

To ale znameni, Ze jedna z premennych nad tabulkou
sa zameni s niektorou z premennych vlavo od tabulky
(samozrejmé okrem z), &ize nevykona sa ni¢ iné, ako mo-
difikovand Jordanova elimindcia. Treba len uréif, ktord
zamenu vykonat, tj. ktory prvok zvolit za riesiaci.

4.3.3.1. Volba rieSiaceho stlpea. Ak b; < 0, zvolime za
riediaci stipec ten, ktory mé s i-tym riadkom spoloény
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zéporny prvok. Ak je takych stlpcov viac, volime ktory-
kolvek. Pripad, #e by taky stlpec neexistoval si rozobe-
rieme neskor.

4.3.3.2. VoIba riefiaceho riadku. Ak uz mame zvoleny
j-ty stlpec za riesiaci, véimame si v ka?dom riadku po-
diel &lena v poslednom a rieSiacom stlpci. Za riesiaci
riadok vezmeme k-ty, ak bp/a;; je najmensi spomedzi
tych spominanych podielov, ktoré si kladné, a pritom
aj b, > 0. Ak takého niet, vezmeme za riesiaci ten prvok,
pre ktory je by < 0 ai; < 0, ale b;/a;; najvidsie.

Po vykonani modifikovanej Jordanovej eliminacie
s riediacim prvkom g;; dostaneme v poslednom stlpci
v k-tom riadku &islo bi/a;; > 0 a pre r # k v r-tom riad-
ku &islo

by ay;

b, —
Ay

Ak a;; < 0, by < 0 (a teda vSetky b, < 0) tak

b,—M=—aﬁ(bk b,

Qi Ayj

)=

Qpjy
pretoze —;l bolo najviésie mozné.
ki
Ak a;; > 0, b, > 0, uvaZme dva pripady
a) b, > 0; vtedy

b_bkaﬁ/gbr>0 ak ay <0
, b haizl

277} \‘=aﬁ(b’ __bf_) =0 ak a;>0.
bfj aki
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b) b, < 0; vtedy pri a,; < 0 (%o isto plati pre r = 1)

bka,.,-

bf_- >br.

)

Vidime, %e po vykonani elimindcie zostane nezaporné
dislo v8ade tam, kde bolo b, > 0. Naopak, poéet zdpor-
nych absolitnych &lenov bud poklesne, alebo ak zostane,
vybrany i-ty absolitny d&len sa zvidsi a po konednom
podte krokoy sa nutne stane nezapornym. Po koneé¢nom
podte krokov sa teda napokon dostaneme k tabulke, kde
vietky b, > 0 (pripadni nulu odstrinime e-metddou)
a takto postupne odstranime vSetky zdporné &isla z po-
sledného stipca. Tym dostaneme pripustné riedenie, ktoré
vyjadrime tak, Ze premenné nad tabulkou poloZime
rovné nule a premenné vlavo poloZime rovné ¢islam
z posledného stlpca.

Zostava nam objasnit pripad, ked pri kroku 4.3.3.1
déjdeme k riadku, napriklad ¢-temu, v ktorom b; < 0,

ale a; =20, ...,a, =0. To vSak znamena, Ze pre
2, =0,...,%, = 0 platf
Yi = —0nZy) — ... —am:v,.—{— b.‘ <0

do je v spore s predpokladom y; = 0. Uloha je teda
spornd, nemé riefenie a nemusime ju dalej riesit. Byva to
zviitsa svedectvom chyby pri jej formuldecii.

4.3.4. Prechod k optimélnemu rieSeniu. Podla toho,
do sme si povedali, za optimélne povaZujeme to rieSenie,
pri ktorom cielova funkeia nadobida maximum. Bude to
pripustné riefenie, pre ktoré v pravom dolnom rohu
tabulky médme najvadsie &islo. LenZe, ako pozname, Ze

niektoré iné riesenie nebude mat tito hodnotu este
vadsiu ?
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—M e e e e e —Mi e e e e e e N 1
Nagr| @2« « « « « .« . 2 Ayn B
Nngd [ ¢ T 22 B R Xin ﬂ‘
Nagm| @mae + « « + o« . Cupj + o o e e e e ann | Bm
z Pi oo o e e e Pio e e e e e e Yn 6
Tab. 9

Predpokladajme, Ze sme uZ dospeli k tabulke 9, v kto-
rej f, >0, ..., Bn > 0 a teda riesenie
M =0, ..M =0, ="7F,- - Mn =fn

je pripustné. O tom, &i je aj optimalne, rozhodne posled-
ny riadok:

ak =0, ..., ya = 0 jo rieSenie optimilne, pretoZe
Z=—pm— ... — Y+ =0
pri¢om rovnost nastane pre 5, =0, ..., 5, = 0.

Ak je naopak niektory élen zaporny, napriklad y; < 0,
tak zrejme — y;; > 0, 7, > 0 nam da vysSiu hodnotu
z ako ; = 0 a teda rieSenie nie je optimalne.

V tomto pripade volfme j-ty stipec ako riesiaci a rie-
Siaci k-ty riadok volime podla pravidla 4.3.3.2.

Tak isto, ako v 4.3.3, aj tu vietky prvky posledného
stlpca (pripadne okrem §) zostanii nezdporné, rieSenie
teda zostane oporné a namiesto élena 8 budeme mat
(pretoZe y; < 0, (bg/ai) > 0)

6—M >0
Qrj
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tize hodnota cielovej funkcie vzrastie, priblizime sa
k optimu.

Po koneé¢nom poéte krokov bud dosiahneme optimum,
alebo prideme k situdcii, Ze y; < 0, ale v celom zvySnom
j-tom stipci niet kladného prvku. To v3ak znamena, %e
pre vietky ¢ vo vyraze

Ni = — &ty —— o0 — iNj — « v 0 —ainnﬂ_l_ﬂﬂ

je aj ¢len —ay;m;, ktory je nezaporny pre vietky 7;
a teda #; > 0 moézZe byt IubovoIné velké a i tak splni
vietky ohranidenia. KedZe aj vyraz pre z obsahuje
tlen —y;m; > 0, mdze jeho hodnota vzrastat nad vietky
medze, funkcia z je tak na mnoZine pripustnych rieSeni
neohranidena a teda jej maximum neexistuje.

I toto zvydajne znamend, Ze pri zostavovani tlohy
doslo k chybe.

4.3.5. Priklad s krompaémi a lopatami. Pre premenné
z a y z tohto prikladu platia ohranidenia

Yy, =—x— 2y + 110 > 0,
Y =—x— Y+ 80=0,
Y3 = —% + 70>0,
Yo= — y+ 402=0,

=20, y=0
pri ktorych treba maximalizovat ciefovd funkeiu
z = 3z + 4y.

Tabulka 10 predstavuje simplexovi tabulku pre tito
ulohu. Vidime, Ze x = 0, y = 0 je pripustné, ale nie opti-
mélne rieenie. Za riesiaci stlpec si vezmeme napriklad
prvy stipec (ale mohli by sme aj druhy). RieSiaci riadok
je potom treti (70/1 < 80/1 < 110/1) a modifikovanou
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—x —y 1 —Ys| —Y 1

Y1 1 2| 110 Y —1 2 40

Ya 1 1 80 Ya —1 1 10

Ya 1 0 70 T 1 0 70

Y 0 1 40 Ya 0 1 40

z —3 —4 0 z 3| —4 210
Tab. 10 Tab. 11

—Ys —Ys 1 Y1 | Y 1

Y 1 —2 20 Ys 1| —2 20

—1 1| 10 y 1| —1 30

1 0 70 z —1 2 50

Ya 1 —1 30 Y —1 1 10

z —1 4 250 z 1 2 270
Tab. 12 Tab. 13

Jordanovou elimindciou prejdeme k tabulke 11, ktora
predstavuje pripustné rieSenie x = 70, y = 0 s hodnotou
z = 210. ]%)a]éimi elimindciami sa cez tabulku 12 dosta-
neme k tabulke 13, ktord m4 u% vietky prvky v posled-
nom riadku kladné a teda rieSenie x = 50, y = 30, pri

ktorom z = 270 je optimalne.
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4.3.6. Priklad. N4jst maximum funkcie z = z + 2y
na mnozine, uréenej podmienkami:

= z+y—10=0,
Ypo=—2+y+ 120,
Ys = —Y + 8 g 07
r=0, y=0
—= | —¥ 1 Y| —¥ 1
7 —1 —1 | —10 % 1 —2 —9
Ys 1 —1 1 z 1 | —1 1
z —1 —2 0 z 1 —3 1
Tab. 14 Tab. 15
—Ya|—Ys| 1
Y1 1 2
x 1 1 9
Y 0 1
z 1 3 256

Tab. 16
Tab. 14 je simplexovou tabulkou pre tieto rovnice.
Prislu$né riefenie nie je ani pripustné, pretoze medzi
absolitnymi élenmi je —10. Po dvoch elimindciach
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dostaneme tab. 16, ktorej zodpovedajuce riefenie z = 9,
y = 8 je uZ nielen pripustné, ale aj optimélne. Cielova
funkcia pri nom nadobtda hodnotu z = 25.

4.3.7. Priklad o reznych planoeh. Predpokladajme, Ze
v tovarni, kde sa vyrabaji dvere do bytov v novostav-
bich sa vyribaji rdmy (zdrubne) tychto dverf z tydi
s profilom U, ktoré si dihé 6,5 m. Takychto tyéf je k dis-
pozicii 100.Treba uréit, ako tyde rezat, ked na ram jed-
nych dveri si potrebné dva kusy dlhé 2 m, a jeden kus
dlhy 0,9 m pri¢om chceme dosiahnuf, aby sa zo spo-
minanych 100 tyéf vyrobilo &o najviac ramov (a teda
odpad bol minimélny).

Jednu ty¢ moéZeme rozrezat tymito sposobmi:

1. na 3 kusy po 2 m, 0 kusov po 0,9 m a zvysok 0,5m,
2. na 2 kusy po 2 m, 2 kusov po 0,9 m a zvysSok 0,7 m,
3.na 1l kus po 2 m, 5kusov po 0,9m a zvySok 0 m,
4. na 0 kusy po 2 m, 7 kusov po 0,9 m a zvysok 0,2 m.

Rezny plan musf uréit &fsla

x, — podet tyd, ktoré sa budi rezat 1. spésobom,
x, — podet tydi, ktoré sa budii rezat 2. spésobom,
x3 — podet tydi, ktoré sa budi rezat 3. spésobom,
z, — podet tyéf, ktoré sa budi rezat 4. spdsobom.

Pre nezname x,, x,, ,, ¥, musf platit

2, + % + zy + 2, < 100
zlgoyngosxsgo,x-l_z..o

x,, X, T3, T4 81U celé isla.

Tieto podmienky nestadia na plné uréenie dovolenej
mnoZiny rieSeni a chyba nim aj cielova funkcia.

Pri hladan{ cielovej funkcie by sme mali vychadzat
z toho, Ze naSou snahou je dosiahnut, aby sa z nareza-
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nych kusov dalo vyrobif maximalne mnoZstvo ramov.
LenZe podet vyrobitelnych raimov nie je mozné vyjadrit,
ako linedrnu funkciu premennych z,, z,, z;, z,. Ttto
tazkost prekoname istym Sikovnym obratom, ktory sa
v roznych obmenach velmi ¢asto pouZiva pri aplikdciach
linearneho programovania.

Oznadéme ¥y podet ramov, ktoré moéZeme z narezanych
tyéi zhotovit. Na tento podet ramov budeme potrebovat
2y kusov 2 m dlhych a y kusov 0,9 m dlhych. Pritom

z, tydi, porezanych 1. spésobom da 3z, ks 2 m a 0 ks

g;gt;g‘é,i, porezanych 2. spésobom da 2z, ks 2 m a 2z, ks

g;gtryn(’é,i, porezanych 3. spésobom da z, ks 2 m a 5z, ks

%;Ztr;éi, porezanych 4. sposobom da 0 ks 2 m a 7z, ks
,9 m.

Teda musi platit
. 3z, + 22, + 24 = 2y,
2z, + 52y + Tz, = y.

Tieto a predchadzajice nerovnice mézeme upravif na
tvar nasledovnych podmienok

Yy = 3x, + 2, + x4 — 2y =20,
Ys = 22, + 52y + T, — y =0,
Yy = —&y — Ly — Ty— &4 + 100 = 0,

xlzo,ngo,xa_—'o)x4gol

pri ktorych treba maximalizovat cielova funkeiu z = v.

Tito 1dlohu mame zapisant v tab. 17. Vidime, Ze rie-
Senie z, = x, = x; = z, = y = 0 je pripustné, ale nie
optimalne. ﬁa,lej vidime Ze ide o degenerovany pripad,
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pretoZe absolitne &leny v 1. a 2. riadku sii nulové. Tu by
sme mohli pouZif e-novi metédu na odstranenie degene-
racie. V tab. 17 v8ak nastala t4 &tastna okolnost, Ze napr.

Ty By | Ty —Lg| —Y

v, |—8| —2|—1| o] 2| o

ya| O —2|—5|—7] 1| o

vs| 1| 1| 1| 1| o100

z 0 0 0 0| —1 0
Tab. 17

v 2. stlpci je v 1. aj 2. riadku zaporné &slo. Ak v tomto
pripade zvolime druhy stlpec za rieSiaci, mé%eme riesiaci
riadok v stlade s 4.3.3.1 volit tak, ako keby namiesto
nil na konei 1. a 2. riadku boli malé kladné é&isla ¢, bez
toho, Ze by sme ich tam museli pisat. Riesiacim prvkom
je potom a,;, =1 a eliminaciou dostaneme tab. 18.

—z, | ~Ys | —%3 | —x, —y 1
A —1 2 1 2 2 200
A 2 2 —3 —5 200
2, 1 1 1 1 0 100
z 0 0 0 0 —1 0
Tab. 18
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— —Ys — %, —Zs — 1
1 1 1 1 1 100
y ) 2 )
5 1 7 6 L1 100
Y K} T2 )
T, 1 1 1 1 o | 100
1 1 1
2 — 1 — 1 — | 100
2 2 2
Tab. 19
—Ys Y —%s —% —Y 1
1 6 1 1 2
y — — - R — 120
b5 b 5 5 b5
2 2 7 12 1 40
#1 3 5 5 5
2 3 12 17 1 60
T2 5 5 5 5
1 6 1 1 2
2 _ — — _—— — 120
b b b 5 b
Tab. 20
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Dald{mi elimindciami, ktoré si nadimi pravidlami jedno-
znadne urdené, prejdeme k tabulkdm 19 a 20. O prechode
k tab. 21 viak treba povedat viac.

—Ys Y —Ty —X Y 1
Y 125
z, 75
Ty 26
1 5 1 1 5 195
2 ) T 12 12 12
Teab. 21

V poslednom riadku si dve zdporné &sla y; = y, =
= —1/5 v 3. a 4. stlpci. Keby sme si hociktory z nich
zvolili za rieSiaci, pravidlo 4.3.3.1 ndm urédf za rieiaci
treti riadok. Méme teda dve moZnosti volby riesiaceho
prvku: a,; = 12/5, alebo agy = 17/5. Keby sme v8ak boli
zvolili druhi moZnost, dostali by sme v poslednom riad
ku a 3. stlpei slo

1 1 12 5 1 12

5 '6 6 17 b5 ' 85

a teda rieSenie by nebolo optimélne (kym pri prvej
moznosti sme uZ optimum dosiahli).

Dalej si vifmame, %e tabulku 21 sme zadali vypliiat
od posledného riadku a stlpca. Ked totiZ zistime, %e
prvy a% predposledny prvok posledného riadku si nezé-
porné, je jasné, Ze sme dosiahli optimalne rieSenie, dalsie
eliminicie u¥ nebudii potrebné a netreba teda vypltat
ani vaitro tabulky.
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Optimalnym rieSenim je z, = 75, 2, = 0, z; = 25,
z, = 0, y = 125. To znamena, Ze treba rozrezat 75 tyci
prvym a 25 tydi tretim spésobom. Dostaneme tak
75.3 + 25 = 250 kusov di¥ky 2 m a 25.5 = 125 kusov
dizky 0,9 m. Tieto prive stadia na zhotovenie 125 ra-
mov, & je maximilny dosiahnutelny poéet.

Treba eSte poznamenat, Ze sme mali sfastie, Ze riese-
nie vyslo celo¢iselné (vidy to tak nemusi byt!). Inak by
sme museli hladat rieSenie odhadom v blizkosti necelo-
tiselného optimalneho riefenia, pretoZe Ziadnu z metdd
na rieSenie celodiselnej ilohy sme nepreberali.

Mnohi é&itatelia by mohli tieZ namietaf, Ze prva ne-
rovnica medzi nasimi podmienkami by sa mohla nahra-
dit rovnicou. Maji pravdu a vysledné riefenie by muselo
vyjst rovnaké. I§lo by o tzv. zmieSanu 1lohu s rovnicami
a nerovnicami. Pri zostavovani tabulky pre fiu by sme
pre Ziadnu rovnicu nenapfsali vlavo od tabulky pre-
mennu, ale nulu. Potom by sme prvymi elimindciami
tieto nuly zlava eliminovali a vynechali kazdy stipec,
nad ktory sa eliminiciou dostane nula. Tym by sa
tabulka vlastne zuzila, &0 by najmd pri ,ruénom*
spracovani bola vyhoda.

4.4. Dopravny problém
Majme, podobne, ako v kap. III, m doddvatelov toho

istého tovaru, ktorf pontkaji mnoZstvd a,, ..., an;
dalej n spotrebitelov, ktorf tohto tovaru pozaduju
by, ..., by. Zvytajne sa predpoklada, Ze

%ai = ébi =b
i=1 j=1

?
hoci metédou, ktord si ukiZeme, moZno riesit aj ulohu
v ktorej sa tento predpoklad nesplni.
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Dalej predpokladajme (na rozdiel od kap. III), Ze niet
kapacitnych obmedzeni. To znamena, Ze pri Iubovol-
nych %, § moino lubovolné mnoZstvo tovaru (pokial ho
mé dodavatel k dispozicii a odberatel ho poZaduje)
dopravift od ¢-tého dodavatela j-temu spotrebitelovi.
Predpokladajme tieZ, Ze preprava jednotkového mnoz-
stva tovaru na tomto smere stoji ¢; Ké&s. Treba uréif
mnozstva x,; tovaru, ktoré sa dopravia od i-tého doda-
vatela j-temu spotrebitelovi (¢ = 1,...,m,j =1,...,n)
tak, aby sa prepravilo celé pozadované mnoistvo b
a dopravné naklady boli minimalne.

Toto je formulacia klasického dopravného problému,
ktory patri do linedrneho programovania, pretoze pri
nom treba minimalizovat lineidrnu cielovi funkeiu

2= 3 Oy
b

za predpokladov

k]

jzlxﬁ=a‘ (1:=1,...,m),

m -

227,','=b1 (y=1,...,n),

i=1

z; =20 (t=1,....,m;j=1,...,n).

Riesit tito tlohu simplexovou metédou by vsak bolo
dost zdlhavé. Uz napriklad pri Styroch dodavateloch
a piatich spotrebiteloch by sme mali 8 rovnic pre 20
neznamych.

Vzhladom na tito skutoénost vypracovali matematici
iné metdédy, ktoré si uréené Specidlne pre tito iilohu
a vedi k cielu ovela ryechlejsie, ako metéda simplexova.
My si preberieme jednu z nich, metédu sovietskeho pro-
fesora A. L. Lurje.
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Vychéddzame pri nej z tabulky 22, ked mé tato najme-
nej tolko stlpcov, ako riadkov. Ak nem4, tak vychidza-
me z preklopenej tabulky 23. Pre metédu je proste vy-
hodnejsie, ked ma tabulka viac stipcov, ako riadkov. Pre-
toZe tabulka 23 sa od tabulky 22 formalne vébec nelisi,
stadf, ked si riesenie popiSeme iba pre prvi z nich.

Odbera-
Do- tel n ponuke
dévate]\
1 Clr v v e e e e e Cin a,
m Cma « » o « o v o o . Cun [
_~
poZiadavka b, . . . . .. ... by b
spolu
Tab. 22
Doddva-
h\ tel 1 ... 0. m potiadavka
beratel ™
1 Crlr « ¢ e e e e e e Cm b,
m Cim » o e e e e e Con b,
5
ponuka L G,
spolu
Tab. 23
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Meté6da sa zakladd na nasledujicej vete:

Veta. Ak @y, ..., Ziny « - oy Zuay -« «, Tun je optimalne
rieSenie dopravného problému z tabulky 22, zostane
optimilnym aj pre dopravny problém, ktory zodpoveda
tabulke, ktora vznikne z tabulky 22 tak, Ze k prvkom
niektorého riadku vovnitri tabulky pripoéitame &slo d.

Doékaz si vykoname pre k-ty riadok. Po pripoéitani
v flom budeme mat prvky &y =cu+d, ..., &n =
= Cxs + d. V ostatnych riadkoch budeme mat prvky
&; = ¢;. Hodnota cenovej funkeie, ak v tejto novej lo-
he si zvolime pdvodné riefenie, bude

!
= Y Gyzi= X cyxy+dYzy =z da.
=1.5.m (=lreoum =1
i=1,..., n i=1,..., n

Preto%e hodnota da, nezévisi od volby riefenia xy,
hodnota Z bude minimilna priave vtedy, kedy z, &iZe
optimélne rieSenie pre jednu tlohu je takym i pre druhd
a veta je dokazana.

Postup algoritmu je takyto:

1. Pre ka?dé j si vyhladdme minimilny prvok
v j-tom stlpci tabulky &fsel c;;.

2. ZakriZkujeme si minimilne prvky v stlpcoch.
Pritom ak je v jednom stlpci viac (rovnakych) minimal-
nych prvkov, zakriZkujeme si kaZdy z nich.

3. Vyhladame pseudooptimélne rieSenie xy;, ktoré mi
tieto vlastnosti:

I. z; > 0 = ¢; je zakritkované (t. j. odberatel odo-
bera len od dodivatelov, od ktorych sii dopravné na-
klady minimalne).

I1. Stidet vietkého dodaného mnoZstva

I = ‘2’ Xs;
je maximalny mozny. '
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Pri tlohédch malého rozsahu vyhladdme pseudoopti-
malne rieSenie priamo odhadom, pri vidsich postupuje-
me pomocou grafu z obrdzku 22, v ktorom hrany z p
do » budd konstruované podla nezmenenych zdsad
a v prostrednej dasti spojime hranou i-teho doddvatela
8 j-tym spotrebitelom, ak c;; sme zakriZkovali pri kroku
2. Tejto hrane pridelime potom nekonednd kapacitu
(alebo rovnajicu sa a;). Maximalny tok v takejto sieti
nam uréf pseudooptimilne riefenie.

4. Ak ¢t =0b, je pseudooptimélne riesenie aj optimalne
(vozime len cez najlacnejiie cesty) a sme hotovi. Ak
nie, znamend to, e sa nam nepodarilo previezt vietko
mnoz¥stvo tovaru a prejdeme ku kroku 5.

b. (teraz vyuZijeme tvrdenie naSej vety, zmenime
maticu ||cy|| pripoéitanim vhodného &sla d ku vhodnym
riadkom tak, aby sme dostali vyhodnejsie poloZzené za-
krizkované prvky). Ak pre niektorého dodavatela
plati, Ze existuje také ¢ > 0, Ze pri zvySeni jeho ponuky
Z a; na a; + & bolo by mo#né zvolit taky pseudoopti-
mélny plan, e by sme namiesto ¢ mali ¢ + ¢ (t. j. mali
by sme kam dodat i o niefo zvysené pontikané mnoZstvo
od k-teho dodavatela), volame k-ty riadok nedostatko-
vym. Riadky, ktoré nie st nedostatkové, volime dostat-
kové. Ku ka?dému nedostatkovému riadku potom
pripo¢itame istG hodnotu d, ktord si uréime v kroku 6.
Dostatkové riadky ponechime bez zmeny (alebo, &o je
to isté, nechdme bez zmeny nedostatkové riadky a od
dostatkovych hodnotu d odéitame).

6. Pre vietky j vyhladime v j-tom stlpci prvok &,
minimélny zpomedzi prvkov j-teho stlpca, ktoré sa
nachddzaji v dostatkovych riadkoch. Dalej vypotita-
me d; = 0; — u;. Napokon vezmeme vietky kladné &fsla
d; a definujeme opravu d ako najmensie z nich, t. j.

d = min {d; : d; > 0}
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S éislom d, ktoré sme si takto uréili, vykoname tpravy
matice [|c;||, ktoré sme opisali v kroku 5. S novo upra-
venou maticou sa zasa vratime ku kroku 1.

Dé sa dokézat (d6kaz vynechime, moZno ho néjst
napriklad v [5]), Ze po kone¢nom poédte iprav dospejeme
k tomu, %e pseudooptimélny plan bude uZ optimalny.

4.4.1. Priklad. Na obr. 33 je cestna sief, na ktorej sii
mestd 4, C a dediny B, D, E, v ktorych stavebny pod-
nik stavia rozne objekty. Na ich vystavbu potrebuje
Strkopiesok, a to v dennych mnoZstvach v tonach podla
gisel, ktoré sme pripfsali k jednotlivym obciam. Strko-
piesok dodavaju strkovisks S, — 8, v dennych mnozs-
tvach, ktoré st v zatvorkich (taktiez v tonach). Cisla pri
cestnych tsekoch znamenaji ich dizky.Treba uréit,
kolko strku z ktorého Strkoviska na ktord stavbu treba
vozit, tak, aby celkovy potet tonokilometrov bol mini-
mélny.
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Pokiisme sa najprv uréit rozvozny plan odhadom (bolo
by vhodné, aby sa kaZdy &itatel pokusil aj sam). Zvolme
napriklad

z 8,100 t do 4

z8, 50tdo 4

z&, 50tdo A,30tdoB,70tdoC,40tdoDalot
do £

z8, 50tdoE.

Uhrnom sa pri tychto prepravich dosiahne nasledov-
ny podet tonokilometrov:

3.100 + 7.50 4+ 11.50 4+ 4.30 4 7.70 + 9.40 +
4 16.10 4+ 2.50 = 300 4 350 -+ 550 + 120 + 490 +
4+ 360 + 160 + 100 = 2430 tkm.

Prikrotme teraz k urdeniu optimalneho rozvozného
plénu metédou Lurje.

~~_Odbera-

Do~ tel A B C D E ponuka

ddavatel ™
S, 11 4 (e 8 16 200 dost.
S, (3)1r00 4 15 8 16 100 ned.
S, 14 14 8 9 (2)° 50 ned.
S, 7 (3)%0 12 (2)%° 9 50 ned.
po. 200 30 70 40 60 | 400
d; 8 1 0 7 14 -~ 8p

Tab. 24
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Zapiseme si dlohu do tab. 24. Vyznaéme krizkom*)
minimalne prvky u; v stlpcoch a uréme si maximéilny
mozny rozvozny plin cez zakriZzkované smery (pseudo-
optimalne riesenie). RozvdZané mnoZstvd si pripiSeme
ku krizkom vpravo hore. Vidime, e §, je dostatkovy
dodavatel (ponika 200, rozvezie len 70), kym zvysné
riadky st nedostatkové, pretoze keby mal §, 101 na-
miesto 100, alebo §; 51 namiesto 50, alebo 8§, 51 namiesto
50, mali by ich kam dodaf v rdmci pseudooptiméalneho
rieSenia cez zakrizkované trasy.

Cisla ; st teda vietky prvkami prvého riadku. Roz-
diely d; méme pod tabulkou a vidime, %e d = 1, &o
odéftame od 1. riadku. Dostaneme tab. 25, v ktorej
pseudooptimélne rieSenie znamend rozvoz o 20 vaési,
ako v tab. 24. Nedostatkovymi si 2. a 3. riadok. Cisla
é; vyznadime Stvorcovym ordmovanim, vypotitame
d; a z nich d = 4, %o pripoéitame k 2. a 3. riadku. Dosta-
neme tab. 26, kde je rozvozny plan opit vaési, uz 300.
Zvytajnym spOsobom uréime d = 3, &o odéftame od
1. riadku. Dostaneme tab. 27, v ktorej celkové rozvezené
mnozstvo, 390, je uZ len o 10 mensie, neZ je treba.Opa-
kovanym pouZitim krokov 1 a% 6 zistime d = 3, &o pri-
poditame k 3. riadku. Dostaneme tab. 28, v ktorej uz
pseudooptimélny plin rozmiestfuje véetok sterkopiesok,
je to teda riefenie optimédlne. Urduje nam, aby islo

z8,100tdo 4,30t do Ba 70t do C
z 8,100 t do 4

z8, 50tdo E

z8, 40tdoDal0tdo E

*) Z technickych dévodov nebolo moZné dodriat v tab. 24
a% 32 oznadenie uvedené v texte. V tab. sii vysadené miesto
krazku gulaté zdtvorky a miesto 8tvordeka hranaté zédtvorky.
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Ak chceme zistif dhrnné tonokilometre, musfme ich
vypotitat z vychodiskovej tab. 24 (prechody k dalSim
tabulkdm zachovavali optimalne rieSenie, ale nie jeho

cenu!):

Odbera-

Do- tel y:| B c D E ponuka

dévatel
$, 10 [(3)I°[(6)° 8 15 200 d
S, (3)0 4 15 8 15 100 n
S, 14 14 8 9 (2)0 50 n
S, (7} (3) 12 [(2*9)] [9] 50d
poz. 200 30 70 40 60 400
d; 4 0 0 0 7 // sp

Tab. 25

Odbera-

D\o. tff] A4 B ¢ D E ponuka

dévm
8§, 10 (3) (@) 8 15 200 d
S, (e 8 19 12 19 100 n
S, 18 18 12 13 (6)%° 50 n
S, (T (3) 12 (2) 9 50n
pot. 200 30 70 40 60 400 "
d; 3 0 0 6 9 ~sp

Tab. 26
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11.100 + 4.30 + 7.70 4+ 3.100 - 2.50 - 2.40 4
+ 9.10 = 1100 + 120 + 490 + 300 + 100 + 80 -+
+ 90 = 2280 tkm

¢im sme oproti rieseniu, ktoré sme ziskali odhadom, zis-
kali 150 tonokilometrov denne, &o je priblizne 6 %,.

Odbera-
Do- tel A B o D E ponuka
ddvatel

S, [(T)Fe [(0))* [(3)])° 6 12 200d

S, (7)10 9 19 12 19 100d

S, 18 18 12 13 (8)*° 50 n

S, (7)1 3 12 [(2)]* [9] 50d

poi. | 200 30 70 40 60 400~

d; 0 0 0 0 3 //

Tab. 27

Odbera-
Do- tel A B (0} D E ponuka
dévatel

S, (7)100 (0)%0 (3)* 5 12 200

S, (e 9 19 12 19 100

S, 21 21 156 16  (9)% 50

S, ) 3 12 (2)t0 (9) 50

poZ. 200 30 170 40 60 40£:p/

Tab. 28
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4.4.2. Priradovaei problém. V kap. III sme sa stretli
8 dlohou priradovania pracovnych miest pracovnikom.
Vhodnost priradenia miesta pracovnikovi sme hodno-
tili len ,,dvojstupiiovo‘’‘: vhodné — nevhodné.

Mohli by sme viak pouZif aj jemnejsie hodnotenie
a priradif kaZzdej dvojici pracovnik — miesto nezdporné
tiselné ohodnotenie jeho vhodnosti, a to systémom zé-
pornych bodov, t. j. nula by znamenala najvhodnejsie
priradenie a &m vidsie ¢fslo, tym horsie. Celkové riese-
nie by sme potom povaZovali za optimalne, ak by sidet
ohodnoteni vybranych dvojic bol minimalny. Problém
vyhladania tohto optimélneho rieSenia je Specidlnym
pripadom priradovacieho problému, ktorého vieobecné
formulacia je nasledovna:

Nech {D,, ..., D;}a {0,, ..., 0,} si dve rovnako po-
¢etné mnoziny. Nech |c;|| je Stvorcova matica s n riad-
kami a stlpcami, ktore] vietky prvky st neziporné
¢isla. Treba uréit dvojice (Dy, Oy), . .., (Da, 0;,) tak, aby
(§1» + - -» 7a) bola permutdcia &isel (1, ..., ) a aby sidet

n
2= 2 cia‘;
i=1
bol minimalny.

Lahko sa presvedéime, %e priradovaci problém je spe-
cidlnym pripadom dopravného problému, v ktorom mé-
me dodavatelov D,, ..., D,, pritom kaZdy dodéiva
jednotku ,,produkcie* a odberatelov O, ..., O,, z kto-
rych ka¥dy odobers zasa jednotku produkecie. Dalej
méme cenovii maticu ||c;||. Treba zvolif &sla x; € {0, 1},
i, =1, ..., n tak, aby sidet

n
2= X Ci; Tij
$.i=1

112



bol minimilny, za predpokladu

_glxil =1 (7 =1, ’ n)

é & = 1 (‘l; = ]., . n)

j=1

0, 0, 0, O, Oy O
D, (nr 2 3 2 (@M (0 n
D, 4 7 7 6 6 8 d
D, {21 (Hr 2 4 4 [3] d
D, 6 6 4 4 7 b d
D, 4 4 (2 31 4 5 d
D, 3 2 4 4 [2] 5 d
d; 1 0 0 1 1 3 d=1

Tab. 29

0, 0, 0, O, O, O
D, (2) 3 4 (3) (2) Qp n
D, 4 7 7 (] 8 b d
D, (2) (1) @2y 4 4 3 n
D, 6 6 4 4 7 b d
Dy 4 4 2 @)y 4 6 n
D, [31 [21 [41 [41 [(2)1* (8] d
d; 1 1 2 1 0 4 d=1

Tab. 30
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Uvazme napriklad lohu z tab. 29. Tu sa méZu ditatelia
pokusit odhadnit rieSenie sami, prv, nez ho nijdeme
Lurjeho metddou.

Postupnym prechodom aZ k tab. 32 dospe]eme k opti-
malnemu priradeniu (D, Oy), (D, 0,), (Ds, 0,), (Dy, O),
(Ds, 0,), (Dg, Os), ktorého cena, podla tabulky 29, je
0+4+14+44+242=13.

0, 0, 0, 0O, O, O,
D, 3 4 5 4 3 (2 n
D, 4] 7 7 6 6 5 d
D, 3 (2 (3) 5 5 4 n
D, 6 6 4 42 7 [5] d
D, 5 [6] [(3)]" [(4)] (6] 6 d
D, (3) (2 ¢ 4 @ 5 n
d; 1 3 0 0o 3 3 d=1

Tab. 31

0, 0, 0, 0, 0, 0,
D, (4) 5 6 5 4 (3)1
D, (an 7 7 6 (] b
D, (4) (3) 4 6 ] 5
D, 6 6 4 (4)* 7 b5
D, 5 5 (3) (4) 6 6
D, (4) (3) 5 5 3" 6
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Cvidenia

1, Zistite, ktoré z dloh teérie grafov mozno sformulovat ako
ulohy linedrneho programovania.

2. Cestovné na elektritke je 1 Kés, pokuta za cestovanie bez
listka 50 K&s, nédklady ne skontrolovanie jedného cestujiceho
revizorom si 0,10 Ké&s. Urdete grafickou metédou optimélny
pomer 2 pottu kontrolovanych cestujicich ku vietkym cestu-
jacim! (Névod: oznadte po rade f,(z), fi(z) stredni hodnotu
zisku dopravného podniku na jedného platiaceho, resp. ne-
platiaceho cestujiceho. Treba ndjst také z, pre ktoré je
min [f,(z), f.(z)] najvilsie. Rielenie je z = 0,0197, &iZe
kontrolovaf treba 1,97 9, cestujicich).

115






		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:40:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




