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1. kapitola

UDALOST A JEJ PRAVDEPODOBNOST

Pojem pravdepodobnosti je nam znamy z beZného
zivota. Ak sme o nieom pevne presveddéeni, hovorime,
ze je to isté na 100 9%,. Ak vSak o nietom prehlasime, Ze
mame 959, istotu, pripistame, Ze zo 100 pripadov asi
v piatich dané tvrdenie neplati.

V matematike vyjadrujeme pravdepodobnost nejakej
udalosti nie v percentach, ale odpovedajicim ¢&islom
z intervalu (0,1). Teda nehovorime o pravdepodobnosti
57 %, 13 %, 20 °, a pod., ale 0,57, 0,13, 0,2 a pod.
Skutoénost, Ze pravdepodobnost nejakej udalosti je 0,2
intuitivne chapeme tak, Ze pri ,,velkom poéte‘ pokusov
nastane ta udalost asi v 1/5 pripadov.

Spoéiatku budeme pracovat s tym azda najjednoduch-
8im modelom: budeme predpokladat, Ze dany experiment
ma len koneény podet moznych vysledkov a vSetky sd
rovnako pravdepodobné. Napr., ak hddZeme kockou,
ktorej steny s odfslované ¢islami 1 az 6, mame 6 moz-
nych vysledkov; oznatme ich w;, w, ..., wg Ak
je t4 kocka pravidelndi a homogenna, predpoklad,
ze vietky vysledky si rovnako pravdepodobné (t.
j.» Ze kazda ¢&islica bude ,rovnako d&asto’ padat) je
prijatelny.

Definicia 1.1. Nech 2 = {w,, w,, .... ®,} je neprizdna
mnoZina. Podmnoéiny mnofiny Q budeme nazjvaf $ieZ
wdalostami; &pecidlne O sa nazijoa. nemoind udalost, 2 sa
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nazyva 1std udalost. Pravdepodobnostou P(A) udalosts A
rozumieme Cislo

P(4) =,

kde m je pocet prokov mnoziny A ( pocet prvkov prdzdnej
mnofiny 8 je 0) a n je pocCet prokov mnoZiny £.

Priklad 1.1. Vykonajme hod pravidelnou kockou, ‘na
stenach ktorej je postupne jedna, dve, tri, ..., Sesf bo-
diek. Akd je pravdepodobnost udalosti, Ze na padnutej
stene bude parny podet bodiek ?

Riedenie. V naSom pripade je Q = {w,, wy, ..., wg}
prifom prvok w; odpoveds stene, na ktorej je prave
¢t bodiek. Pytame sa teda na pravdepodobnosﬁ udalosti

A = {w,, wy, wg} ,

ktora ma tri prvky. Podla definicie plati P(4) = 3/6 =
= 1/2.

Priklad 1.2. V hromade hracich kariet je 32 dobre
zamieSanych kariet. Vyberieme tri. Aké je pravdepodob-
nost toho, Ze vietky tri budu dervene?

Riedenie. Prvkov zakladného priestoru A je tolko,
kolko je moZnych réznych trojic kariet vybratych spo-
medzi 32. Ako je zndme (pozri Doplnok I), trojprvko-
vych kombinacii z 32 prvkov mozZno vytvorif celkom

39 32.31. 30*
[ ) s = 4960

Preto 2 = {w,, v, ..., 0, g4} Kazdé w; je trojica ka-
riet. Jednou trojicou je napr. trojica (dervend sedma,
dervena osma, zeleny tiz). Oznaéme ju w;. Udalost A4,
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ktorej pravdepodobnost hladame pozostava len z ta-
kych trojic, v ktorych vsetky karty st ¢ervene. Uvedend
trojica w;, nepatri do 4 (¢o zapisujeme w;, ¢ 4). A obsa-
huje tolko prvkov (trojic), kolko trojprvkovych kombi-
nacii mozno vybrat spomedzi 6smich prvkov. A to je

[8) _8.7.6 _ .

3 3.2.1
Preto
56
—_— —— T ll .
P(4) 1960 0,0

Priklad 1.3. Do stanice vchddza vlak s dvandstimi
voznami. Nastupuje doiiho 7 cestujitcich. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze vietci siedmi pocestuji v réznych
vagénoch (t. j. v Ziadnom vagdéne nepocestuje viac ako
jeden z nich)?

Riedenie. Podobne ako v predoslych prikladoch je

P(4) = m/n, kde n je podet vsetkych moZznych roz-
miestneni 7 cestujicich do 12 vagénov a m je podet
takych rozmiestnenf, pri ktorych si kaZdé dve osoby
v dvoch réznych vagénoch.

Cislo n je vlastne podet varidcii s opakovanim 7-ej
triedy z 12 prvkov. Prvého cestujiceho méZzeme umiest-
nit do lubovoIného z 12 vagénov. K TubovoInému umiest-
neniu prvého cestujiceho méme 12 umiestneni druhého,
teda prvych dvoch cestujicich méZeme umiestnit cel-
kom 12.12 = 122 spésobmi, prvych troch 12.12.12 =
= 123 spdésobmi atd. Vidime teda, Ze n = 127,

Cislo m je zase podet varidcif bez opakovania 7. triedy
z 12 prvkov. Prvého cestujiiceho méZeme umiestnit do
[ubovolného z dvanastich vagénov, druhého uz len do
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IubovoIného zo zvysnych jedenastich atd. Teda na
umiestnenie vSetkych siedmich madme mozZnosti celkom

!
m = 12.11.10.9.8.7.6 = -152'—

Preto
- m 12.11.10.9.8.7.6
PA) =—- =313 12.12.12.12.12 _ 114

Napriek tomu, Ze formalne je rieSenie prikladu 1.3
v poriadku, zd4 sa, Ze vysledok nie je v stilade so skutod-
nosfou. Skisenosti ukazuji, Ze nemozno akceptovat
predpoklad, Ze nastipenie cestujiceho do Tubovolného
z voziov je rovnako pravdepodobné. Okrem toho
cestujuici obvykle necestuji nezavisle jeden na druhom,
ale vo vadsich, ¢ mensich skupinkach. PouZity matema-
ticky model je nevhodny. (PravdaZe, tazkosti uvedeného
razu nie su Specialitou teérie pravdepodobnosti. S podob-
nymi fazkostami treba ratat pri aplikovani lubovoIného
matematického aparatu v praxi.)

Priklad 1.4. Predpokladajme, ze v sérii 100 vyrobkov
je 5 chybnych. Vyberme spomedzi tych 100 vyrobkov
ndhodne 10. Aka je pravdepodobnost toho, Ze medzi
tymito desiatimi vyrobkami budd prave tri chybné ?

Riedenie. Polet n vSetkych desatmiestnych vyberov
zo 100 vyrobkov, tj. pobet vietkych kombinacii desiatej
triedy zo sto prvkov je -

_(100).
»=(')
Skutoénost, Ze vyberame ndhodne znamena vlastne to,

ze kazda z tychto desatic (teda kazdy prvok zakladného
priestoru) je rovnako pravdepodobna. Tri chybné vy-
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robky spomedzi piatich méZzeme vybraf [g) spdsobmi.
Zvysnych sedem vyrobkov musi byt dobrych, teda
vyberame ich spomedzi 95 dobrych vyrobkov. Na vyber

siedmich spomedzi 95 dobrych vyrobkov mame (975 moz-
nosti. Ku kaidej z tychto sedmic dobrych mame [g]

trojic chybnych vyrobkov. Preto desatic skimanej
vlastnosti (7 dobrych, 3 chybné) je

= (1))
G

n 100
10

Priklad 1.5. Hdd%eme dvoma hracimi kockami. Aka
je pravdepodobnost toho, Ze siiéet bodiek na oboch koc-
kach bude 9? :

Riedenie. Tento priklad pouZijeme aj na to, aby sme si
pripomenuli pojem kartézskeho siéinu dvoch mnoZin.
Kartézskym si¢inom dvoch mnozin A, B (oznalenie
A x B) rozumieme mnoZinu vsetkych takych usporia-
danych dvojic (z, y), 2¢ xe€ A, y € B. V nasom priklade
je A mnoZina vysledkov na prvej kocke, B je mnoZina
vysledkov na druhej kocke. V8etky mozné vysledky pri
hode dvoma kockami si charakterizované vsSetkymi
dvojicami (¢, ), kdes =1,2,...,6,7 =1,2, ..., 6, teda
kartézskym sid¢inom

t{1,2’...,6}><{1,2’ ""G}'

éize

P(4) =

)



Zékladny priestor teda pozostiva z n = 36 prvkov.
Podrobne rozpisané

Q = {(L1), (1,2), ..., (1,6),
(2:1), (2,2), ..., (2,6),

(6,1), (6,2), ..., (6,6)} .

Napr. prvok (5,2) charakterizuje tu skutocnost, Ze na
prvej kocke padla stena s piatimi bodkami, na druhej
stena 8 dvoma bodkami.

Udalost M, ktorej pravdepodobnost hladime pozo-
stava z tychto prvkov

M = {(6,3), (3,6), (4,5), (5,4)} .
tedam = 4 a

Priklad 1.6. V telefénnej tstredni mozno vytaéat
trojmiestne ¢&isla (0 moézZe byt aj na zadiatku). Aka je
pravdepodobnost toho, Ze v nahodne vytofenom troj-
miestnom é&isle budi véetky cifry rézne ?

Riedente. Vietkych moznosti je tolko, kolko je varia-
cif s opakovanim tretej triedy z 10 prvkov 0,1, 2, ..., 9.
teda

n = 103

Fakt, Ze sme vytadali ndhodne znamend, Ze vietky tro-
jice si rovnako pravdepodobné.

Do skiimanej udalosti 4 patria tie usporiadané trojice
(¢, 7, k), v ktorych si 4, §, k navzdjom rézne. Polet m
takychto trojfc je podet vietkych variicif (bez opakova-
nia) tretej triedy z 10 prvkov, teda
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m = 10.9.8.

Preto
10.9.8
P(4) = To1or5 = 072,
Cvi¢enia

1.1. Na otvorenic trezoru jo potrebné poznaf uréité troj-
miestne &islo (nula moéze byt a) na zadiatku). a) Akd je pravde-
podobnost toho, Ze pfi 27 ndhodno volenych trojéfsliach otvo-
rime trezor ? b) Kolko volieb treba urobit, aby pravdepodob-
nost toho, Ze trezor otvorime bola véadésia ako 1/3°?

1.2. Akd je pravdepodobnost, Ze pri hode dvoma hracimi
kockami padne na oboch to isté &islo?

1.8. V triede je 12 dievéat a 15 chlapcov. Aké je pravdepo-
dobnost toho, Ze medzi prvymi desiatimi podla abecedy je
préve b dievéat ?

1.4. Aké je v Sportke pravdepodobnost vyhry tretej ceny
na jeden tip? (Zo 49 &isel tipujeme 6 &isel, pricom na tretiu
cenu musime uhddnut prdve styri &isla.)

1.8. Do vytahu v dvadsatposchodovej budove vstupuje
5 0s6b. Aké je pravdepodobnost toho, %e kaZdy vystipi na
inom poschodi? (Predpokladéme pritom, Ze vystupuji nezé-
visle na sebe a pravdepodobnost vystipenia na ktoromkolvek
poschodi je rovnak4.)

1.6. Aké je pravdepodobnost toho, Ze dvaja ndhodne vybra-
ti Judia nemaji ten isty mesiac a def narodenia?! (Na roku
nezdlezi, 29. februdr vyhiéime z avah.)

1.7. Na festivalové predstavenie kupili si nezdvisle po
jednom do jedného radu listky 3 Ameri¢ania, 5 Francizi,
2 Poliaci a 5 Sovieti. Aké je pravdepodobnost toho, Ze vSetci
prisludnici tej istej krajiny budu sedief spolu ?

Pravda, siahat po definicii pravdepodobnosti nemusi
byt vZdy najschodnejSou cestou. Niekedy je vhodné
rozloZif dani udalost na jednoduchsie, resp. vyjadrif ju
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potnocou inych udalosti. K tomu sldazia mnoZinové ope-
racie. Budeme pouzivat tri.

Komplement A’ mnoziny A je mnozina tych prvkov
w €2, ktoré nepatria do A. Strugne zapisané, A’ =
= {wef; w¢ A}. V tedrii pravdepodobnosti sa A’ nazy-
va aj opatnou udalostou k udalosti 4.

Zjednotenie A \J B mnoZin A, B je mnoZina prave
tych prvkov w € 2, ktoré patria aspon do jednej z mno-
zin A, B. (Ale mdzu patfif aj do obidvoch!) Teda
AUB={wel; wed, alebo w € B}.

Koneéne prienik A (\ B mnozin A, B je mnoZina
prave tych prvkov w € 2, ktoré patria sid¢asne do oboch
mnozin 4, B; A N\ B ={wel; wed a weB}.

Nech napr. 4 je udalost spoéivajica v tom, Ze na hra-
cej kocke padne stena s parnym poétom bodiek, B —
padne stena s po¢tom bodiek vidésim ako 2. Teda

4 = {0)2, Wy, ws} ’ B = {w:!a Wy, Wg, wﬁ} .
Potom
A = {wl’ w3, Ws}

spoéiva v tom, Ze padne stena s neparnym poétom bo-
diek,
A ﬂ B = {CU4, we}

spodiva v tom, Ze padne stena, na ktorej st §tyri bodky,
alebo stena, na ktorej je 6 bodiek; koneéne

A U B = {w,, 0,, 0y, w5, e}

nastane, ak padne stena s vidsim poétom bodiek ako 1.

K tomu, aby sme vedeli vypoéitat pravdepodobnosti
udalosti 4', A \ B, A |J B je potrebné poznat poéty
prvkov mnozin A, A N B, A (J B. (Oznadme ich
m(A’), m(A ) B), m(A U B) resp. m(A), m(B).) Naj-

Inhgie je to v pripade udalosti A’.
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Ak udalost 4 obsahuje m(4) = m prvkov a cely. pros-
tor obsahuje n prvkov, tak udalost .4’ obsahuje » —
prvkov, totiz tie prvky z Q, ktoré nepatria do 4. Preto

m(d'y =n—m =n—m(4),
md) _n—m(d) _n _ m(4)
n

n n n
= 1— P(A).

Pravdepodobnost opaénej udalosti (k udalosti 4) je teda
¢islo 1 — P(4).

V pripade udalosti A () B, A J B je situicia kompli-
kovand tym, Ze podet prvkov mnozin 4 B, A U B
nie je uréeny poétom prvkov mnozin 4, B. A (} B mdZe
byt napriklad prazdna mnoZina 8, dvojprvkovi ako
v predoSlom priklade a pod. Ak je ale znimy podet
prvkov A () B, uz je znamy aj podet prvkov mnozZiny
A {J B. Nech napr. m(4 N\ B) = 3, m(4) = 8, m(B) =

P(4') =

A B

Obr. 1

= 7. Potom ,,mesiadik‘‘ A )\ B’ (mnoZina tych w, ktoré
patria do A, ale nie do B; oznaduje sa tiez 4 — B)
obsahuje 8 —3 = 5 prvkov. Cel4 mnoZina A mi 8
prvkov; z nich 3 patria aj do B, teda 5 je takych, ¢o
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partria do 4 a nepatria do B. Podobne zistime, Ze mno-
Zina B () A’ ma 7 — 3 == 4 prvky, teda mnozina 4 () B
mé celkom 5 4+ 3 + 4 = 12 prvkov.

Obr. 2

. Prejdime k vBeobecnému pripadu. Nech mnoZina
A ( B ma k prvkov, mnozZina 4 ma m, prvkov, mnoZina
B mi m, prvkov, t. j. m(4 (\ B) =k, m(4) = m,,
m(B) = m,. Potom mnozina 4 (y B’ ma m, — k prvkov,
mnoZina B () 4’ md m, — k prvkov, teda pocet prvkov
mnoZiny 4 () B je

m(d U B) = (my— k) + k + (m; — k) =
=my; + my—k = m(4) + m(B) — m(4 () B).

Ak predelime uvedeni rovnost poétom n prvkov zi-
kladného priestoru £, dostaneme

P(4 U B) =
_ mAU B) _ m(4)

m(B)  m(4 N B)
n n + n n -
= P(A) + P(B)— P(4A N\ B) .
Dok#zané rovnosti
P(4') =1—P(4), (1)

14



P4 U B) = P(d)+ P(B)— P4 NB) (2

budua v dalsich prikladoch nasim zikladnym pracovnym
prostriedkom.

Vsimnime st Specialny, ale doélezity pripad, kedy
A, B nemaju spolo¢né prvky, t. j. 4 N\ B = 8. O ta-
kychto udalostiach hovorime, Ze st disjunktné, alebo,
ze sa navzajom vyluéuju. V takom pripade

m(A ) B) = m(4) + m(B),
teda

P(AY B) =

m(A\) B)  m(4) m(B)
n =" T Taw T

— P(4) + P(B).

Pravdepodobnost zjednotenia navzajom sa vyluéujicich
udalosti sa rovna suétu ich pravdepodobnosti:

ANB=b= P(AUB)=PA) + PB). (3)
Implikacia (3) je ostatne bezprostrednym désledkom (2).

Ak totiz A B =09, tak P(4 (\ B)=P(8) = 0,
teda

P(A U B) = P(4) + P(B) — 0 = P(4) + P(B).

Priklad 1.7. Had%eme tromi hracfmi kockami. Ak4 je
pravdepodobnost, Ze aspon na jednej bude Sesfka ?

Riedenie. Lahsie vypotitame pravdepodobnost uda-
losti 4: ani na jednej kocke nepadne estka. Skutodne

5.5.5 53

Pld) == =&

pretoze vietkych usporiadanych trojfc z &isel 1, 2, ..., 6
je 63 a vietkych usporiadanych trojfc z &sel 1,2, ..., 5
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je 57, Skumana udalost — aspoii na jednej kocke padne
gestha — je opadnou k udalosti . Preto pre jej pravde-
podobnost plati

Priklad 1.8. Opiat hddZeme tromi hracimi kockami.
Aka je pravdepodobnosf, Ze padne nanajvys jedna
Sestka ?

Riedenie. Nech A, je udalost: nepadne Ziadna Sestka,
A, — padne prave jedna Sestka, 4 — padne najviac
jedna Sestka. Potom A = A4, U 4,, 4, N 4, = 9,
teda

P(A) = P(4,) + P(4,).
Zrejme

P(dg) = o5

Dalej, A, = B, U B, U B,, kde B, znamen4, %e na i-tej
kocke padne Sestka, ale na zvySnych dvoch nie. Teda
napr. B, pozostiava zo vietkych trojic (8, ¢, ), kde ¢ # 6,
9 # 6. Takych trojic je 5.5 teda

52
P(B,) = 68

Podobne
P 52
P(Bz)=P(Ba)=ﬁ,

teda (vzhladom na to, Ze B,, B,, B, se navzajom vyludu-
ja)
3.5

P(Al) =P(Bl) + P(Ba) +P(Ba) = 6
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53 3.5°%
P(A) =—€3* + 6%

= 0,93.

Priklad 1,9. HidZeme dvoma hracimi kockami. Aka
je pravdepodobnost toho, Ze aspon na jednej padne
sestka ?

Riedenie. Podobnu tulohu sme riesili v priklade 1.7.
Tentokrat nepouZijeme opadénu udalost, ale rovnost (2).
Nech 4 je udalost — Sestka padne na prvej kocke, B —
Sestka padne na druhej kocke. Mame vypoéitat P(4 {J B);

P(A U B) = P(A) + P(B)— P(4 ( B).
Ale P(4) = P(B) = 6/36, P(A () B) = 1/36, teda
6 6 1 11

36 T 36 36 _ 36

Chvalabohu, pomocou opaénej udalosti vyjde ten isty
vysledok.

P(A U B) =

PAUB) =1—P4'NB)=1—2 _ 1L

(4 U5 = ( N 62 36
Koneéne, prvky mnoziny 4 (J B mozZno systematicky
vypisat:

(6,1), (6,2), ..., (6,5)
(1,6), (2.,6), ..., (5,6)
(6.6)

11

Skutoéne, P(4 ) B) = 36
CviCenia

1.8. Akd je pravdepodobnost toho, Ze dvaja ndhodne viybra-
ti Tudia maju v ten isty den narodeniny ?
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1.9. Akd je pravdepodobnost toho, %6 z » ndhodne vybratych
[udi aspoil dvaja maju v ten isty deil narodeniny ?

1.10. Skupinu z kolkych [udi inusime mat, aby sme s prav-
depodobnostou vaésou ako 1/2 mohli tvrdit, Ze aspon dvaja
dlenovia tej skupiny majui narodeniny v ten isty deh ?

1.11. Do vytahu sedemposchodového domu nastupuji 3 oso-
by. Aké je pravdepodobnost toho, Ze aspoil dve z nich vysta-
pia na tom istomn poschodi?! (Podobne ako inde predpokladé-
me, %e vystupuji nezavisk na sebe a pravdepodobnost
vystupenia na [ubovolnom poschodi je rovnaks.)

1.12. Ak& je pravdepodobnost toho, Ze pri scdemnédsobnom
hode hracej kocky padne scstka a) prdve dvakrdat b) najviac
dvakrét ¢) aspon dvakrat ?

1.18. Z dvanéstich predajni méasa v meste v 8tyroch predra-
%uju tovar. Ndhodne vyberieme na kontrélu 2 predajne misa.
Ak4 jo pravdepodobnost toho, Ze a) v oboch predraZzuji tovar
b) v oboch preddvaji bez predraZovania c) aspon v jednej
predrazuju tovar?

1.14. Medzi 10 dobrych Ziaroviek bolo omylom priemiese-
nych 6 chybnych. Ndhodne vyberieme 3 z tych 15 Ziaroviek.
Aké je pravdepodobnost toho, Ze a) vdetky tri si dobré
b) préve jedna je chybnd c) asponl jedna je chybné ?

1.15. Do okresného mesta v okrese, v ktorom je 30 obhci sa
schédzaji dvadsiati branci.”"Aké je pravdepodobnost toho, Ze
aspoil dvaja budi z te) istej obce?

Vlastnost (3) m6Zeme zovseobecnit na viac &initelov
ako 2. UZ v priklade 1.6 sme to pouZili.

Priklad 1.10. Dokazte: Ak 4,, 4,, ..., 4, si navza-
jom sa vyludujice udalosti (t. j. 4; () 4; = 0 pre 1 #
# ), tak

P4, 04,0 ... U4d,) =P4,) + P(4,) +
... + P(4,).

Riedenie. D6kaz urobime indukeciou pomocou (3). Pre
n = 1 uvedené tvrdenie platf (P(4,) = P(4,)). Predpo-
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kladajme, Ze plati pre nejaké n. Mame ju dokazat pre
n 4+ 1. Majme teda n 4 1 navzajom sa vyludujucich
udalosti 4,, 4,, ..., 4., 4., (t. j. 4; N 4; = 0 pre
i #j).
Potom udalosti

A=4,... YU4,,B=4,,

sa tiez disjunktné, t. j. 4 N\ B = 8. Keby totiZ existo-
val prvok w e 4 ) B, potom by existoval taky index %
spomedzi 1, 2, ..., », Ze w € 4;; sutasne w € 4,,,, teda
weA; ) Anyy, €0 nie je moiné, pretoie ¢ #n + 1.
Podla (3) potom mame

P(4, U ... U 4ss1) = P(4 U B) = P(4) + P(B)
= P4, U ... Ud,) + P(4..1),
teda, ak pouzijeme iudukény predpoklad, dostaneme
P(Al U... Udan) =PA4) + ... +
+ P(A4,) 4 P(4.4) -

Priklad 1.11. Skisme sformulovat a dokazaf tvrdenie

Obr. 3

19



analogické rovnosti (2) pre tri mnoZiny, t. j. vyjadrit
P(4 \J B \J C) pomocou P(4), P(B), P(C) a pravdepo-
dobnosti prienikov.

Riedenie. Zostrojme Vennov diagram. Mame (m(E) —
poéet prvkov mnoziny E)

mdYBJC) =k + ky+ kg +n, + n, +
+ny+k=(k +n+n+k)+ (kg + ny +
+ns+ k) + (ks + ny + ny + k) — (1, + 7y +
+ 7y + 2k) = m(A) + m(B) + m(C) — (n, + k) —
— (g + k) — (ny + k) + & = m(A) + m(B) +
+ m(0) —m(4 () C) —m(4 \ B)—m(B ( C) +

+m(ANBNC).
Dostali sme teda vzorec
P(4 U B Y C) = P(4) + P(B) + P(C) —
— P4 NB)—PANC)—PBNC) +
+PANBNO).
Teraz uvedeny vzorec dokaZeme pomocou vzfahu (2):
PAUBUC) =P(AUB UOC) =
= P(AUB) +POC)—P(AUB NC) =
— P(4) + P(B)— P(4 (\ B) + P(C) —
—P(ANC)UBNC).
Ale podla toho istého vztahu (2) je
P(ANC)UBNO) =PANC) +
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+PBNC)—P(ANC)NBNC) =
=PANC)+ PBNC)—PANBNC).
Preto
P4 Y B ()= P4) + P(B) + P(C)— P(ANB) —

— P((4 NC) U (B NCO) =PA)+ P(B) +
+ P(C)—PANB—PANC)—PBNC)+
+PANBNO).

Cvifenia

1.16. Dokézte: Ak 4, BsiTubovolné udalosti, tak P(4 (} B')=
— P(4) — P(4 () B).

1.17. Nech 4, B su také udalosti, Ze P(A {J B) = 3/4,
P(4") = 2/3, P(4 (| B) = 1/4. Néjdite a) P(4) b) P(B)
c) P(4 ) B').

1.18. Dokdite: Ak A, B sd . lubovolné udalosti, potom
P(B)y=PBN A) + P(BN 4.

1.19. Vyjadrite podobne ako v priklade 1.11 P(4 () B {J
UcyU Dy E) pomocou P(4), P(B), P(C), P(D), P(E)
a pravdepodobnosti prienikov.

n

1.20. Néjdite vzorec pre vypocet P({) 4;) a dokdite ho

s

indukeiou. i=1

Priklad 1.12. Na 5 vesiakov si 5 navidtevnikov odlozilo
5 dplne rovnakych klobikov. Pri odchode si nahodne
vyberaja klobiky. Aka je pravdepodobnost, Ze aspon
jeden z navstevnikov odide v tom istom klobiku ako
prisiel ?

Riedenie. Nech A4; znamena: i-ty zakaznik odchadza
s tym istym klobikom, s ktorym prisiel. Hladdme
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P4, U4, U ... Ud;). Podla cvitenia 1.19 (resp.
1.20, n = 5)
P(Al UAzU--- UA5)=P(A1)+P(A2)'|'
+ ... + P(4;) — P4, N 4;) — P(4, N 4,) —
— ... — P4, N 4;) 4 P4, N4, N 4,) +
+PA, N4 NA)+ ... + P(A4; N A, N 4;) —
—PA, N4, N4, N4)— ... — P4, N4, N
NA4, N4+ P4, N4, N4 N4 N 4y) .

Potitajme P(A,). VSetkych rozmiestneni piatich klobu-
kov na pit vesiakov je 5! (potet permutacif z 5 prvkov).
A, nastane, ak prvy navstevnik vezme svoj klobik;
ostatni &tyria sa moézu podelif o zvysné klobuky 4!
spésobmi. Preto

4! 4.3.2.1 1

PlA)=3r=%2331 " 35"

Podobne

P(4,) = P(4,) = P(4,) = P(4;) = %.

Vypoéitajme teraz P(4, () A;). VSetkych rozmiestneni
je opit 5!, ale ,,priaznivé‘ si len tie, pri ktorych prvy
a druhy navstevnik natrafili na svoj klobik. Zvysni
traja sa preto moézu podelit o ostatné klobiky uZ len 3!
spO6sobmi. Preto

3!
P(Al nAz) = 51 =

-

3.2.1 1
5.4.3.2.1 5.4
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Podobne
1

P(4:N 45) = PANA) = ... = PA,N 4) = 5

a analogicky
PA, N4: N4 =PA4, N4 N4 = ... =
1

=P(A3 nAC nAﬁ) = 5.4.3°

PA, N4: N4 NA) = ... =
1
=P(Az nAs nA4 nAs)'—‘m,

PA, N4, N4 N AN 4y) = 5.4.;.2.1 '

Ak uvazime, Ze udalostf 4,, 4,, ..., 4; je pit, prieni-
kov 4, N 4,, 4, N A4,, ... je [g], prienikov 4, ()

NA4;: N4, 4, Q04 N4, ... Je [g] , atd. dostaneme

P4 U4 Y. 0 =(8)5—(8) 51 +

5 1 5 1 5) 1
+ (3) 54.3 _[4] 5432 [5]’5_!

I

5.4 5.4.3
=l—s3sst331533
5.4.3.2 ] 1 1 1 1
—43215432 T ot atE
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Cvicenia

1.21. Sekretiarka naéhodnym spdsobom rozmiestinuje pat lis-
tov do piatich spravne napisanych obélok. Aké je pravdepo-
dobnost toho, Ze aspon jeden list sa dostane do spravnych ruk ?

1.22. 32 kariet rozdali medzi 8tyroch hrdéov. Akéd je pravde-
podobnost toho, Ze aspoii jeden z nich dostane vietky karty
rovnakej farby ?

1.28. V novostavbe odovzdali 8iestim obyvatelom 8est
r réznych kludikov od &iestich oznaenych listovych schrénok.
Aké je pravdepodobnosf. toho, Ze a) Ziadny nedostal sprdvny
kIGéik t. j. klaéik od svoje) schranky b) jediny dostal spré.vny
klaéik c) asponn jeden dostal sprdvny kladik d) aspon dvaja
dostali sprévny klaéik ?

Zda se, Ze je na ¢ase, aby sme upustili od predpokladu,
¥e vietky prvky priestoru {2 si rovnako pravdepodobné.
Budeme predpokladat, Ze pravdepodobnosti jednotli-
vych jednoprvkovych mnozin {w} st dané. Napr. ak
hidZeme nepravidelnou kockou, nebudu vietky steny
padat s rovnakou pravdepodobnostou. Prisluéné pravde-
podobnosti sa v praxi ziskavaji (odhaduji) experimen-
talne a v naSich prikladoch s4 vopred dané. Nech napr.
Pl{wy}) = Pl{wg}) = 1/9, P({ws}) = Pl{wg) = 29,
P({wg}) = P({we}) = 1/6. (Prirodzene, sudet vietkych
P({w;}) musi byt 1.) Pravdepodobnost inych udalostf
uréime pomocou vzfahu z prikladu 1.10. Vietky {w:} sa
totiZz navzdjom vyluéuji. Preto je rozumné definovat
pravdepodobnost nejakej udalosti A ako sidet pravde-
podobnost{ tych {w;}, pre ktoré w; € 4. Napr., ak 4 zna-
mend padnutie steny s parnym poétom bodiek, tak

P(A) = P({wg} U{ogd U {od) =
= P({wy}) + P({wg)) + P({wg) =
24



1 1

- L4y
— 9 "9 "6 2

Pravdepodobnost toho, Ze padne stena s po¢tom bodiek
vadsim ako 3 je
P(B) = P({wg} U {ws} U {wg}) =
= P({wg) + P({ws}) + P({we}) =

2 1 1 5
=9 tTetse =9
Definicia 1.2. Nech 2 = {w,, ..., w,} je konelnd ne-
prdzdna mnofina, p,, P, ..., Pa SU nezdporné Eisla,

ktorych silet je 1. Pravdepodobnosfou udalosti A C 2
je ctslo
P(4) = 3 p
w,€d

i
Dalej definujeme P(8) = 0.
Viimnime si, Ze pojem pravdepodobnosti z definicie
1.1 je Specidlnym pripadom pravdepodobnosti z defini-
cie 1.2. Skutoéne, poloime v definfcii 1.2 p, = p, =

1
- o o o = pn - —1b-o Potom
m(A4)

PA) = 3 o = o mid) = 22

kde m(A) je podet prvkov mnozZiny A.
TiezZ si je hodno povsimnif, Ze aj pri tomto zo-
vieobecneni zostani v platnosti rovnosti (1), (2) t.j.

P’y =1—P(4), P(A\ B) = P(A) + P(B)—
— P(4 () B)
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a teda aj implikacia (3):
AQNB=8%8 => PA4\B)=PA)+ PB).

Priklad 1.13. Dva pristroje pracuju tak, Ze po cely
denl je zapnuty aspon jeden z nich. Pritom 1. pristroj
‘pracuje 70 %, dna, 2. pristroj 65 9, dna. Aka je pravde-
podobnost, Ze v uréity Sasovy okamih budi zapojené
oba pristroje? (Predpokladame, Ze sa zapinaji a vypi-
najai nezavisle jeden na druhom.)

Riedenie. Nech 4 je udalost — v danom okamihu je
zapnuty 1. pristroj, B — zapnuty je 2. pristroj. Podla
predpokladu 4 {J B = 2 je istd udalosf. Preto

1 = P(4 U B) = P(4) + P(B)— P(4 ) B) =
= 0,7 + 0,65 — P(A ( B)

odkial
P(A (\B) =0,7+ 0,66 —1 = 0,35.

Cvitenia

1.24. V pristroji su tri sidiastky. Pravdepodobnost toho, Ze
v uréitom okamihu pracuje urdité sdéiastka je pre kazdu
z nich 0,5, Ze pracujui siéasne uréité dve spomedzi nich je
(pre kaZzdu dvojicu) 0,1875, Ze pracuju veetky tri naraz je
0,0625. Akd je pravdepodobnost toho, Ze v danom okamihu
nebude pracovat ani jedna sGéiastka ?

1.256. V skupine tlmoénikov je 90 9, takych, &o ovlddaja
jazyky A, F, R. Pravdepodobnost, Ze tlmoénik ovldda A je
1/3, pre F tie% 1/3, pre R 2/3, pravdepodobnost, Ze ovldda
viotky tri uvedené jazyky je 1/30. Aké je pravdepodobnost
toho, Ze tlmodénik ovldda aspon dva jazyky ?
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