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5. kapitola

AXIOMY TEORIE
PRAVDEPODOBNOSTI

Uz dvakrit sme spomenuli, Ze pravdepodobnosf .je
vlastne zobrazenie, ktoré kazdej mnoZine K z nejakého
systému mnoZin & priraduje realne éislo P(E). V prvej
kapitole pozostaval & zo vietkych podmnoZin danej
koneénej mnoziny. V druhej kapitole pozostaval & zo
vietkych mnoZ%in v danej rovinnej .oblasti, - ktorych
,,obsah sa da vypoditat.

Teraz sa postavime na axiomatické stanowisko. Pre
teériu pravdepodobnosti nie je natolko ddleZita konstruk-
cia systému % resp. zobrazenia .P, ako ich vlastnosti.
Ulohou teérie pravdepodobnosti je -potom odvadzat
z jednoduchych, axiomaticky® ’vyinedzenych vlastnostf,
zloZitej8ie a tak vytvarat uémny apa.rat pre rieSenie.
praktickych iloh.

Ostatne, axiomatickd metéda je &itatelovi iste znama.
Uz tradi¢ne sa axiomaticky vymedzu]u pojmy * bod,
priamka, rovina. Najjednoduchsie je tieZ postavit sa na
axiomatické stanovisko pri vymedzeni pojmu é&fsla. Iny
dost znamy priklad pojmu, ktory sa definuje axiomatic-
ky (aj ked zatial moZno nie zo 8kolskej praxe) je pojem
grupy.

V naSom pripade mame teda zobrazenie P: ¥ — R
a chceme vymedzif niektoré vlastnosti, ktoré budi uréo-
vat pojem pravdepodobnost. Najprv sa budeme zaobe-
raf definiénym oborom & zobrazenia P. & pozostiva
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z podmnoZin danej mnoziny . Nemusf vak pozostavat
:zo vietkych jej podmnozZin.

Definicia 5.1. Systém & podmnotin neprdzdnej mnoZiny
Q2 sa nazyva o-algebrou, ak md tieto viastnosti:

1..% je neprdzdny.

2. Ak EeS, tak aj ' = Q — Ee¥.

3. Ak E;es (. =1,2,...),takaj E, YUE, U ... U
UE. U ...€e¥. Mnotiny patriace do & mnazijvame
udalostams, alebo meratelnymi mnoZinama.

Mnozinu E, YUE, ... U E, | ... oznatujeme ob-

vykle znakom G E,.. Je to mnoZina tych ze 2, ktoré

n=1

patria, aspon do jednej z mnoZin E,. Podobne znakom
n E, alebo E, NE, ... N Ex ) ... 0znatujeme

mnoilnu tych z € 2, ktoré patria do vﬁetkj'ch mnozin K,
Priklad 5.1. Nech E, = (2™, 27*+1), Nijdime mnoZi-
ny G E,, ﬁ E,.
Intzéeniz =Zlnt'szornime si gitudciu na obrazku. Zdd sa, Ze
plati rovnost G E. = (0,1). DokéZme ju.

Nech z € U E,, potom existuje také n, Ze x e E, =

= (277, 2"'*) c(0,1), teda xze(0,1). Naopak, nech
ze(0,1), t.j. 0 <z < 1. Potom existuje také n, Ze
2™ < z. Vezmime z tychto » najmensie a oznaéme ho
znakom n,. Potom

1
<z, ng

on,
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metoZe ng— 1 < n, a n, je najmensie spomedzi spo-
prenutych prirodzenych éisel. Vidime teda, zZe existuje
také prirodzené ¢&islo n,, Ze

X € (27, 27t (C (27, 27D
teda

ze | (27, 27
n=1
Dokazali sme teda skutodne, Ze
UE = U(2"‘ 274 = (0, 1) .

n=1

Co sa tyka prieniku n E., je to prazdna mnoZina 8.

Keby totiz existoval prvok z € n E,,potombyzeE, =

= (1/2, 1) ¢. j.2=21/2 a sul’:a,sne xeE, = (1/8, 1/4)
t.j. x < 1/4, ale to nie je moZné.

Priklad 5.2, Nech 2 = (0, 1) a nech &, = {9, (0,1/2),
(1/2,1), (0,1)}, &5 = {8, (0, 1/2), (1/2,1), (0,1)}. Zistite,

8 &,, S, su g-algebry.

Riedente. UvaZujme najprv o &;. &, je neprazdny,
&, je uzavrety vzhladom na komplementy. Koneéne,
&, je uzavrety vzhladom na spoéitatelné zjednotenia.
Vidime teda, Ze &, je o-algebra. Na druhej strane &,
nie je o-algebra, pretozZe (0,1/2) €#,, ale (0,1) —(0,1/2) =
= (1/2,1) ¢ ;.

Cvidenia
8.1. Dokédzite tzv. de Morganove pravidld

@ @ @ @®
(UE) =NE,, (NE)=UE,.
n=1 n=1 n=1 n=1
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=2}
5.2. Nech E, = .1-- 1/n, 1 + l/n). Vypogitajte |J Ey,
®© n=1
N E,.
n=1
b.8. Zistite, ¢i systém ¥ vSetkych intervalov na ¢&iselnej
osi Je g-algebrou.

8.4. UvaZujme o systéme & pozostivajicom z §, (0,1)
vdetkych intervalov tvaru (0, 1/n) a vietkych intervalov tvaru
(1/n, 1). Zistite, & je & o-algebrou.

6.6. Dokdite, Ze kaida o-algebra & je uzavretd vzhladom
na spotitatelné prieniky tj. ak E,ey(n=1,2,...), tak aj
[~ 2]
NEev.
n=1

65.6. Dokdzte, Ze kaZzd4d o-algebra & je uzavretd vzhladom
na koneéné zjednotenia a prieniky.

b.7. Ak & je o-algebra, tak 9§, Qe ¥.
5.8, Ak & je o-algebra a E, Fey, tak aj E — F = {x€4;
zeE, 2¢Fles.

5.9. Neprdzdny systém & podmnoZin danej mnoZiny 2 je
c-algebrou priave vtedy, ked je uzavrety vzhladom na kom-
plementy a vzhladom na spoéitatelné prieniky.

5.10. Dokédite, Ze systém % podmnoZin mnoZiny £ je
o-algebrou préve vtedy, ked mé tieto vlastnosti: 1. Qe <.
2. B, Fey=>E—F ={ze2; zeck, z¢Fley. 3. E,€¥

(-]
(n=l,2,...)=>U.En€.9’.

n=1

Teraz pristipime k axiomatickej definicii pravde-
podobnosti.

Definicia 5.2. Nech & je o-algebra podmnoZin mne-
prdzdnej mnofiny 2, P: & — R je zobrazenie, kioré
kafdej mnofine E €& priraduje redlne éislo P(E).
Zobrazenite P nazyvame pravdepodobnosfou, ak md tieto
viastnosts :
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1.PW) =0,P(2) =1.

2. P(E) = 0 pre vietky E€ &.

3.AkE,e S (n=1,2,...)aE, N E, =0 (n #m),
tak

PE,UEU...UEU...) =élP(E,.).

Viastnost uvedend pod Cislom 3 sa nazyva o-aditivnost
zobrazenia P.

Priklad 5.3. Ilustrujme si o-aditivnost na tomto pri-
klade: E, = (2™, 2™\, n =1, 2, ..., P((a, b)) =
=b—a.

Riedente. Podobne ako v priklade 5.1 zistime, Ze
U E. = (0,1), teda

=l

P(OE)=1.

n=1

Na druhej strane P(E,) = 21 — 2™ = 2™, teda

® © 1 1 1 1
2P(E,,)=n§12 =5+ +gtotogmt

Nem]

je geometricky rad s kvocientom 1/2. Preto

Vidime teda, Ze
P(n 91 E,) =Y P(E,).

n=1
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Priklad 5.4. Ilustrujme teraz o-aditivnost na inom
priklade: HadZeme kockou dovtedy, kym nepadne
gestka. Nech E, je udalost spodivajica v tom, Ze Sesfka
nepadne nikdy, E, je udalosf spodivajica v tom, Ze
Sestka padne prvykrat pri n-tom hode.

Riedenie. V tomto pripade je rozumné poloZit 2 =
= {Lg, Ly5 ++.y %, ...}. Potom E, = {x,} (n = 0,1, 2,

...). Udalosti E,, su zrejme navzajom disjunktné (E,

N E, = 0 pre n # m), UE,.—.Q teda
n=0

8

P(U B.) = 1.

Na druhej strane pre n = 1 je

5 5 5 1 6y 1
P(E,,)-——— e =[ ]

6 6 6] "6
teda
@ n-1 ]
SPE) =3 (5] 5=
n=1
1 1 5 1 (5Y)
=ete e T ‘e"(?] + ?'[F] o
je geometricky rad s kvocientem 5/6. Preto
1
© 6
> P(E,) = = 1.
n=1 l__5_
6

Zo o-aditivnosti dostavame
1 = P(n goEﬂ) =n§)P(En) = P(E,) +’EIP(E,) =
= P(EO) + 1 ’
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teda
P(E,) =0.

Pravdepodobnost toho, Ze Sestka nepadne nikdy je O.

Cvitenia
b.11. DokaéZte, Ze pravdepodobnost je koneéne aditivna, tj.
n n
P(.u1 E;) =.21P(E;), ak E,(YE; = O (i #)).
i= i=
6.12, Dokézte, Zze pravdepodobnost je subtraktivna, t. j.
P(E — F) = P(E) — P(F), v pripade, 2e F C E.

6.18. Dokéite, %e pravdepodobnost je monoténna, t. j.
z inklizie F C E vyplyva, Ze P(F) < P(E).

b.14. Ak P: ¥ — R je nezdporné a o-aditivna, tak P(8) = 0.
Dokézte.

5.15. Dokézte, ze P(E') = 1 — P(E).

6.16. Dokédzte, ze pre vSetky E, Fe¥ je P(E) + P(F) =
=PE\F) + PENPF).

8.17. Dokédite, ze pre vsetky E,, ..., E,€% plati
n n
P(UE;) = X P(E;)) — Z P(ENEy) + = P(ENENEY —. ..
t=1 i=1 i<f i<j<k
.+ (=) PE, (NE () --. () Ew) -
Nakoniec si dokazeme dve zloZitejsie tvrdenia.
Priklad 5.5. Nech B, e &, E, C E.,;, (n=1,2, ...),
E=\E.
n=1
Potom
P(E) = lim P(E,) .

n—»aw

Riedente. Polozme F, = E,, F, = E, — E,_, (n =
= 2, ...). Najprv dokazeme, z2e Y F, = E, = E.
n=1 n=1
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Na jednej strane totiz F, C E, C E, teda G F, C LK.

n=1

Nech na druhej strane x € E. Potom si dve mozZnosti:
1) z patri do vietkych E;, teda aj do E, = F,, CiZe
xe\) F,.
n=1

2) x nepatri do v8etkych E;. Oznadme znakom =
najmensie prirodzené d&fslo, pre ktoré z e E,. Potom
n > 1 (inak by z patrilo do v3etkych E;) a x ¢ E,_,.

Preto z€ E, — E,_, = F,, teda z € G F,.

=]
Zo g-aditivnosti pravdepodobnosti P dostdvame

P(E) = P(U F.) =3 P(Fy) .

n=1

Podla definicie je sidet nekoneéného radu limitou po-
stupnosti ¢iastoénych siétov s,,

8n=P(F1)+P(F2)+°--+P(Fn)°

Podla cvidenia 5.12 (E;_, C E;) je vB8ak pre ¢ > 1
P(F,) = P(Ey —_ E‘—l) = P(E,) — P(E;_l). Preto

8, = P(E,) + (P(E,) — P(E,)) + (P(E,) —
— P(E,)) + ... + (P(E,) — P(Ea_,)) = P(E,) .
Odtial dostavame
PE) = 2 P(F,) = lim s, = lim P(X,) .

n—+m n—+a
Priklad 5.6. Nech E,€ &, E.D Enyp, (n = 1, 2, ...),
E = N E,
n=1
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Potom
P(E) = lim P(E,) .

n-+wo

Riedenie. Polotme F, — E.. Potom F.e¥, F,C
CFpyy(n =1,2,...), teda podla prikladu 5.5 a cvide-
hia 5.15 je

P(B) = 1— P(E) = 1 — P( E.)) =

—1—P(JE) =1—P(J Fa) =

n=1 n=1
= 1—lim P(F,) = 1 — lim P(E’) =
=1—Ilim (1 — P(E,)) =1—1 + lim P(E,) =
n—>m n—»>w
= lim P(E,) .
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