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5. k a p i t o l a 

AXIÓMY TEÓRIE 
PRAV D E POD 0 BIÍ OSTÍ 

Už dvakrát sme spomenuli, že pravděpodobnost je 
vlastně zobrazenie, ktoré každej množině E z néjakého 
systému množ ině priraďuje reálne číslo P(^), V prvej 
kapitole pozostával Sř zo všetkých podmnožin danej 
konečnej množiny. V druhéj kapitole pozostával Sř zo 
všetkých množin v danej rovinnej oblasti, ktorých 
„obsah sa dá vypočítat". 

Teraz sa postavíme na axiomatické stanovisko. Pre 
teóriu pravděpodobnosti nie je natolko dóležitá konštruk-
cia systému Sř resp. zobrazenia ako ich vlastnosti. 
Úlohou teórie pravděpodobnosti je potom odvádzat 
z jednoduchých, axiomaticky VyiĎiedzených vlastností, 
zložitejáie a tak vytyárať účinný aparát pre riešenie 
praktických úloh. 

Ostatně, axiomatická metoda je čitatelovi iste známa. 
Už tradičné sa axiomaticky vymedžujú pojmy4 bod, 
priamka, rovina. Najjeánóduchšie je tiež postavit sa na 
axiomatické stanovisko při vymedzení pojmu čísla. Iný 
dost známy příklad pojmu, ktorý sa definuje axiomatic-
ky (aj keď zatiaT možno nie zo školskej praxe) je pojem 
grupy. 

V našom případe máme teda zobrazenie P: Sř R 
a chceme vymedzit niektoré vlastnosti, ktoré budú určo-
vat pojem pravděpodobnost. Najprv sa budeme zaobe-
rat definičným oborom Sř zobrazenia P. Sř pozostáva 
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z podmnožin danej množiny Q. Nemusí však pozostávať 
• zo všetkých jej podmnožin. 

Definícia 5.1. Systém ¥ podmnožin neprázdnej množiny 
Q sa nazýva o-algebrou, ak má tieto vlastnosti: 

1.»9* je neprázdný. 
2. Ak E tak aj E' = Q — E eSr. 
3. Ak Et eSř (i = 1, 2, . . . ) , tak aj Ex U E2 U • •. U 

\J En U ... e y . Množiny patriace do Sř nazývame 
ndalostami, alebo meratelnými množinami. 

Množinu Ex \J E2 \J ... U En U . . . označujeme ob-
00 

vykle znakom \J En. Je to množina tých xeQ> ktoré 
71=1 

patria aspoň do jednej z množin En. Podobné znakom 
OD 
0 En alebo Ex f | D • • • 0 E* O • • • označujeme 

n=1 
množinu tých x 6 Q, ktoré patria do všetkých množin En. 

Příklad 5.1. Nech En = (2"", 2"ft+1). Nájdime množi-

ny U En, 0 En* 
n=l n=l 
RieSenie* Znázorníme si situáciu na obrázku. Zdá sa, že 

00 
platí rovnosť \J En = (0,1). Dokážme ju. 

n = l «0 
Nech xe\J En, potom existuje také n, že xeEn = 

n = l 
= (2~n, 2~n+ ) C (0,1), teda xe(0, 1). Naopak, nech 
#6(0 , 1), t. j. 0 < x 1. Potom existuje také n, že 
2"" < x. Vezmime z týchto n najmenšie a označme ho 
znakom n 0 . Potom 

1 1 . 
2". < X 9 2n>~1 X 
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metože n0 — 1 < n0 a n0 je najmenšie spomedzi spo-
prenutých prirodzených čísel. Vidíme teda, že existuje 
také prirodzené číslo n09 že 

x e (2^, 2^+ 1) C (2^, 2~n»+1) 
teda 

x e U 2"»+1) . 
71 = 1 

Dokázali sme teda skutočne, že 

Ü En = U (2"", 2~n+1) = (0, 1) . 
71 = 1 71 = 1 

0O 
Co sa týka prieniku f ) Ent je to prázdna množina 8. 

n=i 
00 

Keby totiž existoval prvok a; e f) , potom by x e Ex = 
= (1/2, 1) t. j. x ^ 1/2 a súčašne xgE3 = <1/8, 1/4) 
t. j. a: ^ 1/4, ale to nie je možné. 

Příklad 5.2. Nech Q = (0, 1) a nech Sřx = {G, (0,1/2), 
(1/2,1), (0,1)}, = {8, (0, 1/2), (1/2,1), (0,1)}. Zistite, 
či , sú (T-algebry. 

Riešenie. Uvažujme najprv o ^ je neprázdný, 
¡řx je uzavretý vzhladom na komplementy. Konečne, 
Sřx je uzavretý vzhladom na spočítatelné zjednotenia. 
Vidíme teda, že Sfx je <r-algebra. Na druhej straně Sř% 
nie je a-algebra, pretože (0,1 /2) , ale (0,1) — (0,1 /2) = 
= (1 /2 ,1)*^ 2 . 

CviSenia 
5.1. Dokážte tzv. de Morganove pravidlá 

(U z * ) ' = C\K< ( 0 E n y = 0 K -
71=1 71 = 1 n-1 n-1 
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5.2. Nech En = A — ]//i, 1 + JIn). Vypočítajte \J En, 
Cc H = 1 

71 = 1 
5.8» Zistite, Či systém y všetkých intervalov na číselnej 

osi je (7-algebrou. 
5.4. Uvažujme o systéme y pozostávajúcom z (0,1) 

všetkých intervalov tvaru (0, 1/n) a všetkých intervalov tvaru 
(1 />*, 1). Zistite, či je y a-algebrou. 

5.5. Dokážte, že každá rr-algebra y je uzavretá vzhladom 
na spočítateíné prieniky t j . ak Eney(n = 1, 2, . , .), tak a j 

n=l 
5.6. Dokážte, že každá rr-algebra y jo uzavretá vzhTadom 

na konečné zjednotenia a prieniky. 
5.7. Ak y je <7-a]gebra, tak 6, Qey. 
5.8. Ak y je (T-algebra a E, Fey, tak a j E — F = {xeG; 

xeE, x$F) t y . 
5.9. Neprázdný systém y podmnožin danej množiny Q je 

<7-algebrou právě v tedy, ked je uzavře tý vzhladom na kom-
plementy a vzhladom na spočítatelné prieniky. 

5.10. Dokážte, že systém y podmnožin množiny Q je 
cr-algebrou právě vtedy, ked má tieto vlastnosti: 1. Q e y . 
2. E, Fey =» E — F = {xeQ; xeE, x$F}ey. 3. Eney 
(n = 1,2, ...)=> (J En e y. 

71=» 1 
Teraz pristúpime k axiomatickej definícii pravdě-

podobnosti. 

Deflnícia 5.2. Nech Sf je o-álgebra podmnožin ne-
prázdnej množiny Q, P: £ř —> R je zobrazenie, ktoré 
každej množině E priraďuje reálne Sislo P(E). 
Zobrazenie P nazývame pravdepodobnosťou, ak má tieto 
vlastnosti: 
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1. P(tt) = O, P{Q) = 1 . 
2. P(E) ^ O pre všetky EzSř. 
3. Ak En e Sř (n = 1, 2, . . . ) a En f ) Em = O (n ^ m), 

tak 

P(EX U ^ U ' " U U • • •) = 2 W , ) . 
71 = 1 

Vlastnost uvedená pod císlom 3 sa nazýva a-aditívnost 
zobrazenia P. 

Příklad 6.3. Ilustrujme si <r-aditívnosí na tomto pří-
klade: En = (2'm, 2~n+1), n = 1, 2, . . P ( ( o , 6}) = 
= b — a. 

Riešenie. Podobné ako v příklade 5.1 zistíme, že 

u En = (0, 1), teda 

p ( ú ^ ) = i . 
n=l 

Na druhej straně P(£n) = 2~n+1 — 2"* = 2"», teda 

® ® 1 1 1 1 
V PfiJJ = V2"n = 1 1 h • • • H u . . . 

n - i n=i 2 4 8 ^ 2" ^ 
je geometrický rad s kvocientom 1/2. Preto 

1 

2 P ( ^ « ) = — = i . 
n=l | 

2 

Vidíme teda, že 

P( Ů = 2 P(En) • 
n=i n=l 



Příklad 5.4. Ilustrujme teraz <r-aditívnosť 11a inom 
příklade: Hádžeme kočkou dovtedy, kým nepadne 
šestka. Nech E0 je udalosť spočívajúca v tom, že šesťka 
nepadne nikdy, En je udalosť spočívajúca v tom, že 
šesťka padne prvýkrát při w-tom hode. 

Riešenie. V tomto případe je rozumné položit Q — 
— ixoy xi> • • '9 xn, • • •}• Potom En = {#„} (n = 0, 1, 2, 
...). Události En> sú zrejmenavzájom disjunktně (En fl 

00 

n Em = 8 pre n # m), U En = Í2, teda 
n=o 

P( (j^n) = 1 • 
n=0 

Na druhéj straně pre n ^ 1 je 

p(F\ - 5 5 5 1 - í 5 ! " " 1 1 

teda 
oo oo / K \n—1 1 

6 6 6 6 ^ 6 J 6 U J 
je geometrický rad s kvocientem 5/6. Preto 

1 
® ~ 6 ~ 

Z i W = F- = 
n=i , 

6 
Zo cr-aditívnosti dostáváme 

1 = P{ U = 5 P{E.) = + 2 P(Ea) = 
?}— O n=o n=1 

= W + i , 
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teda 
P(Eq) = O . 

Pravděpodobnost toho, že šestka nepadne nikdy je 0. 

Cvičenia 
5.11. Dokéžte, že pravděpodobnost je koneČne aditívna, t j . 

P(<J Ei) = S P(Ei), ak E^E, = 6(ť * i). 
i=l i=l 

5.12* Dokážte, že pravděpodobnost je subtraktívna, t. j. 
P(E — P) = P(E) — P(P), v případe, že F C E. 

5.18» Dokéžte, že pravděpodobnost je monotónna, t. j. 
z inklúzie F C E vyplývá, že P(F) ^ P(£?). 

5.14» Ak P: Sř R je nezáporné a <x-aditívna, tak P(0) = 0. 
Dokážte. 

5.15. Dokéžte, že P(E') = 1 — P(E). 
5.16. Dokážte, že pře všetky E, P e ^ je P(tf) + P(P) = 

= P(e \j F) + pes n ^ 
5.17. Dokéžte, že pře všetky Ex, . . EneSř platí 

P((jeí) = s p(E{) — s p ( ^ n ^ ) + s p ^ n ^ n w —• • * 
i=l í=l i<j i<j<H 

. . . + ( _ D ^ i p t j , n * , n 

Nakoniec si dokážeme dve zložitejšie tvrdenia. 

Příklad 5.5. Nech En e Sf, En C En+l (n = 1 ,2 , . . . ) , 

^ = U 
» = 1 

Potom 
P(S) = lim P(En) . 

Riešenie. Položme = JE7X, Fn = En — En.x {n = 
00 00 

= 2, . . . ) . Najprv dokážeme, že U ^n = U En = E. 
71 = 1 71 ~ 1 
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Na jednej straně totiž Fu C En C E, teda \J Fn C E. 
71 = 1 

Nech na druhej straně x e E . Potom sú dve možnosti: 
1) x patří do všetkých Ei9 teda aj do Ex = Fl9 čiže 

xe\JFn. 
71 — 1 

2) x nepatří do všetkých Ei. Označme znakom n 
najmenšie prirodzené číslo, pre ktoré x e En. Potom 
n > 1 (inak by a; patřilo do všetkých Ei) a x £ 2?n-i« 

00 
Preto x e E n — = teda » e U ^ 

n—1 

Zo (T-aditívností pravděpodobnosti P dostáváme 

P(E) =P(UFn) = ^P(Fn). 
n=l n = l 

Podia deflnície je súéet nekonečného radu limitou po-
stupnosti čiastočných súčtov sn, 

8n = P(FJ + P(F t) + . . . + P(F„). 
Pod Ta cvičenia 5.12 ( E t ^ C E i ) je však pře i > 1 
P(Fi) = P(Ei — E i = P(E{) — PíEi^). Preto 

= P ( ^ ) + {P(E2) - P(E,)) + (P(Ea) -
- P(EJ) + ... + (P(En) - P(tf„_,)) = P(En). 

Odtial dostáváme 

P(E) = 2 P(Fn) = lim «„ = lim P(En). 
n=l n-^oo n-*-a> 

Přiklad 5.6. Nech En e Sf, En+1, (n = 1, 2, . . . ) , 

E = ň En. 
n-1 
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Potom 
P(E) = lim P{En). 

n-»QD 
Riešenie. Položme Fn = E'n. Potom Fn eSř, Fn C 

C Fn+\ (w = 1> 2, . . . ) , teda podia příkladu 5.5 a cviče-
íiia 5.15 je 

= 1 -P(E') = l-P((C\En)') = 
n=1 

= l - P ( Ů ^ ) = 1 — P ( U Fn) = 
n=l n=l 

= 1 — lim P(Fn) = 1 — lim P(E'n) = 
w-̂ oo n-*oo 

= 1 — lim (1 — P(Ž?„)) = 1 — 1 + lim P(En) = 
n-»-ao n-»oo 

= lim P(En) . 
oo 
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