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Dodatok 1.

KOMBINATORIKA
UvazZujme o mnozine 4 = {a,, a,, ..., a,} .
Permutaciou z » prvkov a,, a,, ..., a, nazyvame taky
prvok mnoZiny 4 X 4 x ... X A (t.j. usporiadant
n &initelov
n-ticu), ktory obsahuje kazdy z prvkov a,, a,, ..., a,
prave raz.

Priklad D 1.1. VSetky permutacie z prvkov 1, 2, 3 st

2 -3 1,23
sY<3_2 132
T, _1—3 21,3
<3_1 231
Ng o 1—2 31,2
~ 2 —1 3,2, 1

? ’

Zrejme prvy prvok moézeme vybrat tromi rdéznymi
sposobmi, druhy prvok uZ len dvomi réznymi spésobmi,
treti prvok uz len jednym spésobom. Spolu mdme

3.2.1 = 3! moZnosti.

Teda vSetkych permutacii z troch prvkov je 3! = 6.
Vieobedne plati: Podet vSetkych permutacii z n prv-
kov je P, = n!
Variaciou r-tej triedy z » prvkov a,, a,, ..., a, (r < n)
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nazyvame taky prvok mnoziny 4 X 4 x ... x A(t. .

r dinitelov
usporiadanu r-ticu), ktory obsahuje kaidy z prvkov
a,, @y, ..., G, Najviac raz.

Priklad D 1.2, Varidcie druhej triedy zo S§tyroch prvkov
@y, Ay, Ay, A4 SU:

d |
(@,04) [ (@A4) [(d,,09)

dy I(a,p:,) ﬁ’(aznﬂ Fq‘,a:,)
a

'(0,.02) (d;,ﬂz) (q‘ﬂz)

a4

a, _\" ay (a'l’ a’z)s (a'ls aa): (a’la a’4)
ay < Q3 (ag, @1), (@9, A3), (a3, ay)
Ay < Qg (aa’ a’l), (aa: (1,2), (aa’ 0/4)

a, < 2 (a4, @), (a4, a@3), (ay, a,)
ag

Celkom mame 4.3 = 12 variacii.
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Priklad D 1.3. Najdime pocdet vietkych variacii tretej
triedy zo siestich prvkov a, b, ¢, d, e, f.

Zrejme prvy prvok modZeme vybraf Siestimi r6znymi
sp6sobmi, druhy prvok uZ len piatimi réznymi spésobmi
a treti prvok styrmi rdéznymi spésobmi. Spolu mime
6.5.4 moznosti. Teda polet vSetkych varidcii tretej
triedy zo Siestich prvkov je

6!
6.5.4 - T.

Vseobecne plati: Podet V(n, r) vietkych varidcii r-tej
triedy z n prvkov je V(n,7) =n(n—1)... (n—r +
+ 1) = n!l/(n —r)!

Kombinaciou r-tej triedy z n prvkov a, a,, ..., @,
(r < n) nazyvame IubovoIni r-prvkovi podmnoZinu
mnoziny 4 = {a,, a,, ..., a}.

Priklad D 1.4. Kombindcie tretej triedy zo styroch
prvkov a, b, ¢, d si:
{a,b,¢}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}.

Priklad D 1.5. Porovnajme podet C(4, 3) vdetkych
kombinacii tretej triedy zo Styroch prvkov a, b, ¢, d
s pottom V(4, 3) vietkych varidcii tretej triedy zo &ty-
roch prvkov a, b, ¢, d.

Kombinacie Variacie

{a, b, ¢} (a, b, ¢), (a, ¢, ), (b, a, c)
(b, ¢, a), (c, a, b), (c, b, a)

{a, b, d} (@, b, d), (a, d, b), (b, a, d)
(b, d, a), (d, a, b), (d, b, a)

{a, ¢, d} (a, ¢, d), (a, d, ¢), (c, a, d)

(c, d, a), (d, a, ¢), (d, ¢, a)
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{b, ¢, d} (b, ¢, d), (b, d, ¢), (¢, b, d)
(¢, d, b), (d, b, ¢), (d, ¢, b)

Teda V (4, 3) = C(4, 3).3! a z toho C(4, 3) = V(4, 3)/3!
V&eobecne plati:

V(in,r) = C(n, r).r!
a z toho

V(n,r) !
C(n,r) = 2D = r!(nn—r)! =[:]

r

kde C(n, r) je polet vsetkych kombinacii r-tej triedy
z n prvkov. Symbol [;'_"] sa nazyva kombinaéné é&islo.
Variaoia r-tej triedy s opakovanim z n prvkov a,, a,,

..., @p (7, n 84 ITubovoIné prirodzené ¢isla) je kazdy prvok
mnoiiny{.l XA X ... X 4,kdeA = {a,, ..., a}.

r Sinitelov

Priklad D 1.6. Utvorme vsetky variacie tretej triedy
s opakovanim z dvoch prvkov a, b. Vieme, Ze su to
vietky prvky mnoZziny 4 x 4 X A, kde 4 = {a, b}.
KedZze pre kartézsky siéin plati asociativny zdkon, je
AXxAxA=(4Ax A) x A. Prvky 4 x A st

a— @ (a, a)
~ b (a, b)
b ~— @ (b! a’)
~ b (b, b)

A4 x A ma teda 2.2 = 22 prvkov.
Prvky (A x A) x A st

— a (a, a, a’)

(@, @) b (a, a, b)
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- a (@, b, a)
@0 Ty (4 b b
(b, a, a)

6.a) 5 3 ab)
(b, b) —~ a (b’ b! a')

< b (b, b, b)

(4 x 4) X A ma teda 22.2 = 23 prvkov. Preto podet
vSetkych varidcii tretej triedy s opakovanim z dvoch
prvkov je 23.

V3eobecne plati: Podet vietkych variacii r-tej triedy
z n prvkov s opakovanim je n".

Priklad D 1.7. Ak chceme v Sazke obsiahnuf vsetky

moznosti, musime utvorif vsetky varidcie dvanastej
triedy z troch prvkov 0, 1, 2. Teda ako tipy musime vsa-
dit vSetky prvky mnoZiny 4 X 4 x ... X 4, kde

12 ginitelov
4 = {0, 1, 2} a tych je 312 = 531 441.

Casto nas zaujima podet tzv. permutécii s opakova-
nfm z prvkov, z ktorych niektoré si rovnaké.

Pfiklad D 1.8. Majme 3 prvky, z ktorych 2 sd rovnaké:
a, a, b. Ak by sme rovnaké prvky oéislovali a utvorili
vietky permutacie z prvkov a,, a,, b, dostali by sme

(a’l’ @y, b)’ (az: a,, b)

(22, b, @1), (ay, b, a,)

(ba ay, a'z)’ (bs Qs al)
teda celkom 3! permutacii. PretoZe viak a,, a, sG rovna-
ké, je vidy 2! usporiadani (tie, ktoré vznikni len permu-
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tovanim prvkov a,, a,) roviakych. Réznych je teda len
3!/ 2! permutacii. Su to (e, @, b), (a, b, a), (b, a, a).
Permutaciou s opakovanim z n prvkov, z ktorych »,
je rovnych a,, n, rovnych a,, ..., n; prvkov rovnych
a (n, + ny + ... + n = n) rozumieme taky prvok
mnoZiny 4 X 4 X ... X A, v ktorom je n, siradnic

n &initelov
rovnych a,, n, rovnych a,, ..., n; rovnych a,.
Pocet vSetkych takych permuticii s opakovanim je
n!
nd gl ... m!
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