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Dodatok II.

NEKONECNE RADY

V tedrii nekoneénych radov je zakladnym pojmom po-
jem (nekoneénej) postupnosti. (Nekoneéna) postupnost
je funkcia definovand na mnozine vsetkych prirodzenych
¢isel. Hodnotu postupnosti f v é&isle n oznadujeme zna-
kom /, (teda f, = f(n)), celd postupnost znakmi

{fa}n=1

{fvfzrfs: ""fm .- }'

Priklad D 2.1. Napiste niekolko ¢lenov nasledujicich
postupnosti
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. 1 n -+ 1 " 1
Ozna¢mea, == o b, = — ¢, = (—1)", d, = o Po-

1 101 1
tom napr. a,, = 1o’ D100 = 100’ dy = 55 Co2 = 1,

cs = —1 a pod.
Vidime, Ze niektoré postupnosti maji tendenciu usta-
lif sa, bliZif sa (v matematike pouZivame termin konver-

govat) k uréitej hodnote, iné nie. V prvom pripade hovo-
rime, Ze postupnost ma limitu, ¢o oznatujeme znakom

lim a, = a. Zda sa napr., Ze by malo platif lim 1_ 0,
n—+00 n-+®

lim -~ 1 1, lim 1 _ 0. Prirodzene najprv mu-

fi-»mo n n—-w 2»

sime presne formulovat, ¢o znamena, Ze postupnosf

{ap}n=, ma za limitu &islo a (lim a, = a), alebo, &o je to
n-rw0

isté, Ze postupnost {a,}n-, konverguje k &islu a.

Definicia D 2.1. Postupnost {a,}n-; maé za limitu
¢islo a, ak k IubovoInému &islu ¢ > 0 existuje také reilne
¢islo n,, Ze pre vietky prirodzené éfsla n > n4 je

la, —a| < ¢
alebo, &o je isté,
a—e < a, <a+ €.

Priklad D 2.2. Dokazme, Ze lim 1/n = 0.

A—>o®

Nech ¢ > 0. Polozme n, = 1/e. Nech n > n,. Potom
1/n < 1/ng = e, teda

1 1
|, —a]| = — —0=— <e&.
n n
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Priklad D 2.3. DokéZme, Ze lim "": 1 .

<
n—>o
Opit by sme mohli rovno udat »n,, od ktorého poénic
je |a, — a| < e&. UkéaZeme si vsak, ako sa také n najde.
Treba odhadnit rozdiel

n

Rozdiel 1/n bude mensi ako ¢ prave vtedy, ked » > 1/e.
Preto opif poloZfme n, = 1/e. Ak je n > n,, tak

1 1
@ —a| =— <— =c¢.
n o m
Priklad D 2.4. Doké#me, %o lim _21_ —o.
-0
M4 byt
11 (1),
on  C| T 9m ("2‘ ‘

To bude vtedy, ked
n log % <log ¢,

teda ked [pozor! log % < 0]

log ¢
1
log —2-

PoloZme teda n, =log &/log (1/2). Ak n > n,, tak po-
stupne

n >
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. nlog?<logs,
1”
log [—2—] <loge,
l]”
(? < &,
I ln<
-(3) <e-

Tak isto ako v priklade D 2.4 sa dokaze, ze lim ¢* = 0,
aklen |q| < 1,t.j. —1 <¢ < 1. noo

teda

1
'27.‘"

Zakladnou tlohou tedrie nekoneénych radov je, zhru-
ba povedané, spoéditat nekoneéne vela &¢fsel

al+(lz+(la+...+aﬂ+--- =§an,

n=1
kde {a,}n-, je nejaka postupnost. Napr. treba spodfitat
vietky éisla
A |

1,1 1 1 B
.§.+¥+_§-+...+7+...ﬁn=lg.

Prirodzene, aj v tomto pripade treba najprv presne po-
vedat, ¢o taky siidet znamend, ako je definovany.

Definicia D 2.2. Nekoned&ny rad
@+ a+ ..ttt ... =3a,

n=1
konverguje, ak existuje

NnN—-o

S8 =0, ‘a4 ... +a,(n=1,2,...).

kde
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PO
Saétom nckoneCného radu ¥ a, nazyvame potom tito
n=1

limitu. Symbolom 2 a,oznadujeme aj nekoneény rad, aj
jeho sulet. n=1

Priklad D 2.5. Zistite, ¢i konverguje nekoncény rad

a0

> 21” a vypoéitajte jeho sucet.

n=1

V tomto pripade je

1
81=—§-,
11 1
=gt =l
1 1 1 1
=gt taw =l
1 1 1 1
=gttt =l
Preto
lim s, = lim [1——1"—] =1—0=1.
n—>wn n—>o 2

Vidime teda, Ze nekoneény rad 2 - k0nve1 guje a jeho

suget je 1. Tato skutoénost sa da znazorniﬁ aj na éiselnej
osi.

Sy 2 5 %
X v — v J"'—v—j\-v-' )
. 0.l adula =—’—1
1 ? 2 21 % 21 4 2.
Obr. 10
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Podobne ako v priklade D 2.5, da sa rozhodnif o kon-
vergencii kazdého geometrického radu.

Rad a;, + a; + ... 4+ a, + ... sa nazyva geometric-
ky, ak existuje také &islo g (tzv. kvocient), Ze pre vietky
n je

An = qAp-y »
teda
a, = qa,, 3 = qa, = q%a,, @, = ¢°ay, ...,

a, = ¢"a,.

Priklad D 2.6. Kazdy geometricky rad, ktorého kvo-
cient ¢ €(—1, 1) je konvergentny, pri¢om

a,+ayg+agd+ag+.. .+ .=

a,
1—gq°

Méme dokazaf, %e lim s, = «,;/(1 — g). Vynasobme
najprv rovnost n-—o

8y =@y + a9 + ayq® -+ ... + ag*™?
kvocientom ¢q. Mame
S =q + o + ...+ "+ g
Po odéitani dostaneme

8y — 8] = ay — aﬂl" ’

teda
_ a,(1 — ¢") )
n l—q
Pretoze lim ¢* = 0 pre g € (—1, 1), dostavame, Ze
n—>o
lims, — 2 —=9 _ 4 |
n—>w 1 — q 1 — q
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Priklad D 2.7. Zistite, & konverguje nekoneény rad
0,7 4- 0,7.0,4 -+ 0,7.0,42 + 0,7.0,4% + ... 4
+ 0,7.0,4"72 4 ...

Pretoze ide o geometricky rad s kvocientom 0,4, rad
konverguje a pre jeho sidet plati

$0,7.0,4"1 = 0,7 + 0,7.0,4 4 0,7.0,42 + ... =
n=1
0,7 -
=—' 116
1—0,4 10
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