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Dodatok II. 

NEKONEČNÉ RADY 

V teorii nekonečných radov je základným pojmom po-
jem (nekonečnej) postupnosti. (Nekonečná) postupnost 
je funkcia definovaná na množině všetkých prirodzených 
čísel. Hodnotu postupnosti / v čísle n označujeme zna-
kom fn (teda /„ = celú postupnost znakmi 

{/«}»=i 
alebo 

{/l> /2» fs> • • • » fni • • • }• 

Příklad D 2.1. Napište niekoTko členov nasledujúcich 
postupností 

Inak zapísané 

m - = h i jl i . i \ 
\ n Jn-i l ' 2' 3' 4' T 

( n + i r - lo 3- i A n + 1 \ 
l » J»-1~ ť ' 2 ' 3 ' 4 ' n ' •• /' 

{(—írKř-i = { — i , i , — i , i , . . . , ( — i ) - , •••}, 

/ 1 r _ /1 1 1 1 1
 \ 
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Označme an = —, bn = — , cn = (—l)n, dn = Po-
n n 2n 

1 K 1 0 1 A 1 

tom napr. a10 = — , bl0Q = = — , c22 = 1, 
c67 = —1 a pod. 

Vidíme, že niektoré postupnosti majů tendenciu ustá-
lit sa, blížit sa (v matematike používáme termín konver-
govat) k určitej hodnotě, iné nie. V prvom případe hovo-
říme, že postupnost má limitu, čo označujeme znakom 

lim an = a. Zdá sa napr., že by malo platit lim — = 0, 
n-+ oo n->oo W 

7 1 + 1 1 
l i m = \ t ijm — = 0. Prirodzene najprv mu-
n-*>oo n n-ťco " 
síme presne formulovat, čo znamená, že postupnost 

niá za limitu číslo a (lim an — a), alebo, čo je to 
n-+<x> 

isté, že postupnost {an}®=1 konverguje k číslu a. 
Deflnícia D 2.1. Postupnost {a»}®=i niá za limitu 

číslo a, ak k lubovolnému číslu e > 0 existuje také reálne 
číslo 7io> že pře všetky prirodzené čísla n > n0 je 

|an — a\ < e 
alebo, čo je isté, 

a — e < an < a -f- e . 

Příklad D 2.2. Dokážme, že lim 1 \n = 0. 
n-*-co 

Nech e > 0. Položme = lje. Nech n > n0. Potom 
l/n < ljn0 = e, teda 

1 ^ 1 \an — a\ = 0 = — < e. n n 
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Příklad D 2.3. Dokažme, že lim n + 1 = 1 . 
Tl-fCD Wr 

Opat by sme mohli rovno udat n0, od ktorého počnťío 
je \an — a\ < e. Ukážeme si však, ako sa také n nájde. 
Třeba odhadnut rozdiel 

& » — a\ = 
n -f 1 — 1 

n 
1 
n 

Rozdiel 1 \n bude menší ako e právě vtedy, keď n > l/s. 
Preto opat položíme n0 = 1 je. Ak je n > w0, tak 

1 1 
an — a = — < — = e. n n0 

Příklad D 2.4. Dokážme, že lim — = 0. 
n-Koo ^ 

Má byť 

- F - 0 2n {2 ) < £ . 
To bude vtedy, keď 

n log — < log e , 

teda keď |pozor! log - i - < oj 

log e 
n > 

log \ 

Položme teda n0 = log ¿/log (1/2). Ak n > nQ, tak po-
stupné 

loge 
n 

l o g y 
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teda 

n l o g y < l o g £ > 
log ( y ) < log e, 

[tJ - t t <e, 

< £ . 

Tak isto ako v příklade D 2.4 sa dokáže, že lim <(l = 0, 
ak len \q\ < 1, t. j. —1 < q < 1. n->Qo 

Základnou úlohou teorie nekonečných radov je, zhru-
ba povedané, spočítat nekonečne vela čísel 

00 

01 + + + • • • + an + . . . = 2 a« > 

kde {an}£=i je nějaká postupnost. Napr. třeba spočítat 
váetky čísla 

1 1 1 1 _ ® 1 

Prirodzene, aj v tomto případe třeba najprv presne po-
vedať, čo taký súčet znamená, ako je definovaný. 

Deflnicia D 2.2. Nekonečný rad 
00 

«1 + «2 + • • • + an + . . . = 2 an 
n*=l 

konverguje, ak existuje 
lim an9 

oo 
kde 

8n = + «2 + • • • + att (» = 1, 2, . . . ). 
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00 

Súčtom nekonečného radu 2 an nazývame potom túto 
CO 71 = 1 

limitu. Symbolom 2 a» označujeme aj nekonečný rad, aj 
jeho súčet. 11=1 

Příklad 1) 2.5. Zistite, či konverguje nekonečný rad 
® 1 
2 a vypočítajte jeho súčet. 

V tomto případe je 
1 

51 = T* 
1 _ 1 1 

2 ' 2 2 2 a 2 3 ' 

1 1 1 1 

Preto 
lim sn = lim f 1 — = 1 — 0 = 1. 

n - ^ O O 71-+OD v ^ / 

<*> 1 
Vidíme teda, že nekonečný rad 2 -^konverguje a jeho 

71 — 1 

súčet je 1. Táto skutočnosť sa dá znázornit aj na číselnej 
osi. 

i i 1 1—i—i 
Q* T " w L w ' ^ 

V y a2mŽ ^ p ^ f * 
Obr. 10 
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Podobné ako v příklade D 2.5, dá sa rozhodnúť o kon-
vergencii každého geometrického radu. 

Rad ax + az + ... + an + . . . sa nazýva geometric-
ký, ak existuje také číslo q (tzv. kvocient), že pře váetky 
n je 

dn — q&n-i j 
teda 

a2 = qau a3 = qa2 = q2av a4 = q3av . . ., 
an = qn~lax. 

Příklad D 2.6. Každý geometrický rad, ktorého kvo-
cient qe{—1, 1) je konvergentný, pričom 

ax 
<*i + «íff + cixq2 + «i?3 + - - • + ai <t 1 + . v = -

a 
Máme dokázat, že lim*H = a 1 / ( l— <7). Vynásobme 

najprv rovnost 

«» = «1 + Cil <1 + al(l2 + • • • + Clfl11"1 

kvocientoin q. Máme 

snq = axq + axq2 + . . . + axqn~l + axqn . 

Po odčítaní dostaneme 

— snq = cix — axqn , 
teda 

(1,(1— q»)  
S»= 1 - q ' 

Pretože lim qn = 0 pre q e (—1, 1), dostáváme, že 
TI-»-® 

lim s„ — a ' ( 1 - 0 ) 

n-foo i — q i — q 
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Přiklad D 2.7. Zistite, či konverguje nekonečný rad 

0,7 + 0,7.0,4 + 0,7.0,42 + 0,7.0,43 + . . . + 
+ 0,7.0,4n-1 + . . . 

Pretože ide o geometrický rad s kvocientoni 0,4, rad 
konverguje a pre jeho súčet platí 

2 0,7.0,4*-! = 0,7 + 0,7.0,4 + 0,7.0,42 + . . . = 
» = 1 

= — M ' 
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