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I. kapitola

LATINSKE STVORCE
alebo '
MALA EXKURZIA DO POCNOHOSPOD ARSTVA

Predstavme si, Ze mame na poli 8tvorcového tvaru vy-
skiiSat 7 druhov pSenice a uréif, ktory druh d4 najvadsiu
irodu. Pri experimente moéieme postupovat takto:
rozdelime pole na 49 Stvordekov (Stvorcovych parciel)
rozlozenych do 7 riadkov a 7 stipcov, ako je znazornené
schémou (1):

(1)

Polozme si ilohu zasiat na kaZdy zo 49 Stvordekov
v (1) jeden zo 7 druhov psenice tak, aby v kazdom riadku
i stipci boli vietky Stvorieky obsiate réznymi druhmi
pSenice. To mozZno urobif lahko: ak oznaéime 7 druhov
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péenice znakmi a, b, ¢, d, ¢, f a g, jeden z moznych planov
osevu je znazorneny schémou (2):

(2) flo|lgla|ld]e]ec
alc|[flelg|d]bd
e |lg|ld c|b]| a
blale e | f

/
g
glflal|ld]|b|le] e
cld]le|b|fla]|gyg

dle|blclalg])f

Ked psenica vyrastie, zistime tdrody na kaZdej zo 49
parciel, spodftame trodu kaZdého zo 7 druhov pSenice
osobitne, pripadne pouZijeme aj hlbsie §tatistické meté-
dy, ktoré nim poméozu urobif vyhodnotenie experimentu.

Podobnym spdsobom méZeme usporiadat pokus, ak
méme sfce len jeden druh rastliny (napr. zemiakov), ale
méme vyhodnotit vplyv 7 réznych druhov hnojenia.

Schémy toho tvaru, ako napr. (2), sa nazyvajua latinské
Stvorce. Ich ndzov pochddza z toho, Ze prvky si oznadené
pismenami latinskej abecedy na rozdiel od tzv. grécko-
latinskijch $tvorcov (s ktorymi sa zozndmime v VI. kapi-
tole), ktoré obsahuju grécke i latinské pismend. Pozna-
menajme vSak hned, Ze pouZivanie latinskych (resp.
gréckych) pismen je nepodstatné — problém by.sa totiz
vébec nezmenil, keby sme do Stvoréekov mali vpisovat
&islice alebo iné symboly, alebo keby sme mali tvordeky



napr. zafarbit réznymi farbami zodpovedajicimi v neja-
kom zmysle pismendm. Namiesto pismen budeme naj-
tastejsie pouzivat prirodzené éfsla (v danom pripade
1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7). Takisto nie je potrebné kreslit
Stvorec a Stvoredky, na ktoré je Stvorec rozdeleny.
Obydajne budeme tuto ,kostru vynechivat a len
okraje §tvorca oznadime hranatymi zétvorkami. Ak teda
v latinskom Stvorci (2) namiesto a (resp. b, ¢, d, ¢, /, g)
piSeme viade 1 (resp. 2, 3, 4, 5, 6, 7), mdZeme ho zapfsat
aj v tvare (3): v

(3) 6 2 71 4 5 3
1 3 6 5 7 4 2
5 7 4 6 3 2 1
21 3 7 5 6 4
7 6 1 4 2 3 5
3 4 5 2 6 1 7
4 5 2 3 1 7 64

Vyhoda metédy latinského Stvorca je v tom, Ze pod-
statne obmedzuje vplyv rozdielnych podmienok (p6d-
nych i poveternostnych), ktoré mézu existovat v jed-
notlivych riadkoch alebo stlpcoch, a tak pri minimal-
nom poéte pokusov diva maximalne informécie.

Latinsky &tvorec (2), resp. (3) sa skladd zo 72 = 49
§tvordekov; hovorime, Ze je to latinsky Stvoreo radu 7.
Vieobecne mézZeme skiimat latinské Stvorce rddu =,
kde n je IubovoIné prirodzené &fslo. Napr.

.
»

(4) 1 2 3 4 67
2 3 4 5 1
3 4 561 2
4 56 1 2 3
5 1 2 34

je latinsky Stvorec ridu 5,



Teraz si pojem latinského Stvorca trochu spresnime.
Nech je dané prirodzené &slo n a mnoZina M, ktord ma
prive n prvkov (pre urditost si méZeme predstavit, Ze sa
skladd z prvych n prirodzenych é&isel, t.j. M = {1, 2,
3, ..., n}; to v8ak nie je podstatné).

Latinskym $tvorcom nad mnofinou M nazyvame
§tvorcovi schému A tvaru

(65) TA(1,1) A(1,2) AQ1,3) ... 4(Q,n)
A(2,1) A(2,2) A@2,3) ... A2, n)
A(3,1) A(3,2) A(3,3) ... A(3,n)
Am, 1) Am,2) A@m,3) ... Amn.m)

skladajicu sa z n? ¢&lenov (kakdy é&len A(s, ), kde
$,j=1,2,3, ..., n, je prvkom mnozZiny M), ktoré st
usporiadané do n riadkov a = stipcov, pridom plati:

1. V kazdom riadku si vetky &leny navzdjom rozne.
2.V ka?dom stlpci si vietky &leny navzdjom rézne.

Z uvedenych dvoch podmienok vyplyva (kedZe v mno-
%ine M mame len n réznych prvkov), ze v kazdom riadku
(a podobne v kazdom stlpei) sa vyskytuji vietky prvky
mnoZiny M (kaZdy prave raz).

Poznamenajme eSte to, do ¢&itatel uz asi sim zistil:
znak ¢ v oznadenf ¢lena A(¢, j) znamend poradové &islo
riadku, znak j — poradové &slo stlpca. Clen A(4, §) teda
lezi v i-tom riadku a j-tom stipei latinského Stvorca A.

Cislo » (podet prvkov mnoZiny M) nazyvame rddom
latinského $tvorca A. Strudne povedané, latinskym Stvor-
com rddu n nazyvame &tvorcovi schému, ktora ma n
riadkov a n stlpcov vytvorenych len pomocou ndanych
prvkov, pridom ka?dy riadok i stipec obsahuje vietkych
n prvkov.

8



Daldfm spresnenim a zovieobecnenim pojmu latin-
ského §tvorca sa budeme zaoberat v II. kapitole.

Metdéda latinskych 8tvorcov ma gir§ie pouZitie, neZ by
sa na prvy pohlad zdalo. Riadky a stipce v danom expe-
rimente nemusia totiZ znamenat polnohospodarske
parcely, ba dokonca vdbec nemusia predstavovat geo-
metrické ttvary, ale IubovoIné é&initele (faktory), kto-
rych vplyv cheeme zistif. Napr. ak chceme zistit vplyv 7
sposobov kfmenia (ktoré oznaéime a, b, ¢, d, €, f, g) na
dojivost krav, rozdelime kravy do 7 rovhako velkych
stad zodpovedajicich stipcom latinského Stvorca a expe-
riment rozdelime na 7 obdobi zodpovedajticich riadkom
latinského Stvorca (2). Napr. v prvom obdobi bude mat
prvé stado krmivo f, druhé stado krmivo b, tretie — g
atd. Vyhodnotenie pokusu moZno urobif podobne ako
v predoslych pripadoch.

%itatel’ sa zaiste necha Iahko presveddit o tom, Ze sku-
todnost, Ze vietky doterajsie priklady sme vzali z polno-
hospodarstva, je disto nahodna a Ze prave tak by sme
mohli vybrat priklady z inych odvetvi. Uvedme este
jeden priklad celkom iného druhu a z inej oblasti —
z tedrie kédovania.

Predstavme si, %e treba dopravit spravu z jedného
miesta na druhé, nemoz#no ju vsak preniest v pé6vodnom
tvare, ale treba ju najprv zakdédovat (zasifrovat). Dévo-
dom nemusi byt vidy len potreba utajenia obsahu spra-
vy, ale aj napr. schopnost technického zariadenia gysie-
lat len obmedzeny podet znakov (tak pri telegrafe mame
len dva znaky, bodku a &iarku). Preto kazdé pismeno
spravy nahradime jeho kddom (tzv. kédovym slovom), t.j.
koneénou postupnostou (skupinou) pismen. Tieto kédy
mobzeme utvorit mnohymi spésobmi. UkaZzme si jeden
z nich, pri ktorom sa pouZiva latinsky stvorec, napr. (4).
Kédy budi tieto: ‘



a =111 b=122 ¢ =133 d=-144 e = 155
f =212 g=223 h =234 i =245 j = 261
k=313 | =324 m=2335 n =341 o= 352
p=414 q=425 1 =431 s =442 t = 463
u=>515 v==521 x =532 y=543 z = 554

Utvorili sme ich z latinského tvorca (4) tak, Ze pred
kaXdy é&len latinského Stvorca sme napfsali poradové
&slo riadku a stlpca. Napr. v druhom riadku a tvrtom
stlpci je 5, ¢m vznikol kéd (kédové slovo) 245. Tymto
kédom sme priradili pfsmend (v danom priklade v abe-
cednom poriadku, ale to je nepodstatné). Napr. slovo
»elgebra* vyzerd zakédované takto:

111 324 223 155 122 431 111

Nag kéd mé jednu déleZiti vyhodu: sdm ,,objavuje”
chybu! Ak sa totiZ v niektorom kédovom slove raz po-
mylime, napr. namiesto 431 napieme 531, ihned zisti-
me, Ze je tam chyba — jednoducho z toho dévodu, Ze
531 nie je kédom Ziadneho pismena. Preto sa mdéZeme
pokisit chybu opravit, o sa spravidla Iahko podari.

Da sa dokazat, Ze z IubovoIného latinského &tvorca
moéieme uvedenym spdsobom vytvorit kdéd objavujiici
chybu; vyplyva to zo zikladnych vlastnosti latinského
§tvorca.

Ak pouzZijeme latinsky Stvorec vidsieho radu (napr. 7),
mdZeme zakoédovat vidési polet pismen alebo inych zna-
kov (napr. i pifsmend s mikdenmi a dlztiami, &islice,
bodku, éiarku, vykri¢ntk a pod.). .

Existuji aj dokonalejsie kédy neZ kody objavujice
chybu, a to kédy opravujice chybu, pri ktorych pri jednej
chybe v kédovom slove nielen objavime, Ze gg chyba
stala, ale jednoznaéne uréime, ako vyzeralo p6vodné
kédové slovo; teda kéd vie chybu automaticky ,,opra-
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vit’’. Horeuvedeny kéd, utvoreny pomocou latinského
Stvorca (4) takymto nie je, lebo napr. jednou chybou
v kédovom slove méZe vznikmif skupina 531, a ned4 sa
zistit (bez dodania dal§ej informécie, napr. zo zmyslu
celej sprivy), & p6vodné kédové slovo bolo 431 (=r),
521 (=v) alebo 532 (=x). !

Pozname aj kédy ob]&vuluce alebo opravujice viac
nez jednu chybu v jednom kédovom slove. Tieto pred-
nosti sd viak obyéajne draho zaplatené tym, %e sa ne-
imerne zviiéSuje podet pouZitych znakov alebo rozsah
spravy, ¢o ma za nasledok &asové alebo hospodarske
straty.

Teraz sa budeme venovaf rozboru niektorych mate-
matickych problémov, ktoré pri &tadiu latinskych
Stvorcov vznikaji.

Nase tlohy, ktorymi sme sa na zadiatku zaoberali,
sme redukovali na utvorenie latinského stvorca radu 7,
t.j. vpisanie symbolov a, b, ¢, d, ¢, f, g (resp. 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7) do &tvordekov schémy (1) (do kaZzdého &tvordeka
po jednom symbole) tak, aby riadky i stlpce tvorené
Stvoréekmi obsahovali v#dy rézne symboly. Tato tloha
ma, ako neskér uvidime, obrovsky podet rieSenf; latinsky
Stvorec (2) resp. (3) predstavuje len jedno z nich.

Nech je dané prirodzené &islo ». Vznika otazka, kolko
existuje latinskych §tvorcov radu n nad mnoZinou
{1, 2, ..., n}, t.j. zloZenych z ¢&isel 1, 2, ..., n. Oznadme
tento poéet znakom L,. Pre n = 1, ‘2 a3 je jednoduché
najst vietky takéto latinské stvorce. St to:

(6) n = 1:[1]
T

11



3
1

n=3: 132712131123 1733127321
[ ][213][132][123][123][132]
2j132111321]131241231]1213
1231113 2312137123 19131211321
[312][321][321][312][231][213]
2314J121311132)]1123]J1123]1132

Pri konstrukeii latinskych Stvorcov radu 3 si stadf
uvedomit, Ze prvy riadok mozno zvolif 6 spésobmi; pri
kaZdej z tychto volieb prvy élen druhého riadku moZno
zvolit dvoma spdsobmi. ZvySok Stvorca je jednoznadne
uréeny. Teda L, =1, L, =2, Ly = 12. Pre vypodet
&isla L, pri vi¢Som n je vhodné urobit niektoré zjedno-
dusenia.

Nazvime latinsky §tvorec ridu n redukovanym, ak je
latinskym &tvorcom nad mnozinou {1, 2, ..., n} a ak
v jeho prvom riadku i prvom stlpci sd &fsla umiestnené
v prirodzenom poradi: 1, 2, 3, ..., n. Napr. latinsky
§tvorec (4) je redukovany, zatial o (3) nie. Zrejme redu-
kovanych latinskych Stvorcov rddu n pri velkom = je
podstatne menej nez vietkych latinskych stvorcov radu
n nad {1, 2, 3, ..., n}. Oznadme podet redukovanych la-
tinskych Stvorcov radu » znakom R,. Lahko zistime,
%e Ry = R, =R;=1. Uréme R,. Za tym td&elom
napiSme schému

(7 1 2 3 4

2 A(2,2) A(2,3) A2 4)

3 A(3,2) A(3,3) A(3,4)

4 A(4,2) A(4,3) A(4,9)
Aby schéma (7) bola latinskym $tvorcom, musi sa 4(2, 2)
rovnaf 1, 3 alebo 4. Ak A(2, 2) = 1, tak zrejme 4(2, 4) =
= A(4,2) = 8, A(2, 3) = A(8, 2) = 4 a zvysok schémy
mozno dvojakym spésobom doplnif na latinsky Stvoree:

U
LI )
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(8) 1 2 3 41
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1
alebo \
(9) 12 34
21 4 3
3 4 2 )
4 3 1 21 v

Ak A(2,3) = 3, tak postupne dostdvame: A(2, 4) =
=A(4,2)=1,4(2,3) = A(3,2) = 4, A(3,4) = A(4, 3)=
=2, A(3,8) =1, A(4,4) = 3, t.j. dostavame latinsky
Stvorec

(10) [

Podobne pre A(2,2) = 4 dostdvame jediny latinsky
Stvorec

(11) [

Teda R, = 4. "'
Hodnoty R, st stile v centre pozornosti kombinatori-
kov. Napriek tomu doteraz nebol nijdeny vSeobecny
vzorec pre R,, ba &o viae, éisla R, s zndme len pre

n < 10. S to:

QO DD
- WO DD
DO = W
QO DD =

) DO
O = i D
[ )
= DD OO

(12) R =1, v
3 = 1,
Rs = 1;
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R4=4)

.R5 = 56,
R, = 9 408,
R, = 16 942 080,

R = 535 281 401 856,
R = 377 697 570 964 258 816.

Pre n < 5 tieto hodnoty uréil uz r. 1782 L. Euler,
ktory sa bezispeSne pokuSal vypoditat aj R,. Tito
hodnotu vypoéital az M. Frolov r. 1890; uvadza aj
hodnotu R, = 221 276 160, ktord je v8ak nesprivna.
Tato spravne vypodital az A. Sade r. 1948; R, bolo
uréené M. B. Wellsom r. 1967. Posledni znamu hodno-
tu By vypotitali S. E. Bammel a J. Rothsteinr. 1974
8 pouzitim samodinnych poéitadov. Vidime, Ze reduko-
vanych latinskych Stvorcov ridu 9 je viac ako tretina
triliéna.

Vznika otdzka, ako moZno pomocou poltu R, redu-
kovanych latinskych &tvorcov ridu n vyjadrit podet L,
vietkych latinskych stvorcov nad {1, 2, ..., n}. Tento
vzfah je jednoduchy:

Teoréma 1 (P. A. MacMahon 1915). Neck n je pri-
rodzené Cislo, L, — poéet latinskych $tvorcov nad mmnoi-

nou {1, 2, ..., n} a R, — polet redukovanych latinskych
Stvorcov rddu n. Potom plati :
(13) L, =nln —1)R,.

Pozndmka: Ak # je prirodzené &islo, znak n! (&ftaj:
n-faktoridl) oznaduje stéin vietkych prirodzenygh é&isel
od 1 do n, tj. n! = 1.2.3 ... n. Dalej sa ukazuje vy-
hodnym polozif 0! = 1. Pre porozumenie nasledujiice-
mu dékazu je dobré vediet, Ze pre kaZdé prirodzené n sa
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n! rovna podtu permuticii (alebo tieZ podétu poradf)
n-prekovej mmofiny (4j. mnoZiny, ktorA ma prave
n prvkov). "

Prv nez teorému 1 dokaZeme, vSimnime si, fe viet-
kych 12 latinskych stvorcov radu' 3 zo (6) mézeme ziskat
z prvého permutovanim (postupnym vymienanim) riad-
kov a permutovanim stlpcov. Napr. vymenou 2. a 3.
stlpca vznikne druhy latinsky stvorec radu 3 zo (6);
ak v tomto vymenime 1. a 3. riadok, dostaneme posledny
z tychto latinskych &tvorcov a pod. V ddkaze teorémy
zavedieme do tychto vymien (permutacif) riadkov
a stipcov prehladny systém.

Dékaz teorémy 1. Zrejme z IubovoIného redukova-
ného latinského Stvorca 4 rdadu » moZno utvorit
n!(n — 1)! latinskych Stvorcov nad {1, 2, ..., n} nasle-
dujiicim sp6sobom: najprv permutujeme (t.j. popre-
hadzujeme) medzi sebou riadky &tvorca 4 (to mozno
urobif n! spésobmi) a potom — ponechajtc prvy stipec
na mieste — permutujeme zvysnych n — 1 stlpcov (%o
moZno urobit (n — 1)! spdsobmi). Zrejme dostaneme
n!(n — 1)! réznych latinskych stvorcov (liSia sa prinaj-
menej bud v prvom stlpeci alebo v prvom riadku). Preto
stadi dokazat, Ze Tubovolny latinsky &tvorec C nad mno-
Zinou {1, 2, ..., n} moZno ziskat uvedenym spdésobom
prive z jedného redukovaného latinského Stvorca A
radu n. Aby sme sa o tom presvedtili, sledujme prentest-
novanie lubovolného &lena A(3, ) pri uvedenych permu-
tacidch. Po permutovani riadkov v A vznikne isty
latinsky sStvorec B. Nech sa prvy riadok v A4 stane
r-tym riadkom v B a -ty riadok v A4 s-tym riadkom
v B. Potom plat:

B(r,1) =1, B(r,j) =73,
B(S, 1) =1 ’ B(S, 7) (7’7 7) .

i
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Po permutécii stipcov latinského &tvorca B (pritom
prvy stipec ostdva na mieste) vznikne latinsky §tvorec C.
Nech sa j-t¥ stlpec v B stane ¢-tym stlpcom v C. Potom
plati:

C(T, 1)=1’ O(T,t)=j’

O, 1) =1, Cs,t) = A1, 9) .

Teda vidime, Ze &len A(3, j) moZno na ziklade latinského
§tvorca C vypoditat takto: Najdeme prirodzené dfsla
7, 8, ¢ tak, aby platilo C(r, 1) = 1, C(s, 1) = 4, C(r, t) = j.
Potom plati C(s, t) = A(4, §). Zrejme &isla r, s, ¢t si jedno-
znadne urdené. Preto aj A(i, j) = C(s, t) je jednoznadne
uréené; kedZe vaha platila pre Iubovolné i, je{l, 2,
..., n}, je aj redukovany latinsky Stvorec A urdeny jed-
noznaéne. Tym je dokaz teorémy skond&eny.

Priklad. Podla teorémy 1 dostdvame:

L,=1101R, =1.1.1 =1,

Ly, =211R, =2.1.1 =2,

Ly = 312!1Ry — 6.2.1 =12, .

L, = 4!13!1R, — 24.6.4 = 576,

Ly = 5!4!Ry = 120.24.56 = 161 280

atd. Teda uZ latinskych Stvorcov rddu 5 (nad pevne
zvolenou 5-prvkovou mnoZinou) je viac ne# stotisfe.

Cvidenia

»

1. Zistite, kolkymi spdésobmi mozno dopfnif. nasledujice
schémy na latinsky Stvorec:

"]

> -
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brl . . .7
. 3
. 2 .
. 1
o) - 1 . .7
. 2
3 .o
L 4 . '

2. Dokézte, 2o pre kaxdé prirodzené &fslo n plati R, % 0
(t. ). existuje asponi jeden redukovany latinsky stvorec rddu
n).

8. Kolko existuje latinskych tvorcov rddu 6 nad mnoZinou
{1,2,3,4,5,61

.S
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