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II. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY
alebo
0 PRASKOCH NA SPANIE

Predstavme si, Ze mame k dispozicii velky poet Tudf
trpiacich nespavostou a Ze vo vyskume bolo priprave-
nych 7 druhov prisku na spanie, ktory sd tieto osoby
ochotné na sebe vyskisat. Vznik4 otdzka, akym spésobom
mdme usporiadat experiment. Jedna z moZnostf je tito:

Rozdelime Tudi do 7 priblizne rovnakych skupin
a experiment rozvrhneme do 7 8asovych obdobi (napr.
tyZdnov) s pouZitim latinského Stvorca (3). Obdobia
budi zodpovedat riadkom, skupiny oséb stlpcom a pras-
ky &lenom latinského Stvorca. Napr. v prvom tyZdni
1. skupina bude uZivat prasok &islo 6, 2. skupina prasok
¢. 2 atd., v zhode s prvym riadkom latinského Stvorea
(3). V druhom tyZdni vymenfme prasky, ktoré maja
pouzivat jednotlivé skupiny podla druhého riadku la-
tinského Stvorca: 1. skupina bude skidsat priSok &. 1,
2. skupina prafok &. 3 atd. Po siedmich tyZdnioch bude-
me mat dostatok materialu na to, aby sme zistili, ktory
pradok priniesol najlepsie vysledky.

MoéZe sa viak staf, Ze experiment budeme musiet pre-
rusit uZ po 6. tyZdni. V tomto pripade priebeh pokusu
bude zodpovedat schéme

(14) 6 2 7 1 4 5 3
1 3 656 7 4 2
5 7 4 6 3 21 ..
21375 6 4
76 1 4.2 35
3 45 2617
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ktord dostaneme z latinského Stvorca (3) vynechanim
posledného riadku. Kedze mé obdlznikovy tvar, 6 riad-
kov a 7 stlpcov, hovorime jej latinsky obdiinik typu
6 % 7 (nad mnozinou {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}).

Mene;j spolahlivé vysledky dostivame, ak experiment
musime skonéit uZ po troch tyZdfioch, podla latinského
obdl#nika typu 3 x 7:

(15) 6 2 7 1 4 5 3
1 3656 7 4 2
5 7 4 6 3 2 1

Pritinou nespolahlivosti nie je len maly podet riadkov
(teda tyZdiiov), ale aj ich nevhodna skladba; napr. v 1,
a 4. stlpci si tie isté prvky 1, 5, 6, t. j. prva a Stvrtd
skupina osdb skiisa tie isté prasky. Tento druhy nedosta-
tok sa d4 odstranit tym, Ze si zvolime latinsky obdlZnik,
ktory takito nevyhodu nemd, napr.

(16) 1 2 3 45 6 7
2 46 5 71 3
3651 2 7 4

ktorého stlpce maji ti zaujimavi vlastnost, ze obsahuji
vietky dvojice utvorené z prvkov 1, 2, ..., 7 (tav.
kombindcie druhej triedy zo siedmich prvkov), a to k#édd
prive raz (zatial, ¢o latinsky obdlznik (15) obsahuje
napr. dvojicu {2, 3} dvakrat — v 2. a 7. stlpci, zato napr.
dvojicu {1, 4} ani raz v niektorom stlpci) — je to tzv.
steinerovsky systém trejic zo 7 prvkov, pomenovany
podla nemeckého geometra Jakoba Steinera (1796—
1863), ktory sa r. 1853 takymito systémami zaoberal.
Niekedy budeme potrebovat aj spoloény nazov pre
latinské §tvorce a latinské obdl#niky. V zhode s geomet-
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rickym ndzvoslovim budeme ich volat latinské pravo-
uholniky.

Aby sme mohli pojem latinského pravouholnika presne
definovat, povieme si najprv niekolko zikladnych po-.
znatkov z tedrie matic. Potom budeme mocet daf pres-
nejsi vyznam takym pojmom, ktoré sme doteraz ,,ile-
gélne* pouzivali, napr. riadok a stlpec; slovo ,,schéma‘
budeme médct nahradit presnejiim vyrazom ,.matica’.
Aby d&itatel mal uZ vopred predstavu o tom, o checeme
definovat, uvedieme priklady matic:

3 01 5 —6 |2 i
5 3 2 [1 3 3,14]
6 5 1

LR OO

Prvd matica ma typ 2 x 3, druhd 3 x 3, tretia 5 x 1
(pokiste sa na tomto zaklade definovat, ¢o budeme
rozumiet pod typom matice!). Formalne tieto matice
vyzeraji ako tabulky, ale nebudeme ich definovat ako
tabulky, leZ ako funkcie (zobrazenia), ktoré usporiada-
nym dvojiciam (o ktorych sa neskér ukaze, Ze oznaduji
poradové &slo riadku a stipca) priradujé nejaké prvky,
ktoré si na tom-ktorom mieste. Napr. prva z horeuvede-
nych matic priraduje usporiadanej dvojici [2, 1] éfslo 5
(lebo v prvej matici je v 2. riadku a 1. stipei &islo 5),
druhid matica prvok 1 a tretia prvok b.

Teraz mdZzeme vyslovit definiciu matice:

Nech st dané prirodzené &isla m, n a mnoZina M,
Maticou typu m X n nad mnofinou M rozumieme funk-
ciu A4, ktora kazdej takej usporiadanej dvojict §, j] pri-
rodzenych &sel, Ze ¢ << m, § < n, priraduje prvok mno-
Ziny M. Tento prvok budeme oznadovat znakom
A(¢, §). Maticu A budeme zapisovat takto:
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A(2,1) A(2,2) ... A(2,n)

(17) 4= [A(l, 1) A(L,2) ... A(l,n)]
)

Ak m # n, matica A sa nazyva obdlnikovd matica
(typu m X n). Ak m = n, matica.A sa nazyva Stvorcovd
matica (rddu n). Prvky A(i, §), priradené usporiadanym
dvojiciam [z, ], sa nazyvaji éleny matice A.

Napr.

(18) A=p3 8 7 5
[1134]
36 7 9

je obdlznikovd matica typu 3 x 4 nad mnozinou
M={1,2 3, 4,5,86,17, 8,9, 10} — nie je dolezité, Ze
niektoré prvky mnozZiny M (a to 2 a 10) nie st é&lenmi
matice 4. (Pochopitelne, za mnozinu M by sme mohli
vziat tieZz napr. mnozinu {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} alebo hoci
aj mnozinu vsetkych redlnych é&isel.) Cleny A(1, 1),
A(2, 3) a A(3, 1) sa rovnaji 3 atd.

Uvedme pre informaciu éditatela eSte niekolko pozna-
mok, ktoré mu mézu byt uZitoéné pri stadiu dalsej lite-
ratiry:

1. V literatire sa Gasto pri zapisovani matic v tyare
(17) namiesto hranatych zatvoriek [ ] pouZivaji okrthle
zatvorky () alebo dvo]lt.é diary || ||.

2. Je samozrejmé, 7e ak maticu oznaéime znakom B,
jej dleny budeme oznadovat symbolmi B(s, j). V litera-
ture namiesto A(¢,§), B(¢,7) a pod. sa Basto pouziva
@i, b‘_’ atd.

3. Namiesto slova ,rad‘ (Stvorcovej matice) sa po-
u¥fva aj ,stupeni’‘. Namiesto ,.&len matice’* sa d&asto
hovor{ jednoducho ,,prvok matice*.
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Ako sme uZ predtym poznamenali, riadky a stipce
moézu byt definované bez pouZitia trochu nejasného
pojmu ,schémy‘. Napr. ¢-tym riadkom matice (17)
budeme rozumiet funkeciu, ktora sa dostane z funkcie A
ziZenim jej definiéného oboru na usporiadané dvojice
[%, j], kde na prvom mieste stoji (pevne zvoleny) prvok
t€{l,2, ..., m}). Podobne moZno definovat j-ty stlpec
matice A. Napr. druhy riadok matice (18) je funkcia,
ktora priraduje usporiadanej dvojici

[2, 1] &fslo 1,
[2, 2] &islo 1,
[2, 3] é&islo 3,
[2, 4] &fslo 4

a inde nie je definovan4.

Teraz uz mdéZzeme pristipit k definfcii latinského pra-
vouholnfka.

Nech si dané prirodzené é&isla m, » a mnoZina M,
ktord mé priave n prvkov (skritene: n-prokovd mnoZina).
Latinskym pravouholnikom typu m x n nad mnofinou M
rozumieme maticu 4 typu m X n nad mnoiinou M,
pri¢om plati:

1. v ziadnom riadku matice 4 nie je ten isty prvok
priradeny réznym usporiadanym dvojiciam;

2. v #iadnom stlpci matice A nie je ten isty prvok pri-
radeny réznym usporiadanym dvojiciam.

Podmienku 1 (resp. 2) mo#no strudne vyjadrit takto:
kaZdy riadok (resp. stlpec) matice 4 je prostd funkcia.

V pripade m < n latinsky pravouholnik typu m X =
nazyvame latinskym obdiZnikom. V pripade m = n ho
nazyvame latinskjm Stvorcom rddu n (¢im sprésiwujeme
definiciu z I. kapitoly). Lahko vidiet, Ze neméZe existo-
vat latinsky pravouholnfk typu m x n, kde m > n;
takyto pravouholnik by musel obsahovat stipce zloZené
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z m ¢lenov, o je nemozné, lebo k dispozicii mame len n
prvkov mno¥iny M, takie stlpce nemé%u obsahovat
viac neZ n navzajom réznych prvkov mnoZiny M.

Latinsky pravouholnik typu'l X n (teda s jedinym
riadkom) jednoznaéne odpovedd poradiu prvkov vybra-
nych po jednom z mnoZiny M. Kedie M mé prive n
prvkov, existuje priave n! latinskych pravouholnikov
typu 1 X n nad mnoZinou M. v

Jestvuje jednoduché metéda ako zostrojit latinsky
obdl#nik typu m x m (pri m < m): najprv zostrojime
latinsky Stvorec rddu n a pouZijeme m jeho riadkov
(ostatné riadky vynechame). MoZno vSak namietnut, Ze
tato metdéda prilis pripomfina znamu metédu, ako chytit
leva (chytit tri levy a dva vypustit...). Preto sa za-
oberajme radSej obridtenou otdzkou: kedy latinské
obdlzniky mo#no pridanim dal§ich riadkov doplnif na
latinské &tvorce? Da sa dokazat prekvapujici fakt, Ze
to ide viZdy. Dokonca plati:

Teoréma 2. Ku kafdému latinskému obdiiniku typu
m X n moino aspot, (n — m)! spbsobmi pridat daldi ria-
dok tak, aby vanikol latinsky pravouholnik typu (m + 1) X
X n.

Doé6kaz je pomerne narodny, preto ho vynechdvame.
Citatel ho néjde napr. v knihe M. Halla [3], teliréma
5.1.5. Uvedieme vSak niektoré désledky tejto teorémy
a dokéZeme ich za predpokladu, Ze teoréma platf. -

Désledok 1. Neck p, q, n si také prirodzené &isla, Ze
1 < p < g < n. Potom platt : Katdy latinsky pravouhol-
nik typu p X n moZno aspor
m—p)ln—p—Dln—p—2)!...
n—g+ Dln—g + 1)!
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?ﬁob’mi doplnit na latinsky pravouholnik typu q x n
pecidlne, katdy latinsky pravouholnik typu p X m moéno
aspofi

m—p)ln—p—Dln—p—2)!...211!
spbsobmi doplnit na latinsky Stvorec rddu n.

Dékaz. Prvé tvrdenie vyplyva z teorémy 2 jej
(g — p)-nasobnym pouzitim, a to pre m = p, p + 1,
p+2, ..., ¢g—2, ¢g— 1. Druhé tvrdenie vyplyva
z prvého pre ¢ = n.

Désledok 2. Pre lubovolné také prirodzené éisla m, n, fe
m < n, existuje aspot

nln—Dlin—2)!...(n —m + 2)}(n —m + 1)!
latinskyjch pravouholnikov typu m X n nad mnofinou
1,2 ..., nh.

Dékaz. Pre m = 1 tvrdenie plati, lebo existuje presne
n! latinskych pravouholnikov typu 1 x = nad mnoZinou
{1,2,...,n}). Akm > 2, podladésledkulprep =1, g=
= m kaZdy z n! latinskych pravouholnikov typu 1 x =»
nad mnoZinou {1, 2, ..., 2} moZno aspoii

m—Dn—2)...(n—m+ 2)!{(n —m + 1)!

sposobmi doplnif na latinsky pravouholnik typu m x =.
Z toho vyplyva nase tvrdenie.

Désledok 3. (M. Hall 1948). Pre Tubovolné prirodzené
&islo n existuje aspoi n! (n — 1){(n — 2)!...2!1! latin-
skyjch $tvorcov rddu n nad mnosinou {1, 2, ..., n}I=

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z dosledku 2, ak poloZime

m = n.
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Dosledok 4. Pre lubovolné prirodzené &islo n o polte Ly,
latinskych $tvorcov rddu n nad mnofinou {1,2,...,n}
platt :

nn—1)2(n—2)13 (n—3).., 3220 11* < L, <
< n(n— 1) (n — 2)5 (n — 3)7 ... 320=5 22078 201,

Dé6kaz. Dolny odhad (t. j. prvd nerovnost) je len
inym spésobom prepisany ddsledok 3. Horny odhad
Tahko dokdZeme, ak latinsky Stvorec tvorime postupne
po riadkoch a pri napisani kazdého &lena ohrani¢ime
zhora podet moznosti, ktorymi to mozZno urobit; nako-
niec podet tychto moZnosti vyndsobime.

Latinsky pravouholnik typu m X n nazyvame nor-
malizovany, ak jeho prvy riadok je

1 2 3 ... =n];

ak okrem toho jeho prvy stipec je
1
2
3
-

latinsky pravouholnik nazyvame redukovany. Napr.
latinsky obdlZnik typu 2 x 4 !

g\
1 2 3 4 '
3 4 21

je normalizovany, ale nie je redukovany.

‘\
Teoréma 3. Nech m a n st prirodzené &isla, m < n.

Nech R(m, n) oznaluje polet redukovanych, N(m,n) —
polet normalizovanych a L(m, n) — polet vietkijch latin-
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skyjch pravouholnikov typu m X n nad mnofinou {1, 2,
.., n}. Potom plati : ,

(19) L(m,n) = n!N(m, n),
— 1!
(20) N(m, n) = HR(M, ny,
! — !
(1) Lim,n) = HR(m,, n).

Poznimka. Z (21) pri m = n dostivame tvrdenie
teorémy 1.

Dékaz teorémy 3. Z ka?dého normalizovaného la-
tinského pravouholnika typu m x n moéieme permuta-
ciou jeho stlpcov utvorit »! réznych latinskych pravo-
uholnikov rovnakého typu, pri¢om z réznych normalizo-
vanych latinskych pravouholnikov zrejme vznikni
opif rézne latinské pravouholniky. Zrejme kazdy la-
tinsky pravouholnfk méZe vzniknit permutaciou stlpcov
priave z jedného normalizovaného latinského pravouhol-
nika. Preto plati (19).

Kedze z (19) a (20) vyplyva (21), stadi dokazat (20).
Zrejme (20) plati v pripade m = 1. Preto predpokladaj-
me, Ze m > 2.

Z kaidého redukovaného latmského pravouholnika 4
typu m X n méZzeme dostat

(22) mn—1)(n—2) ... (n—m+1)_g: ;)):

normalizovanych latinskych pravouholnikov txpu m X
X n takto:

Zvolime usporiadani skupinu [k, ks, . . ., by} m — 1 r6z-
nych &sel vybranych z &isel 2, 3, ..., n (to je tzv.
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varidcia (m — 1)-ej triedy z prvkov 2, 3, ..., n bez opa-
kovania). Zrejme k, moZino zvolit » — 1 spdsobmi, %,
n — 2 spdsobmi, atd. aZ k, moZno zvolit n —m + 1
spdsobmi, takZe celi usporiadand skupinu moZno zvolit
podttom sposobov (22). Utvorme poradie [k,, ks, . . ., kn,
kmyys ooy ka) Sisel 1, 2, ..., n takto: polozme k, = 1; k,
a% ks ponechajme ako doteraz; za kn,, aZ k, zvolme
ostatné z ¢&isel 1, 2, ..., n, v poradi od najmensieho po
najvidsie. Nahradme teraz v 4 vietky dvojky &islom k,,
trojky ¢&islom k, atd., aZz vietky ¢&isla n &fslom %,. Dosta-
neme novy latinsky pravouholnik. Vhodnou permutaciou
jeho stipcov vznikne normalizovany latinsky pravouhol-
nfk. Lahko zistime, Ze tymto postupom vznikne kazdy
latinsky pravouholnik typu m x # nad mnoZinou
{1, 2, ..., n} prave z jedného redukovaného (spitny
postup je totiZ jednoznaény). To dokazuje teorému.

Zrejme plati pre lubovolné prirodzené &isla m a n:
RBim,n) =0,ak m > =n,
R(n,n) = R, (podet redukovanych latinskych
8tvorcov radu n),
R(1,n) = 1.

Lahko sa tieZ zisti, Ze pre n > 1 plati:
R(n—1,n) =R,.

Vzhladom na (20) miesto vzorcov pre R(m, n)stadi
najst vzorce pre N(m,n). V dalfich dvoch kapitolach
uvedieme vzorce pre N(2,n) a N(3,n). Podla (20)
plati

N(2, n)

R(2, n) = -n—v_-—l—
R(3,n) = N(3, n)

m—1) (n—2)’
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tak¥e potom budeme mat vlastne aj vzorce pre R(2, n)
a R(3, n).

Znadnb pozornost pri vyskume latinskych pravouhol-
nikov venovali matematici otdzke, kedy moZno dantd
maticu 4 typu r X s rozsirif pridanim dalich riadkov
a stlpcov na latinsky Stvorec predpisaného radu n.
Zrejme nutnou podmienkou je to, aby boli splnené obi-
dva body z definicie latinského pravouholnika. To vsak
este nestadi. Napr. lahko zistime, Ze maticu

1 2 3 4

2 315

3 1 4 2
nielen, Ze nemoZno rozsirif na latinsky Stvorec radu 4
(%o je samozrejmé, lebo obsahuje 5 roznych élenov) ale

ani na latinsky Stvorec radu 5 a 6. Mozno ju vdak rozsi-
rit na latinsky stvorec radu 7, napr. takto:

1 2 3 4 5 6 77
2 315 7 4 6
31 4 2 6 7 5
4 5 6 7 3 1 2
5 6 71 4 2 3
6 7 2 3 1 5 4
7 4 5 6 2 3 IJ

Vseobecné kritérium pre ,,vnorenie‘‘ matic do latinskych
§tvorcov predpisaného ridu vyzera takto:

Teoréma 4. (H. J. Ryser 1951). Nech st dandwprirod-
zené Gisla r, 8, n (priom r < mn, 38 < n) a matica A typu
r X 8 nad n-prvkovow mmofinou p,, Py, ..., Pa. Nech
Ziaden riadok ani stipec matice A neobsahuje dva rovnaké

28



proky ako &leny. Pre ie{l, 2, ..., n} oznalme znakom
V(i) poéet vyskytov prvku p; v matics A. Potom plati :
Maticu A mono pridanim dalsich riadkov a stipcov do-
plnit na latinsky $tvorec rddu n, prdve viedy, ked

(23) V@) >r+s—n
pre katdéi =1,2, ..., n

Doékaz vynechime, ukédZeme si viak }ibuzﬂue teorémy
na horeuvedenom priklade, kde bolo r = 3, s = 4. Ak
poloZime n = 5, dostdvame:

r+ 88—
v )
V(2)
V(3)
V(4)
V(s) -
Podmienka (23) teda nie je splnena pre ¢ = b.
Ak poloifme n = 6, mame:

.—wwwww

L,
0.

r+s8—n

V(6)
Teda (23) nie je splnené pre 1 = 6.
Koneéne, ak poloZime n = 7, plati
r+s8—n=20,
takZe (23) je zrejme splnené pre kaidé ¢+ = 1, 2,". . T

I

e

Uvedme niektoré désledky teorémy 4:

Dosledok 1 (M. Hall 1945). Ka#dy latinsky obdiznik
typu m X n (kde m < n) mo#no doplnit na latinsky $tvo-
rec rddu n.
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Doékaz. Sta¥f v teoréme 4 poloZit r =m, s = n
a uvalit, Ze podmienka (23) ma tvar V(i) > m, &o je
zrejme splnené, lebo plati dokonca V(t) = m pre ka¥dé
1=12 ...,n

Tento désledok ndém v8ak hovori menej, nez vieme
z dosledku 1 teorémy 2 — tam sme mali odhadnuty aj
podet spdsobov doplnenf na latinsky Stvorec. Zauji-
mavejif je dalsf dosledok:

DoOsledok 2. Nech st dané prirodzené &isla r, s, n, pri-
fom r + s < n. Potom plati: KaZdd matica typu r x s
(8pecidlne kaidd Hvorcovd matica rddu k, kde 2k < n)
nad n-prvkovou mnofinou neobsahujica riadok ani stipec
8 dvoma rovnakymi Elenmi sa dd roz8irit na latinsky Stvorec
rddu n. '

Dékaz. Pre kazdé 1€ {1, 2, ..., n} je podmienka (23)
splnena, lebo V(i) >0 >r 4 s —n.

Poznadmka. V désledku 2 méZeme dokonca predpo-
kladat, Ze dand matica je neidplnd, t.j. niektoré jej &leny
chybaji (nie si definované). Staéi ju totiz doplnit Iubo-
volnym spésobom tak, aby sme pritom pou#ili len prvky
danej n-prvkove] mnoZiny a nenarudili podmienku, %e
Ziaden riadok ani stlpec neobsahuje dva rovnaké &leny
(Tahko zistime, Ze to vidy ide) a itiloha je prevedens na
pripad uvedeny v désledku 2. Zd4 sa, Ze takyto vysle-
dok (v pripade Stvorcovych matic) uvadza ako prvy
T. Evans r. 1960. ¢

Ddsledok 3. Nech k a n si prirodzené &isla, pridom
k < m. Latinsky $tvorec rddu k moéno roz8irit na’ Putinsky
Stvorec rddu n prdve vtedy, ked n > 2k.

Dékaz. Ak n > 2k, tak podla doésledku 2 latinsky
§tvorec radu k moZno rozifrif na latinsky Stvorec radu =.
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Obratene, nech latinsky stvorec 4 radu k moZno roz-
8frit na latinsky S3tvorec B radu = nad mnoZinou
{P1 P2r - - -» Pu}. KedZe k < n, existuje &len p; matice B,
ktory sa nevyskytuje v matici 4. Podla teorémy 4 plati:

=V@)=2k+k—n=2k—n,,
odkial n > 2k. v

Cviéenia

4. Kolkymi spdsobmi mozZno doplnit nasledujice latinské
obdl2niky na latinské Stvorce rédu 4?

a)f1 2 3 4 b) 2 3 4
2 3 4 1
5. Uvedte priklad latinského obdl#nika typu 4 x 6, ktory

mo%no 8 spésobmi doplnit na latinsky dtvorec rddu 6.

6. DokédZte (napr. pre ¢ = 1), Ze podmienka V() > r + & —
— n v teoréme 4 je nutnd; inymi slovami, ak maticu typu
r X 8 nad n-prvkovou mnoZinou {p,, ps, ..., Py} moino roz-
3irit na latinsky Stvorec rddu n, tak V(1) > r + s —n.
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