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I I I . - kap i to l a 

L A T I N S K É P R A V O U H O L N Í K Y T Y P U 2 x » 

alebo 
AEO NEZASIELAŤ LISTY 

S latinskými pravouholníkmi typu 2 x n tesne súvisí 
úloha o stretnutiach, známa pod francúzskym názvom 
,,le probléme des rencontres". Uvedme ju v nasledujúcom 
tvare: 

KoTkými spósobmi možno vložit n listov do n obálok 
s adresami (každý list do jednej obálky) tak, aby žiaden 
list nebol v správnej obálke? (Tohto činu sa vraj raz 
dopustila istá roztržitá sekretářka, ktorá tým spósobila 
svojmu šéfovi vela nepříjemnosti . . .) 

Aby sme mohli náš problém pohodlnejšie vyšetřovat, 
očíslujeme listy i obálky číslami od 1 do n tak, aby list 
a obálka, ktoré k sebe partia. mali rovnaké čísla. Dalej 
označme počet riešení nasej úlohy znakom D„. 

Rozdelenie listov do obálok móžeme znázornit pomo-
cou latinského pravouholníka typu 2 x n, kde v prvom 
riadku sú čísla listov a pod každým z nich je napísané 
číslo obálky, do ktorej bol list vložený. Zrejme móžeme 
predpokladat, že čísla listov sú v prirodzenom poradí 
od 1 do TI, t. j. že latinský pravouholník je normalizova-
ný. Napr. latinský pravouholník 

1 2 3 4 5] 
3 5 2 1 41 

• « 

znázorňuje situáciu s 5 lištami a 5 obálkami, ked prvý 
list je umiestnený v tretej obálke, druhý v piatej atd. 

Z tejto reprezentácie problému vyplývá, že počet Z>„ 
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jeho riešení sa rovná počtu normalizovaných latinských 
pravouholníkov typu 2 x n. Teda pře každé prirodzené 
číslo n platí Dn = N(2, n). 

Ako uvidíme, bude pře nás výhodné definovať 2)„ aj 
pře n = 0, a to takto: D0 = 1. Prvýkrát využijeme vý-
hodu tejto dohody ihned: 

Teoréma 5 (L. E u l e r 1811). Pre každé prirodzené číslo 
n platí: 

(24) Dn + 1 = n(Dn + A,-i). 

Dókaz . Najprv dokážeme vztah (24) pře n = 1 
» » = 2. Preto vypočítajme Dn pře n < 4. Před chví-
Iou sme položili 

(25) D0 = 1. 

Dalej zrejme 
(26) Dx = 0, 
lebo neexistuje latinský pravouholník typu 2 x 1 . 
Ďalej existuje právě jeden normalizovaný latinský 
pravouholník typu 2 x 2, a to 

B ?] 
Teda V 
(27) 
Existujú právě dva normalizované latinské pravouhol-
níky typu 2 x 3, a to 

r i 2 3i r i ' 2 3] 
[2 3 1J a [3 1 2J 

Teda 
(28) D.t = 2. 
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Z rovností (25)—(28) Tahko overíme, že 

DT = 1 (DT + D0) 

D3 = 2(D2 + DY), 

teda vztah (24) platí pře n = 1 a n = 2. 
Nech je dané prirodzené číslo n > 3. Zvolme prirodze-

né čísla j a k tak, aby bolo j < n a k < n. Nech 

P = n 2 3 . . . j — l j + 1 ... n — 1 n 1 
iPi P2P3 PÍ-i Pi+l • • • PN-1 Pn\ 

je latinský pravouholník typu 2 x (n— 1) nad množi-
nou {1, 2, 3, . . . , j — 1, j + 1, ..., n — 1, n). Pravouhol-
níku P priradme normalizovaný latinský pravouholník 

P' = r i 2 3 .. . j— 1 j j + 1 ... n— 1 n n +1] 
Iři Pí Pa ••• Pi-i n+1 pi+l ... p n p n j \ 

typu 2 x (n + 1). Číslo j sme mohli zvolit n spósobmi 
a při každej voTbe čísla j sme mohli pravouholník P zvo-
lit Dn_t spósobmi (okolnost, že prvok j je v P vynechaný 
a namiesto neho n přidaný, je nepodstatná; počet 
latinských pravouholníkov typu 2 x (n—1) s pevne 
zvoleným prvým riadkom zrejme nezávisí od jeho prv-
kov — len od ich počtu). Vidíme, že existuje právě 
nDn_x pravouholníkov P , a teda aj P ' zostrojených uve-
deným spósobom (Tahko sa presvedčíme, že všetky sú 
navzájom rózne). 

Ďalej nech 
# = [1 2 3 ... k—l k fc + 1 . .*. » — 1 » 1 

Lil li 03 • • • 1 Qk qk+l • • • 1 ínj 
je normalizovaný latinský pravouholník tý̂ TU 2 x n. 
Přiřaďme mu (a číslu k) normalizovaný latinský pravo-
uholník 

34 



Q'= II 2 3 . . . k—l k k+l ... n—1 n ra+ll 
L i l ?2 ? 3 • • • 1 « + 1 • • • I n 1k \ 

typu 2 x (n -(- 1). Číslo k možno zvolit n spósobmi, pra-
vouholník Q možno zvolit Dn, apósobmi. Teda Q' možno 
vybrat nDn spósobmi. (Opat sa lahko zistí, že všetky 
takto získané pravouholníky Q' sú navzájom rózne.) 

Každý pravouholník Q' je rózny od každého pravo-
uholníka P'. Keby sa totiž rovnali, mugeli by sa rovnat 
ich posledně štipce, teda aj 

(28) j = qk . 

í)alej by sa museli rovnat tie štipce v P' a Q', ktoré majů 
v druhom riadku n + 1, teda 

(29) j = k. 

Zo vzťahov (28) a (29) vyplývá 

qk = k. 

To je však nemožné, lebo potom by Q obsahovalo 
v ¿-tom štipci dva rovnaké prvky, čo odporuje defínícii 
latinského pravouholníka. 

Tak sme zostrojili 
nDn^ + nDn = n{Dn + Dn_J 

róznych normalizovaných latinských pravouholníkov 
typu 2 x (n + 1). Aby sme teorému dokázali, stačí uká-
zat, že lubovolný normalizovaný latinský pravouholník 

S = ri 2 3 . . . » — 1 n » + 11 

typu 2 x (n + 1) sa rovná niektorému z pravouholní-
kov P' alebo Q'. To je však jednoduché. V druhom riad-
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ku pravouholníka S sa totiž niektory z prvkov s2> 
• • - . «»-1, s„, sn+1 musí rovnat číslu n + 1- KecTže S je 
latinský pravouholník, nemóže aB+1 = n + 1. Preto 
niektorý sk = n + 1, kde 1 <, k <,n. Potom S má tvar 

£ = ['123... k—1 k fc+1 ... n—1 n n+l| 
[^«¡¡«3 ... skTi+l sk+1 ... aB_! sn an+l J 

Ak s0+i = k, tak sa zrejme S rovná niektorému z pravo-
uholníkov P'. V opačnom případe sa 8 rovná jednému 
z pravouholníkov Q'. Tým je teoréma dokázaná. 

P o z n á m k a . Teoréma 5 nám umožňuje postupné 
vypočítavať hodnoty D„, ak vychádzame z D0 = 1 
a Dx = 0. Tak dostáváme 

2), = DX + D0 = 0 + 1 = 1 , 
DA = 2 (D, + DJ) = 2(1 + 0) = 2, 
Dt = 3(2)3 + D2) = 3(2 + 1) = 9, 
DT = 4(2), + 2)s) = 4(9 + 2) = 44 

atd. 
Teoréma 5 ukazovala, ako možno vypočítat hodnotu 

DN+L pomocou dvoch predchádzajúcich hodnot 2)» 
a £)„_!. Ukážeme si teraz, že na výpočet DN+1 nám stačí 
poznat 2)„, alebo, čo je vlastně to isté, na výpočet DN 

Btačí DN_V 

Teoréma 6 (L. E u l e r 1811). Pre kaSdé prirodzené číslo 
n platí ' t 

(30) ' 2)„ = nDn.x + (—1)\ 

D ó k a z vzorca (30) vykonáme indukciou. Pre"n *= 1 
(30) platí, lebo 

1.2)0 + ( - 1 ) 1 = 1.1 + ( - 1 ) = 0 = 2 V 
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Predpokladajme, že je dané prirodzené číslo A; a že (30) 
platí pře n — k, t. j. 

Dk = kDk_, + (—1)«=. 
i 

Dokážeme, že potom (30) platí aj pře n = k + 1. Přitom 
použijeme teorému 5: 

¿Vi = kDk + kDk^ = kDk + Dk— (—1)* = 
= (k + 1) Dk + ( - í r v 

čo sme mali dokázat. 

Vzorec (30) nám umožňuje velmi pohodlné postupné 
vypočítavať čísla Dv D2, Da, ... pomocou predchádza-
júcich, pričom kladieme D0 = 1. Tak dostáváme 

D„ = 6. Z)5 + 1 = 6.44 + 1 - 265, 
Dn = 7 .Z ) „— 1 = 7 .265— 1 = 1854, 
D„ = 8.Z>7 + 1 = 8.1854 -(- 1 = 14 833, 
D a = 9.Z>g— 1 = 9.14 833 — 1 = 133 496. 

D10 = 10.Z)e + 1 = 10.133 496 + 1 = 1 334 961 

atd. Existuje však aj velmi zaujímavý vzorec pre Dn, 
ktorým ne vypočítáváme tieto hodnoty rekurentně (t.j. 
pomocou predchádzajúcich), ale priamo. Uvedieme ho vo 
formě dalšej teorémy. 

Teoréma 7 (J. J. W e y r a u c h 1872). Pre kazdi celé 
nezáporné číslo n platí: 

(31) i)n = , ! ( i í - i
1

í + i [ - i [ + . . . + ( - i r i r ) . 

D ó k a z vykonáme indukciou vfhladom na n. Vzorec 
(31) platí pre n = 0: 
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Predpokladajme, že je dané celé nezáporné číslo k 
a že vzíah (31) platí pre n = k, t.j. 

^ ( m - T T + -sr—Si + • • • + í - ^ x r ) • 
Dokážeme, že (31) platí aj pře n = k + 1. Podia teoré-
my 6 platí: 

¿ V i = (4 + 1) Dk + (-1)*+! = 

+ ( 1)*+1 = (fc + 1 ) ! ^ — 1 + 1 - ^ + . . . + 

+ ( - D 4 + ( - D ^ - c r n y r ) . 

čo bolo třeba dokázat. 

P ř ík l ad . Určme počet normalizovaných, redukova-
ných a všetkých latinských obdlžnikov typu 2 x 6 nad 
množinou {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

Riešenie: Podia (31) dostáváme: 

+ ^ ) = 265. , 

Podia (20) z teorémy 3 máme: 

N(2, 6) = R(2, 6) = 5lř(2, 6), ' 
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O o 
Podia (19) z teorémy 3 dostaneme: 

L(2, 6) = 6! N(2, 6) = 72Í0.265 = 190 800. 
Zo vzorca (31) z teorémy 7 možno odvodit zaujímavý 

fakt, že číslo Dn = N(2, n) sa přibližné rovné číslu n!E, 
kde > 

E = 0,367 879 441 171 442 321 595 5. . .; 
presnejšie, číslo n\E sa líši od D„ menej než o (n + l) - 1 . 
Preto číslo D„ možno vypočítat tak, že vypočítáme súčin 
ra!E (pričom číslo E zaokrúhlime tak, aby malo za desa-
tinnou čiarkou o 1 desatinné miesto viac než má číslo 
n\ číslic a nájdeme celé číslo, ktoré je najbližšie k n\E. 
Toto číslo bude právě Z>„. Napr. 

5!E = 120.0,3679 = 44,148 = 44; 
teda Ds = N(2, 5) = 44. 
10!E = 3 628 800.0,367 879 44 = 1 334 960,911 872 = 

= 1 334 961; 
teda £>10 = N(2, 10) = 1 334 961. 

Kto pozná základy teórie nekonečných radov, lahko 
odhalí podstatu tejto podivuhodnej metódy. Spo&va 
v tom, že nekonečný rad ^ 

0! 1! 2! 3! 4! 5! T 

má súčet E = e - 1 , kde 
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287. . . 

je základ tzv. prirodzených logaritmov. 
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Číslo E = 0,367 879 . . . má v úlohe o stretnutiach 
tento význam: představuje přibližná hodnotu pravdě-
podobnosti události, že pri náhodnom rozdelení lišto v 
do obálok všetky budú v nesprávných obálkách. Je 
pozoruhodné, že táto pravděpodobnost sa len velmi 
málo mení s číslom n (počtom listov i obálok) a už od 
n = 4 sa stále pohybuje okolo 37 %. Napr. ak by sme 100 
sekretárok nechali potmě roztriediť listy (každej aspoň 
štyri) do rovnakého počtu obálok s adresami, móžeme 
očakávať, že asi 37 sekretárok dá všetky listy do ne-
správnej obálky! 

Úlohu o stretnutiach (le probléme des rencontres) mož-
no zovšeobecnit takto: 

Dané je prirodzené číslo n a celé číslo k, pričom 
0 <, k < n. Třeba určit počet dBit spósobov, ako možno 
vložit n listov do n obálok s adresami (každý list do jed-
nej obálky) tak, aby právě k listov bolo v nesprávnej 
obálke. 

Zrejme póvodný problém dostaneme pře k = n, takže 
dn.» = Dn. 

Čitatel, ktorý chce porozumiet nasledujúcemu rieše-
niu tejto úlohy, by mal vediet, že číslo 
ín} _ n(n — 1) (n — 2) . . . (n — k + 1) _ nl 
U J - 1 . 2 . 3 . . . A ; ~ k\(n — k)\ 

udává počet spósobov, ktorými možno vybrat k prvkov 
(bez ohladu na ich poradie) z n daných prvkov — sú to 
tzv. kombinácie fc-tej triedy z n prvkov (bez opakova-

nia). Číslo ^ j ( č í t a j n nad k) m nazýva kombinačně číslo 

alebo binomický koeficient. 

Teoréma 8. Pre lubovolné prirodzené číslo n a celé číslo 
k, pričom 0 <,n, platí: 
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(32) dB.* = (^)z> f c . 

Dókaz . Vyberme z n listov k listov, ktoré majů byť 

v nesprávných obálkách. To niožno urobit spósobmi. 

Ostatných n — k listov dajme do správných obálok; 
to možno urobit jediným spósobom. Ostatně nám k listov 
a k obálok. Tie možno rozmiestniť Dk spósobmi. Celkový 
počet možností dostaneme vynásobením týchto čísel, 
z čoho vyplývá (32). 

DOsledok. Pre lubovolné prirodzené číslo n a celé číslo k, 
pričom 0 <, k <, n, platí: 

(33> *•*= ( n - f c ) ! ^ - ! ! +IT-A + ••• + 
Dókaz . Použijeme najprv teorému 8, potom teoré-

mu 7: 

' k\) ( » — 4)1^0! 1! 2! 3! ' T " 

P ř í k l a d . 5 listov možno rozdělit do 5 obálok tak, aby 
boli všetky v nesprávných obálkách, 

¿6.5 = D t = 44 
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spósobmi. Ak majů byť len 4 listy v nesprávných obál-
kách, je počet spósobov podia (33): 

Pre kontrolu vypočítal me počet všetkých možných 
rozmiestnení 5 listov do 5 obálok! Je to 

¿ 6 . 6 + ¿ 6 . 4 + ¿ 6 . 3 + ¿ 6 . a + ¿ 6 . 1 + ¿ 6 . 0 = 

= 44 + 45 + 20 + 10 + 0 + 1 = 120 = 5!, 

čo súhlasí. 
P o z n á m k a . Pochopitelné, keby sme chceli vypočí-

tat počet Dn,k spósobov, ako možno vložit n listov do n 
obálok s adresami tak, aby právě k listov bolo v s p r á v -
n e j obálke, stačí uvážit, že Dnik = ¿».„-t, takže z (32) 
vyplývá: 

Podobné vypočítáme 
¿6.3 = 20, 
¿5,2 = 10, 
¿6.1 = 0 , 

¿6.0 = 1 • 

(34) = 

kedže 

Špeciálne Dn, o = dn,n = Dn 

Ďalej z (33) dostaneme 

(35) Dn,k = ¿fi.n—A: = 

k\ l0! 1! 21 j i + • • • + ( 1)B * ^ „ ¿ J I 3! 

42 



Cvičenia 

7. Absolventi gymnázia usporiadali desaC rokov po matu-
ritě stretnutie, na ktoré přišlo 20 bývalých spolužiakov aj so 
svojimi manželkami. Kolkými spdsoibmi možno ich zoradiť do 
20 tanečných párov tak, aby nikto netancoval so svojou vlast-
nou manželkou ? 

8. (Pokračovanie predošlého cvičenia.) Na, střetnutí bol 
usporiadaný aj srdiečkový tanec, pri ktorom boli tanečné páry 
vyžrebované. Aká je pravděpodobnost, že v tomto tanci a) 
netancoval žiaden manželský pár; b) tancoval právě jeden; 
c) právě dva; d) právě tri; e) viac než tri manželské páry T 

9. Kolkými spósobmi možno rozostaviť 6 věží na šachovnicu 
tak, aby v každom rade i štipci bola jediná veža T b) Ako sa 
změní počet riešení, ak naviac požadujeme, aby na ,,čiernej" 
diagonále al—h8 nebola žiadna veža? 

10. Z příkladu za dósledkom teorémy 8 vidno, že D, = 
= d,i5 = 44, _DS1 = d, 4 = 45. Ako možno tento výsledok 
zovšeobecniť T 

11. Nájdite rekurentný vztah medzi R(2, n + 1) a R(2, n). 

V 
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