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III. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY TYPU2 X n

alebo
AKO NEZASIELAT LISTY

S latinskymi pravouholnfkmi typu 2 x n tesne siivisf
tiloha o stretnutiach, znima pod francizskym nizvom
,,Je probléme des rencontres*. Uvedme ju v nasledujicom
tvare:

Kolkymi spésobmi mo#no vloZit » listov do » obélok
s adresami (kazdy list do jednej obdlky) tak, aby Ziaden
list nebol v spravnej obalke? (Tohto &inu sa vraj raz
dopustila istd roztriitd sekretdrka, ktord tym sposobila
svojmu 8éfovi vela neprijemnosti. . .)

Aby sme mohli na8 problém pohodlnejsie vysetrovat,
otislujeme listy i obalky &slami od 1 do = tak, aby list
a obélka, ktoré k sebe partia. mali rovnaké ¢&isla. %,)a,lej
oznaéme polet riefen{ nadej tlohy znakom Dy,

Rozdelenie listov do obalok mézeme znazornif pomo-
cou latinského pravouholnika typu 2 x n, kde v prvom
riadku si é&fsla listov a pod kaZzdym z nich je napisané
¢islo obalky, do ktorej bol list vloZeny. Zrejme mézeme
predpokladat, Ze &fsla listov st v prirodzenom poradi
od 1 do #, t. j. Ze latinsky pravouholnik je normalizova-
ny. Napr. latinsky pravouholnfk .

1 2 3 4 5
3 5 2 1 4
znazorinuje situdciu s 5 listami a 5 obdlkami, ked pPrvy

list je umiestneny v tretej obalke, druhy v piatej atd.
Z tejto reprezenticie problému vyplyva, Ze podet D,
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jeho riefenf sa rovna poctu normalizovanych latinskych
pravouholnikov typu 2 x n. Teda pre kaZdé prirodzené
¢islo n plati D, = N(2, n).

Ako uvidime, bude pre nds vyhodné definovat D, aj
pre n = 0, a to takto: D, = 1. Prvykrét vyuZijeme vy-
hodu tejto dohody ihned:

Teoréma 5 (L. Euler 1811). Pre ka%dé prirodzené &islo
n plati :
(24) Dpyy = n(Dp + Dyg_y) .

Do6kaz. Najprv dokidZeme vzfah (24) pre n =1

a n = 2. Preto vypoéitajme D, pre n < 4. Pred chvi-
Tou sme polozili '

(25) Dy = 1.
Dalej zrejme
(26) Dl = 0,

lebo neexistuje latinsky pravouholnfk typu 2 x 1.
Dalej existuje prive jeden normalizovany latinsky
pravouholnfk typu 2 x 2, a to

1 2

2 1
Teda -
(27) D, =1.

Existujui prave dva normalizované latinské pra.vc;uhol-
niky typu 2 x 3, a to

1 2 3 12 3
2 3 1] a |3 1 2
Teda

(28) D, = 2.

1
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Z rovnosti (25)—(28) lahko overime, Ze

D, = (D, + D,)
Dy = 2(D, + Dy),
teda vzfah (24) plati pren = 1 an = 2.

Nech je dané prirodzené ¢islo n > 3. Zvolme prirodze-
né &isla j a k tak, aby bolo j < n a k < ». Nech

P=[1 23 ... j‘—lj—l—l...n—ln]

PrP2Ps -+ Piaa Pinn -+ Paa DPn
je latinsky pravouholnik typu 2 x (n — 1) nad mnoZi-
nou{l,2,3,...,7—1,74+1, ..., —1, n}. Pravouhol-

nfku P priradme normalizovany latinsky pravouholnik

P=J123 ...7—1 4§ 74+1...n—1 n n+1]
PrPaPs - Pix P+l Pig oo Ducy Pa ]

typu 2 x (n + 1). Cislo § sme mohli zvolit n sposobmi
a pri kazdej volbe &isla § sme mohli pravouholnik P zvo-
lit D, _, sp6sobmi (okolnost, Ze prvok § je v P vynechany
a namiesto neho = pridany, je nepodstatnd; podet
latinskych pravouholnfkov typu 2 X (n — 1) s pevne
zvolenym prvym riadkom zrejme nezavisf od jeho prv-
kov — len od ich pod&tu). Vidime, Ze existuje prave
nD,_, pravouholnikov P, a teda aj P’ zostrojenych uve-
denym sposobom (Tahko sa presveddime, Ze vietky si
navzajom rozne).

Dalej nech .
Q='ll23...k—lkk—l—-l...n—ln]
91993 --- k1 T Gxs1 --- I On

je normalizovany latinsky pravouholnik tyfu 2 X =.
Priradme mu (a éfslu k) normalizovany latinsky pravo-
uholnik
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Q'=[1 23 ...k—1 k k41... n—1n n—l-I]
19:93 -« Te1 P+ 1 Qs -o- Gy 0 T
typu 2 x (n + 1). Cfslo ¥ moZno zvolit n spésobmi, pra-
vouholnfk @ moZno zvolit D, spésobmi. Teda @’ moZno
vybrat nD, sposobmi. (Opit sa Iahko zisti, Ze vietky
takto ziskané pravouholnfky @’ s navzajom rozne.)
Kazdy pravouholnik @’ je rézny od kazdého pravo-
uholnfka P’. Keby sa totiZ rovnali, museli by sa rovnat
ich posledné stipce, teda aj

(28) J=qk-

Dalej by sa museli rovnat tie stlpce v P’ a @', ktoré majt
v druhom riadku n + 1, teda

(29) ji=k.
Zo vztahov (28) a (29) vyplyva
Qe = k.

To je viak nemoZné, lebo potom by @ obsahovalo
v k-tom stlpci dva rovnaké prvky, & odporuje definicii
latinského pravouholnika.
Tak sme zostrojili
nD,_, + nD, = n(D, + D,_,) ‘
réznych normalizovanych latinskych pra.vouho.'inikov

typu 2 X (n 4+ 1). Aby sme teorému dokazali, staéi uka-
zat, Ze TubovoIny normalizovany latinsky pravouholnik

S=[1 23 ...n—1 n n+1]

8 83 85 ... In_y"  8n Snpy

typu 2 x (n + 1) sa rovna niektorému z pravouholni-
kov P’ alebo @'. To je v8ak jednoduché. V druhom riad-
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ku pravouholnika 8§ sa totiz mektory z prvkov s,, 8,, 83,
-y 8a_1, Sn, Spyy musi rovnat éslu n + 1. KedZe S je
latinsky pravouholnfk, neméZe 8n,; = n -+ 1. Preto
niektory 8, = n + 1, kde 1 < k < n. Potom § m4i tvar

S = [123 . k—1k k41 ... n—1 =n n-l—lJ

8,838 ... Sy NF1 Sy ... 8al1 8p Sy

Ak 8,,, = k, tak sa zrejme S rovné niektorému z pravo-
uholnikov P’. V opatnom pripade sa § rovné jednému
z pravouholnikov @’. Tym je teoréma dokazana.

Poznimka. Teoréma 5 ndm umoZiiuje postupne
vypoditavat hodnoty D,, ak vychiddzame z D, =1
a D, = 0. Tak dostdvame

Di=D+Dy=0+1=1,

Dy = 2(Dy + Dy) = 2(1 + 0) = 2,
Dy =3(Dy + Dy) =3(2+1) =9,
Dy =4(D,+ Dg) =49 + 2) = 44

atd.

Teoréma 5 ukazovala, ako moZno vypoéftat hodnotu
D,,, pomocou dvoch predchiddzajicich hodnét D,
a D,_,. UkdZeme si teraz, Ze na vypodet D, ,, ndm stadf
poznat D,, alebo, 6o je vlastne to isté, na vypodet D,
stadf Dy _;.

Teoréma 6 (L. Euler 1811). Pre ka#dé pmrodzené islo
n plati .

(30) D, = 2D,y + (—1)~.

Doékaz vzorca (30) vykondme indukciou. Pre™n = 1
(30) plati, lebo

1.Dg+ (—1)' = 1.1 4 (—1) =0 = D,.
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Predpokladajme, Ze je dané prirodzené ¢islo k a Ze (30)
plati pre n = £, t. j.

Dy = kDy_; + (—1)E,

. 1
Dokizeme, Ze potom (30) plati'aj pre n = k + 1. Pritom
pouZijeme teorému 5:

Diyy = kDy + kDy_y = kDj + Dy — (—1)~ =
= (k 4+ 1) Dy + (—1y+1)

8o sme mali dokizaft.

Vzorec (30) nim umoZiiuje velmi pohodlne postupne
vypoditavat &sla D,, D,, D,, ... pomocou predchidza-
jicich, pritom kladieme D, = 1. Tak dostavame

D,=6.Dy+1=6.44 + 1 = 265,
D, =17.Dy—1 =17.2656— 1 = 1854,
D,=8.D,+ 1 =8.1854 + 1 = 14 833,

D, =9.Dg— 1 =9.14 833 — 1 = 133 496.
Dy, =10.Dy + 1 = 10.133 496 + 1 = 1 334 961

atd. Existuje viak aj velmi zaujimavy vzorec pre D,,
ktorym nevypodéitavame tieto hodnoty rekurentne (t.j.
pomocou predchidzajicich), ale priamo. Uvedieme ho vo
forme d’a.léej teorémy.

Teoréma 7 (J. J. Weyrauch 1872). Pre Lazdi! celé
nezdporné &slo n plati : ,

1 1,1 1 L
o it g bt D H]'

Do6kaz vykoname indukciou vzhladom na n. Vzorec
(31) plati pre n = 0:

(31) D, _n(

ot —1. 2

0' .T:].:.Do.
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Predpokladajme, Ze je dané celé nezaporné é&islo k
a %e vztah (31) platf pre n = F, t.j. :
1 1 1 1 1
T et )

Dokazeme, Ze (31) plati aj pre n = k + 1. Podla teoré-
my 6 plati:

D,,=k![

Dieyy = (b + 1) Dy (—1p1 =
= e+ D Blgr— 7+ gr— gy e+ (D) +
= G DYt g — gt
g I ).
%o bolo treba dokizaf.

Priklad. Uréme podet normalizovanych, redukova-
nych a vietkych latinskych obdl#nikov typu 2 x 6 nad
mnoZinou {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Riesenie: Podla (31) dostdvame:

: 1 1 1 1 1 1
N2 6) =Dy =6(gr—+ gy —5r H 31—+
1
+6_!]=265' )

Podla (20) z teorémy 3 mame:

N(2, 6) = i—:R(2, 6) = 5R(2, 6),
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N(2,6) 265
5 5

teda
= §3.

R, 6) =

Podla (19) z teorémy 3 dostaneme:
L(2, 6) = 6! N(2, 6) = 720.265 = 190 800.

Zo vzorca (31) z teorémy 7 moZno odvodit za,u_]lma.vy
fakt, Ze é&fslo D, = N(2, n) sa priblizne rovn& ‘¢islu n!E,
kde

E = 0,367 879 441 171 442 321 595 5...

presnejsie, &¢islo »!E sa li8i od D, mene] nez o (n + 1),
Preto &islo D, mozno vypotitat tak, Ze vypoditame sidin
n!E (pri¢om é&islo E zaokrihlime tak aby malo za desa-
tinnou &iarkou o 1 desatinné miesto viac neZ mé é&islo
n! &slic a najdeme celé éislo, ktoré je najbliZsie k n!E.
Toto &islo bude prave D,. Napr.

5!E = 120.0,3679 = 44,148 = 44;
teda D; = N(2, 5) = 44.

10!E = 3 628 800.0,367 879 44 = 1 334 960,911 872 =
=1 334 961;

teda Dy, = N(2, 10) = 1334 961.

Kto pozni zaklady tedrie nekoneénych radov, lahko
odhali podstatu tejto podivuhodnej metédy. Spo&iva
v tom, Ze nekoneény rad

1 1
of u+m m+ﬂ_ﬁ

ma sidet E = e, kde
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287.

je zdklad tzv. prirodzenych logaritmov.

+ ..
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Cislo E = 0,367 879... mé v tlohe o stretnutiach
tento vyznam: predstavuje pribliZni hodnotu pravde-
podobnosti udalosti, Ze pri ndhodnom rozdeleni listov
do obdlok vSetky budii v nespravnych obilkach. Je
pozoruhodné, Ze této pravdepodobnost sa len velmi
malo menf s &islom n (poétom listov i obalok) a uZ od
n = 4 sa stile pohybuje okolo 37 %,. Napr. ak by sme 100
sekretdrok nechali potme roztriedit listy (kaZdej aspon
8tyri) do rovnakého poétu obdlok s adresami, mdZeme
otakavat, Ze asi 37 sekretirok di vietky listy do ne-
spravnej obalky!

Ulohu o stretnutiach (le probléme des rencontres) moz-
no zovieobecnit takto:

Dané je prirodzené &fslo n a celé &fslo %, pridom
0 < k < n. Treba uréif podet d,x spdsobov, ako moino
vloZit n listov do » obdlok s adresami (kaZdy list do jed-
nej obélky) tak, aby prave k listov bolo v nesprivnej
obalke.

Zrejme pévodny problém dostaneme pre k = n, takZe

Citatel, ktory chce porozumief nasledujicemu riese-
niu tejto dlohy, by mal vedietf, Ze &slo

n) an—1)(n—2)...(n—k41) n!
[k]_ 1.2.3...k “kl(n —k)!
udédva podet sposobov, ktorymi moZno vybrat k prvkov

(bez ohladu na ich poradie) z n danych prvkov — sii to
tzv. kombindcie k-tej triedy z » prvkov (bez opakova-

nia). Cslo (’;] (&taj n nad k) sa nazgva Eombinaéné Sislo

alebo binomicky koeficient.
Teoréma 8. Pre tubovolné prirodzené slo n a celé &slo
k, priéom 0 < k < n, plats:
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(32) dog = [Z] D,.

Dé6kaz. Vyberme z n listov k listov,.ktoré maji byt

v nespravnych obilkach. To mo?¥no urobit sposobmi.

n
(i
Ostatnych n — k listov dajme do spravnych obalok;
to moZno urobif jedinym sposohom. Ostatne nam k listov
a k obélok. Tie moZno rozmiestnit D; spdsobmi. Celkovy
potet mozZnosti dostaneme vynasobenim tychto &isel,

z &oho vyplyva (32).

Désledok. Pre lubovolné prirodzené &tslo n a celé Eislo k,
prifom 0 < k < n, plati:

n! 1 1 1 1
(33) dusx = 7 —-k)![ﬁ_l—! RECTIRNE TR
1
+ (—l)kk—!]-

Dékaz. PouZijeme najprv teorému 8, potom teoré-
mu 7:

n n! 1 1 1 1
dr = ()0 == o -
1 n! 1 1 1 1 .
ot ) =——(n_k)l(o—!—1—+2——wf"'+
1
+ (1P )

Priklad. 5 listov mo#no rozdelit do 5 obalok tak, aby
boli vetky v nespravnych obilkach,

d5_5 = ‘DB = 44
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sp6sobmi. Ak maji byt len 4 listy v nespravnych obal-
kach, je podet spdsobov podla (33):

51 (1 1 1 1 1

Podobne vypoéitame

5.3 = 20,
d“ = 10,
s = 0,
50 = 1.

Pre kontrolu vypoéitajme poéet vsetkych moZnych
rozmiestneni 5 listov do 5 obalok! Je to

ds.s + d5.4'+ ds.a + ds,z + d5.1 + ds,o =
=44 +45+204+ 10+ 0+ 1 = 120 = 5!,

&o sahlasi.

‘Poznamka. Pochopitelne, keby sme cheeli vypodi-
tat polet D, spdsobov, ako mozno vloZit # listov do »
obalok s adresami tak, aby prave k listov bolo v sprav-
nej obalke, stadi uvaZit, ze D, = dan_r, takie z (32)

vyplyva:
(34) -Dn.k = dn.n—k = (n 1 k] Dn—k == [Z] -Dn—k ’
kedze

) n ., _
(n_——k] = [ k]' Speclalne D, o=dpn=D,.

pres

Dalej z (33) dostaneme

(35) Dn.k = dn.n—k = -'I.
al(l 1 1 1 _ X
=wlor—wt st HEU )
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Cviéenia

7. Absolventi gymnézia usporiadali desat rokov po matu-
rite stretnutie, na ktoré prislo 20 byvalych spoluZiakov aj so
svojimi manzelkami. Kolkymi spésabmi mozno ich zoradit do
20 tanetnych pédrov tak, aby nikto netancoval 8o svojou vlast-
nou manzelkou ?

8. (Pokradovanie predoslého cvigenia.) Na, stretnuti bol
usporiadany aj srdieékovy tanec, pri ktorom boli taneéné piry
vyZrebované. Akd je pravdepodobnost, Ze v tomto tanci a)
netancoval Ziaden manzelsky pér; b) tancoval préve jeden;
c) prave dva; d) prdve tri; e) viac neZ tri manzelské pdry ?

9. Kolkymi spésobmi moZno rozostavit 8 vezi na Sachovnicu
tak, aby v ka?dom rade i stipci bola jedind veza? b) Ako sa
zmeni podet riefeni, ak naviac poZadujeme, aby na ,,diernej*
diagondle al—h8 nebola Ziadna veZa?

10. Z prikladu za doésledkom teorémy 8 vidno, Ze D, =
= ds = 44, Dy, = dy = 45. Ako moZno tento vysledok

zovBeobecnif ?

11, Néjdite reklii;entn}'r vzfah medzi R(2, n + 1) a R(2, n).
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