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2. kapitola

VYZNAM PRINCIPU
MATEMATICKE INDUKCE
PRO DEFINICE A KONSTRUKCE

V prvni kapitole jsme se zabyvali vyluéné pouZitim
metody matematické indukee pfi dokazovani matema-
tickych vét. Indukce je vsak dulezitym ndstrojem i pfi
definicich a konstrukeich.

Vzpomeiite si na tlohu 1, v niZ jsme dokazovali exis-
tenci jistého obarveni roviny, rozdélené piimkami na
tasti. Dukaz jsme provedli tak, Ze jsme obarveni piede-
psanych vlastnosti sestrojili. Pritom jsme vysli od obar-
veni v piipadé jedné piimky a popsali jsme, jak pro
libovolné piirozené &islo p z obarveni pro p piimek
dostaneme obarveni pro p 4+ 1 pfimek. Definovali jsme
tedy posloupnost obarveni {o0,} tak, Ze jsme piimo po-
psali jeji prvni &len, obarveni o,, a ddle jsme pro libo-
volné prirozené &islo p popsali, jak od obarvenf o, ptejit
k obarveni o,,,.

Konstruktivni charakter mély také dikazy provedené
v tlohdch 3 a 6. I tam jsme definovali posloupnost
objektii (déleni &tverch, resp. frankovani postovnich
zasilek) tak, Ze jsme popsali prvni ¢len a pak pomoci
p-tého &lenu &len (p + 1)-ty (pro kaZdé piirozené p).

UvaZujme jeSté posloupnost reilnych ¢isel {u,} za-
danou predpisem

u1:2’

2 < " .
Upyy = U5 — 3u, + 7 pro vsechna piirozend p.
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Podateéni éleny této posloupnosti jsou
U =2,

2
Up=uf—3u, +3=20—3.2+2=0,

ua=u§—3u2+-§=02—3.0+ 1 =1,

2 2
uy = Ui — 3u, —}—§: 12_3_1+_3_=_%,

2 432 4 1 113
Us =“?4—3“44—2:(—5]—3[—3]-!-?=TB,

atd.

Vsechny posloupnosti, o nichZ jsme se pravé zmfinili,
byly definovany obdobnym zpisobem. Symbolicky
muzeme takovouto definici posloupnosti {c,} zapsat
takto:

(A) C]_ = a,
(B) ¢p41 = P(c,) pro kazdé ptirozené p.

Zde (A) je pozadavek, aby prvni élen byl ¢; (B) pak sym-
bolizuje pfechod od p-tého k (p + 1)-tému &lenu, pfi-
temZ P oznaduje predpis, ktery pro kazdé pfirozené p
jednoznaénd vyjadtuje élen ¢,,, pomoci élenu c;.

Zdtraznéme, Ze pedpis P musi mit opravdu pro kazdé
¢, smysl. Tak naptiklad piedpis

5
V= — 3
__ P . .
Vpyy = 5 1 pro viechna pfirozena p
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nevyjadifuje élen »; pomoci &lenu v,, nebot postupné vy-
chazi v, = — ;, v, = —4, v, = —1 a zlomek
neni tedy definovin.

Vyznam principu matematické indukee spo¢iva v tom,
e zaruluje ,,spravnost’‘ definic typu (A) — (B). S jeho
pomoci totiz dokdZeme nasledujici vétu:

v+ 1

Existuje jedind posloupnost {c,}, jejit &leny vyhovuji
podminkdm (A) a (B).

Dikaz. Oznaéme M mnozinu vech pfirozenych é&sel n
takovych, Ze n-ty &len c, je podminkami (A), (B) jedno-
znadéné uréen. Podminka (A) jednoznaéné uréuje c, a tedy
1 e M. Piedpokladejme dile, Ze p € M, tj. &len ¢, je jedno-
znaéné uréen. Podminka (B) pak jednoznaéné vyjadifuje
dlen ¢, , pomoci ¢, a tedy c,., je také jednoznaéné urden,
¢ili p + 1 e M. Podle prinecipu (I)—(11I) je tedy M mnozi-
na vsech piirozenych &isel, coz jsme méli dokazat.

Daéle uvazujme posloupnost realnych ¢&isel {¢,} uréenou
podminkami
tl = 2,
(b2t 4t
A bttt ... + ¢,

pro vsechna pfirozena p.

Jeji éleny jsou

tl=2,
t, 2
b=4, =z~ b
; Lt 242 4
3T 4+t 24+1 3°
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b+ 2+ 3, 24244 24

t, = - _ 2
L+ b, + 2+1+% 13

atd.

Ta je definovana podle schématu

(0) ¢ =a,

(D) epy = Pley, €, ..., c,) pro kazdé piirozend p,

kde a je pfedepsany prvni élen a P je predpis, ktery pro
kaZdé ptirozené p vyjadfuje jednoznaéné (p + 1)-ty
élen ¢,,,; pomoci pfedchazejicich &lend ¢,, ¢y, ..., ¢,
,»Opravnost definic typu (C) — (D) zaruduje princip
matematické indukee ve tvaru (V) — (VI). Pomoci ného
bychom analogicky jako pfedtim ukazali, Ze existuje
pravé jedna posloupnost {c,} spliiujici podminky (C) —
(D).

Zabyvejme se nyni dal§imi dvéma posloupnostmi.
Jsou-li v prostoru diny dva body A, A’, poloime
B, = A, B, = A’ a pro kaZdé ptirozené &islo p necht
B,,, je stted tsetky B,B, ;. Tak je definovina posloup-
nost bodl {B,} (viz obrazek).

L L I M 4.
Bf 53 B5 BG B‘ Bz

Jak zndmo, af jsou koeficienty a, b, ¢, d jakakoliv
realna disla, ma rovnice

axd3 +bx2+cx+d=0

vidy alespoil jedno reilné fedeni. To ndm umoziiuje de-
finovat posloupnost realnych &isel {w,} takto:
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w, = 0,77, w, =—3,15, w; =1,02, w, = 15,60 a
w, .4 necht je pro kazdé piirozené ¢islo p nejvétsi z real-
nych feSeni rovnice

Wy g% + Wy, p2® + Wy + wp = 0.

Posloupnosti {B,} a {w,} jsou definovany podle sché-
matu

(E) ¢, =a, ¢ =a,, .., ¢=a,,
(F) ¢pyr = PlcpCpiqs -+ o5 Cpir—q) pro viechna ptirozena p.

(U posloupnosti {B,} bylo r = 2 a u {w,} r = 4.)
»Spravnost’ zde zaruéuje princip matematické indukce
ve tvaru (VII) — (VIII).

Ukdzali jsme si nékolik definic posloupnosti raznych
objekti, pii nichz byl kazdy ¢len (aZ na &leny podatedni)
urden pomoci &lent, které mu pfedchdzeji. Takovymto
definicim Fkame definice rekurentni a v riznych partiich
matematiky se s nimi ¢asto setkavame.

V dalsim textu budeme pracovat také s posloupnostmi

Ces Cry1s Crygy «oe

i pro r > 1. Nenf jistd nutno podrobné rozvadét, jak
rekurentni definice téchto posloupnosti souviseji s prin-
cipem (III) — (IV) a jeho analogiemi.

Uloha 11. Kruh je rozdélen na 2* vysedi (viz obrazek).
Viech n-cifernych ¢&isel, jez maji jen é&islice 1 a 2, je
také 2». Rozmistéte je po jednom do vysedi tak, aby se
¢isla v sousednich vysedich lidila jen v jedné &fslici.

Eedeni. V ptipadé n = 1 je kruh rozdélen na dvé vy-
sele, do jedné umistime ¢islo 1 a do druhé &islo 2. Bud p
plirozené &islo a predpoklidejme, %e jsme poZadovanym
zpisobem rozmistili do 27 vyse&i 2» p-cifernych &isel
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sloZenych z éislic 1 a 2. KaZdou z téchto vyseéi rozdéli-
me na dvé vysede. Do kaZdé z takto vzniklych 2r+!
vyseéi dame (p 4 1)-ciferné ¢islo, jehoz prvnich p &fslic

se shoduje s p-cifernym ¢&islem, které bylo ve vysedi pfed
rozdélenim, a (p 4+ 1)-td &islice bude bud 1 nebo 2 podle
schématu na obrazku. Kazdé ¢islo se nyni 1idi od svého
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2 wr

souseda z jedné strany v posledni é&islici a z druhé strany
v jedné z prvnich p &islic.

Tak jsme definovali (indukei typu (A) — (B)) pro kaz-
dé pfirozené ¢islo n rozdéleni, které vyhovuje dané pod-
mince. )

Vsimnéte si, Ze 8lo o tGlohu stejného typu jako byla
napf. dloha 1, rozdil je jen ve formulaci.

Uloha 12. Téznice a t&%i$té n-thelnika se definuji tak-
to: Pro n = 3 (trojihelnik) je téinice tsetka spojujici
vrechol se stiedem protilehlé strany. Tézisté trojihelni-
ka je pruseéik tézinic. Je-li p = 3 piirozené &islo, pak
téznice (p + 1)-tthelnika je tsetka spojujici vrchol
s tézistém p-ihelnika uréeného ostatnimi p vrcholy.
Té&zisté (p -+ 1)-uhelnika je spoleény bod vsech jeho
p + 1 téznic. Ukaite, Ze tato definice ma smysl.

Refeni. Smysl definice zarutuje princip matematické
indukce ve tvaru (III)—(1V), pokud m4 ovéem piedpis,
uréujici téZisté (p 4+ 1)-tthelnika pomoci té2ist p-thelni-
ki, smysl. Je nutno dokédzat, Ze téZnice se skuteéné pro-
tinaji v jediném spoleéném bodé.

Provedeme to matematickou indukei. Pro trojihelnik
je znamo, Ze tomu tak je, a Ze téZisté déli kazdou téznici
v poméru 1 : 2 (delsi dast je pti vrcholu). Predpokladej-
me, Ze p = 3 je ptirozené ¢islo a Ze pro vSechna p¥iroze-
na &isla k, pro néz 3 < k = p, je definovdno tézisté
k-idhelnika, a to déli kaZdou jeho téZnici v poméru
1 : (k— 1), pfiemzZ delsi dast je pfi vrcholu. Nyni do-
kazeme, Ze viechny téZnice (p + 1)-thelnika se proti-
naji v jediném bodé. K tomu zfejmé staéi dokazat, ze
kaZdé dvé sousedni téznice (tj. téZnice piislusné soused-
nim vrcholim) (p 4+ 1)-thecInfka se protinaji v bodé,
ktery je obé déli v poméru 1 : p, pfitemz delsi &ast je
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pfi vrcholu. UvaZujme tedy (p + 1)-thelnik 4.4, ...
A,A4,,, (sledujte obrazek) a dva jeho sousedni vrcholy
A,, 4,,, (timto oznadenim ziejmé neztratime na obec-
nosti).

Oznatme T, tézisté p-thelnika A,4, ... 45, Ty,
t6Ziste p- uhelmka A A,...4,a T’ t&2i5té (p — 1)-thel-
nika*) 4,4,... A,.

Bod T1 (resp. T,,“) lezi na useéce A,,, T’ — téinici
p-uhelnika A, ... 4,,, (resp. na tseéce A,T' — téinici
p-thelnika 4, ... 4,) a podle indukéniho predpokladu
plati

TT, T Ay, =TTy, : Ty d,=1:p—1.
Z toho je vidét, ze Ty, T,,, a T’ jsou tii rizné body
a Ze trojihelniky T,7'T,,,, A,,,T'A, jsou podobné
s pomérem p. Usedky A,T,, A,,,Tp,, maji spoleény
*) V piipadd p = 3 bude 7" stied strany A,4,.
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bod, oznatme ho 7. Trojthelniky 4,74,,, a T'7T,,
jsou podobné s pomérem p a proto

Ay T :Tp(ysT =AT:TT=p:1,
coZ jsme méli dokazat.
Vlastnosti rekurentnd definovanych posloupnosti se
dasto dokazuji metodou matematické indukece. Neni to

nic pfekvapivého — vidyt, jak vime, princip matema-
tické indukce stoji v pozadi rekurentnich definic.

Uloha 13. Posloupnost {f,} je déna ptedpisem
fl =1, fz =1,
fora = fo + fpe1  pro viechna ptirozend p.

Dokaite, Ze pro kazda dvé pfirozend ¢&fsla s, ¢ plati: Je-li
8 délitelno ¢, potom je téZ f, délitelno f,.

Eedent. Nejprve dokédZeme pomocnou vétu: Pro kazds
dvé pfirozena ¢&isla m, k plati

fm+k+1 = fok + f1n+1fk+1 .

Budeme postupovat indukef podle m. Pro m = 1 se po-
mocné véta redukuje na

fesa = fife + fofers = L fe + L. fenr = f + frsas

coz je podle definice posloupnosti {f,} splnéno pro kazdé
pfirozené k. Pro m = 2 nabude pomocni véta tvaru

fk+a = fsz + fsfk+1 = 1~fk + 2-fk+1 =
= fk + fk+1 + /k+1 = /k+z + flc+1 >
coz také plati.
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Bud r piirozené &islo a predpoklidejme, Ze pomocnd
véta plati pro m = r a pro m = r + 1, tj. Ze plati

fr+k+1 = frfk + /r+1fk+l

fr+k+2 = fr+1/k + fr+2fk+1 .

DokéazZeme, Ze pak platii pro m = r + 2. Seétenim obou
poslednich rovnosti dostaneme

fr+k+1 + fr+k+2 = /k(fr + fr+1) ‘I‘ flc+1(fr+1 + fr+2)-

Upravime-li obé strany podle definice, vyjde

fr+k+3 = fr+2fk + ff+3fk+l s

coZ jsme méli dokazat.

Pristupme k dikazu véty z tlohy 13. Predpokladame,
Ze s je délitelno ¢, tj. existuje pfirozené ¢&islo ¢ takové,
Ze § = !g. Budeme postupovat indukei podle g. Je-li
g = 1, véta trividlné plati, nebot pak s = ¢ a f, oviem
déli f; = f,. Bud nyni w pfirozené &islo a necht proqg = w
véta plati, tj. f.. je délitelno f,. DokaZeme, Ze také
frwsn je délitelno f,. Podle pomocné véty dostivame

fl(w+1) = flw+l = ,fhv—lfl + f(wfl+1 .

Vidime, Ze prvni séitanec je délitelny f, a druhy podle
indukéniho predpokladu také. Pravé provedena uvaha
vSak neplati pro ¢ = w = 1, nebot f,,_, nema smysl
(8len f, nebyl definovan). V tomto piipadé je vsak
fa = fL = 1a f,; je délitelno f,. Tim je dukaz proveden.

Posloupnost {f,}, se kterou jsme pracovali v tloze 13,
je tzv. Fibonacciova posloupnost. Ta ma fadu pozoru-
hodnych vlastnosti a hraje duleZitou ulohu v raznych
matematickych disciplinach. Studium Fibonacciovy po-
sloupnosti a uréitych jinych s nf dzce souvisejicich po-

a
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sloupnosti neni dosud uzavfeno. Vychazi dokonce spe-
cialnf dasopis, objemny &tvrtletnik Fibonacci Quarterly,
v némz jsou publikovany vyluéné nové vysledky z této
oblasti.

V dalsf dloze si ukaZeme vyznam rekurentnich definic
pro konstruktivni geometrii.

Uloha 14. Jsou dany dvé rizné rovnobéiky a, a’, pii-
rozené ¢&islo n a na primce a dva body A4, B. Sestrojte
pouze pomocf pravitka uvniti dseéky AB bod C, tak,
aby AC, :BC, =1 :mn.

Redeni. Bud n = 1. Zvolme bod S tak, aby nelezel
v pasu uréeném danymi rovnobézkami (sledujte obrazek).
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Oznatme A’ (resp. B') prisedik piimky SA4 (resp. SB)
s piimkou a'. Priiseéik pfimek AB’, A'B ozname O,
a prusetik pfimky SO, s pfimkou a (resp. a’) oznatme
C, (resp. C}). Z podobnych trojihelnikti dostévime
C,B_OB AB 84 CA
ci4" 0,4 AP sS4’ — CA’
a je tedy C,B = C,4, ¢ili C, je hledany bod.

Bud p ptirozené ¢&islo a pfedpoklidejme, Ze bod C,
déli tse¢ku AB v poméru AC, : BC, = 1 : p. Zvolme
bod 8 tak, aby neleZel v pisu uréeném danymi rovnobéz-
kami. Prusetik pfimky SA4 (resp. SB, SC,) s piimkou a’
oznaéme A’ (resp. B', C;). Pruseéik pifmek A'Cy a AB’
oznaéme O,,, a prusedik piimky 80,,, s piimkou a
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(resp. a’) ozname C,,, (resp. Cy,,). Z podobnych troj-
thelniki dostavame vztahy

Cy11Ch — C30,4. _ AC,

4C,, =~ 40, 4B’
AC,,, SA _ AB
A0, =84 T 4B

CouaCy _ A'Cpy _ ACp, |

4C,,, = BC,,, ~ BC,,

Z nich plyne
A0C,,,  AC, AC, 1

BC,., AB ~ AC,+ BC, 1+p
Popsali jsme rekurentné konstrukei takové posloup-
nosti bodu {C,} na usefce AB, %e pro kaZdé piiro-
zené &islo n je AC, : BC, = 1 : n. Jinych nistroju nez
pravitka neni p¥i konstrukecich zapottebi.

Uloha 15. Jsou dina realna &sla @ > 0, 4 > 0. Po-
sloupnost {z,} je definovana piedpisem

z, =4,
1 a v 312 v
Topy = & [x,, + ?] pro kazdé ptirozené p.
~ »

Dokaite, Ze tato posloupnost je konvergentni a jeji limi-
ta je Va.
Reseni. Je vidét, %e x, # 0 pro viechna piirozens n

a definice ma tedy smysl. Pro ka?dé pfirozené n déle
plati

- 1 —
:c,.ﬂ—l/a =§[z,.—l— zn] Va —__l_/ﬂ)_z_ =0

2,
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1 a 2 —a
Tp—Tpyy = Ty _"2' [xu + x_] = _217 .
n n

Z prvni nerovnosti plyne, Ze pro vSechna n = 2 je
T, = Va; posloupnost {z,} je tedy zdola omezend a pro
vSechna n = 2 je (z druhého vztahu) z, = z,.,, ¢ili po-
sloupnost {x.} je (aZ pfipadné na prvni élen) nerostouci.
Podle znamé véty je tedy posloupnost {x,} konvergentni,
Jeji limitu oznaéme L; podle toho, co jsme uZ zjistili,

jeL = Va_. Posloupnost {z,,,} *) konverguje oviem také
k limité L. Posloupnost {% [x.,, + a ]} konverguje k li-

Ln

mité % L+ %—] a pritom je vzhledem k rekurentni

definici totoZna s posloupnosti {x,.,}**). Plati tedy
1 a
L= E[L + T]

I =a.

¢ili

Vzhledem k tomu, co uz vime, je L = |/a. Tim je dikaz
proveden.

Pravé dokazané vlastnosti posloupnosti {z,} lze vyuzit
k praktickému vypoétu Va. Dejme tomu, Ze je ddno
kladné éislo @ a malé kladné &islo ¢; mame vypodist é&islo
Va tak pfesné, aby chyba nepfesahla ¢. Zvolime d&islo
A > 0, polozime z, = A4 a postupné poéitame dalsi
tleny posloupnosti {x,}. Podle definice limity posloup-

*) Posloupnost {z,,,} jo posloupnost {y.}, kde ¥, = =,,, pro
viechna pFirozond p.
**) AZ na prvni &len.
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nosti existuje index n, takovy, Ze pro viechna n = n,
je | za —Va, | < e._()len z,, a vSechny nasledujicf &leny
jsou tedy rovny Va, s chybou mensi neZ ¢; mazeme tedy
ukondit vypodet; jakmile dojdeme k dostatetné velké-
mu indexu, a pfisludiny é&len je hledany vysledek. Na-
skyta se viak otazka, jak v praxi pozname, Ze jsme uz
dospéli k dostatednd presné hodnoté. Podle vyjidreni
odvozeného na zadatku fefen{ Glohy je vSak pro vsech-
na n

Tyt — VE =

(@a—Ya) _ (2. —Va) @+ Va) _
2z, = 2z, -
= :E,. - xn+1 .
Budeme-li potitat éleny tak dlouho, nez se dva po sobé
nasledujici ¢leny budou li§it méné nez o ¢, bude posledn{

vypodteny ¢len dostatedné blizko k VE. Vypolet bude
probfhat podle schématu

Yy ie rovno VE
s chybou mensi
ne: €

Podotknéme jesté, Ze v praxi nebudeme éleny posloup-
nosti {z,} poditat pfesnd, ale jen na urdity podet mist
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(samoziejmé alespon na tolik, na kolik mist chceme
dostat odmocninu). Da sc ukizat, Ze chyby zphsobené
zaokrouhlovanim nebudou mit na vysledek podstatny
vliv,

Zbyva jesté vyjasnit, jaky vliv na prubéh vypostu
bude mit volba é&isla A. Je vidét, Ze bude-li se 4 velmi
lisit od Va, bude nutno k tomu, aby se doslo k nalezité
presnému vysledku, poéitat vice &lenti posloupnosti {z,},
neZ v piipadé, kdy se 4 a Va prilis liSit nebudou. Aby-
chom si uset¥ili praci nebo naklady na provoz poéitade,
budeme proto volit 4 tak, aby se od Va piilis nelisilo.
V ptipadé, kdy napi. pfipravujeme program sloZitéjsiho
vypodtu, béhem néhoz se nejprve vypodte jakési &islo,
které nedovedeme piedem odhadnout, a to se teprve
pak bude odmociiovat, bude vhodné polozit tfeba A = a.

Podobné procesy, zaloZené na postupném vypoétu ko-
neéného podtu ¢leni rekurentné definované posloupnosti,
se v numerické matematice hojné pouiivaji a fikd se jim
iteraént procesy.

Uloha 16. Uréete, kolika zpiisoby lze rozd&lit konvexn{
n-thelnfk na trojihelniky jeho thlopti¢kami, které se
uvnitf ného neprotinaji.

Reseni. Pripomenime si, co jsme dokazali ve cvig. 13h):
Maximalni podet dhlopii¢ek konvexniho n-tihelnika, kte-
ré se uvnit ného neprotinaji, je n-3. Takové dhlopiitky
ho déli na »-2 trojihelniky.

Na obrazku je étrnicti riznymi zpisoby rozdélen po-
psanym zpusobem Sestitihelnik.

Nasim ukolem je najit podet (oznadme ho ¢,) viech
takovych déleni n-thelnika. Ziejmé ¢, = 1. Bud p = 3
piirozené éislo a bud din konvexni (p + 1)-ihelnik
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AA, ... A, Buddile 3 <k < p + 1 a uvaZujme,
v kolika délenich je obsaZen trojahelnik A4,4,4;. Pro
k = 3 (resp. k == p + 1) je jich zfejmé pravé tolik, koli-
ka zptsoby lze rozdélit p-uhelnik 4,4, ... 4,,, (resp.
A,A, ... A,4y), totiz t,. Pro 3 < k < p + 1 je jich tolik,
kolika zplsoby lze zkombinovat déleni (k — 1)-dhelnika
A,A, ... Ay s délenimi (p — k + 3)-1’1he]niku AA, ...
Apiq, totiz f_jby 1, Kazdé déleni (p 4 1)-thelnika
A\ A, ... Ay, obsahuje pravé jeden trojuhelnik, ]ehoz
]edna, strana je A4,4,, je proto

t1’+1 = tl’ + tatl’—l + titp—2 + e + tp—2t4 + tp—lt’a + tp

pro viechna piirozend éisla p = 3. Tento vztah spolu
s podminkou t, = 1 definuje rekurentné posloupnost
{t.} = {ts, %, ...} a umoZiiuje postupné potitat jednotli-
vé &leny této posloupnosti:

ty =1,

bh=1t3+ 13 =2,

by =1ty + tals + 1, = 5,

tg = b5 + bafy + Uifs + 15 = 14,

b = tg + babs + buby + bsls + Lg = 42

tg = by + bybs + tebs + L5ty + gy + 6 = 132

atd. (Viimnéte si, Ze na obrizku byla vSechna délen{
Sestidhelnika.)

Mohli jsme postupovat jesté jinym zptsobem:
Ozna&me vy potet viech déleni, ktera obsahuji tuhlo-
pticku 4;A4,*). Setteme-li viechna &fsla vy (pro viechny
uhloptitky), dostaneme vzhledem k tomu, Ze v kazdém
déleni je obsazeno pravé (p + 1) — 3 = p — 2 tihlop¥H-

*) Tj. A;A; je stranou ndktorého z trojihelnikt vzniklych
délenim.
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dek, (p — 2)-ndsobek podtu vsech déleni, tedy é&islo
(p — 2)t,,,. Pro kazdé 3 < k < p je vix = tibp_ya
nebot thlopiitka 4,4, rozdéluje (p + 1)-Ghelnik
AA,...A,,, na k-uhelnik 4,4, ... Ayana(p—Fk + 3)
-thelnik A;Ag,y ... 45,1 A,. Soudet viech &isel vy, (pro
viechny dhloptitky vychazejicf z vrcholu 4,) je tedy

Vig+ Vit oA Vpa 0y =
=tyt, + batpg oo A+ byats + by .
Stejné vyjde soudet i pro uhlopiicky vychazejici z ostat-
nich vrcholi. Soudet vSech éisel vy (pro vSechny thlo-
ptitky) bude tedy (s pfihlédnutim k tomu, Ze kaZda
uhlopiitka spojuje dva vrcholy) roven

l
p+ (aty A by A o tyats E b)

Posloupnost {t:} je tedy definovana také predpisem
ty =1,

1
t,,+1=2(pL(tt F bty & ... + 4ts) Pro p = 3.

Porovname-li obé rekurentni definice téZe posloupnosti
{ta}, zjistime, Ze pro kaZdé pfirozené n > 3 je

n

b = gy (afns + febna + oo+ laa) =

n
= o —3) (tnyr — 2t0)

a odtud
22n—3)

bpyp = ————=1,.
n+1 n n



Posledn{ vztah plati i pro n = 3 (nebot {, = 2) a spolu
8 podminkou ¢; = 1 je dalsi rekurentni definici posloup-
nosti {£,}. Ta je podstatné jednodussi nez obé definice
predchézejici a nadto umoziuje snadno odvodit vyjadre-
nf n-tého élenu ¢, pomoci jeho indexu =, toti
1.3.5... (2n — 5)

(n— M) ’
To lze dokazat metodou matematické indukce a dale
pak upravit na elegantnéjsi tvar, napt.
' .- 1 2n —3
" 2n—3 [ n—2)

t, = 2072

Cviteni

1. Udejte feSeni tlohy 11 pro n = 4.

2. Sestrojte t&%i5té daného Sestiihelnika.

3. T&zidt8m 1isetky jo jeji stfed. Uvddomte si, jak to zapadd
do rekurentni definice t8%iSté n-thelnika.

4. Je dén (n + 1)-uhelnik 4,4, ... 4,,,,. Oznagme O, t&ziité
n-uhelnika 4,4, ... 4,.,, O, té2i8t8 n-uhelnika 4,4, ...
oo Ay oo, O, t62i8t& n-thelnika A4, ... 4,.
Dokatite, 2e (n+ 1)-tihelniky 4,4, ... 4,,,,, 0,0,...0,,,
jsou podobné.

5. Dokazte, Zze pro kazdé pfirozené &islo n plati pro &leny
Fibonacciovy posloupnosti {f,} definované v uloze 13
a) fafair = f} +f: + ..o+ S
b)f"l+l *.fnfnu = (—)*

6. Dokazte, Zc pro ka%dé prirozené &islo n plati pro n-ty &len
Fibonacciovy posloupnosti

e ()
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7.
8.

9.

fa

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Vyfeste cviteni 5b) pomoci vysledku cvigeni 6.

Urdete, kolik existuje riiznych vlajek sloZzenych z n vodo-
rovnych stejnd Sirokych &ervenych a bilych pruhu tak,
20 24dné dva bilé pruhy nejsou vedle sebe.

Dokazte, Ze pro kazdé prirozené &islo n plati pro &leny
Fibonacciovy posloupnosti {f,} vyjddieni

(VTN )

n_
kde m =

1
pro lichd n a m = % — 1 pro sudéd n.

Jak to souvisi se cvidenim 8?

Je déna tisetka A B a ptimka a || AB. Sestrojte jen pomoci
pravitka na usetce 4B bod C tak, aby AC: BC =1: 4.
V iloze 14 jsme sestrojili bod C,, ktery délil isetku AB
v poméru AC, : BC, = 1 : n. Sestrojte je§téd n — 1 daldich
bodu této tsetky tak, aby ji spolu 8 bodem C,, rozdélovaly
na n + 1 stejnych &dsti. PouZijte pfitom jen pravitka
& dané rovnobézky s tsetkou 4 B.

Rozdélte danou tsetku AB na &étyfi stejné dfly pomoci
pravitka a dané rovnobdzky s usetkou AB.

Spodtéte l/2 na &tyfi desetinnd mista pomoci posloupnosti
{z,} definované v iloze 15,

V8imnéte si, %e pokud A, a jsou kladné raciondlni &fsla,
jsou viechny &leny posloupnosti {z,} z Glohy 15 raciondlni
&isla, zatimeo je)i limita muZe byt &islo iraciondlni.

1
Bud @ > 0. UvaZujme funkei f(z) = Y [z + 1] v inter-
z

valu (0, + o). Dokazte, e pro &leny posloupnosti {z,}
z tlohy 15 plati

Taa =fU(C. .. (f(4)) ...)
(vpravo je n-krét slozend funkce f).



16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Dokaite, Ze pro ¢leny posloupnosti {x,} z ulohy 15 plati
Tars— o _ [ A—]a ]2"
et Vo Catfa

Odvodte odtud, Ze {z,,,} jo omezeni a nerostouei posloup-

nost konvergujici k limité Va .
Jsou déna kladné ¢gisla a, A. Posloupnost {y,} je reku-
rontnd definovdna piedpisem

=4,

1
Ypr1 = ry (23/,, + i,] pro viechna piirozend p.
. Yp

3 -—
Dokaite, Zo posloupnost {y,} konverguje k limitd Va .
3

Spoététo VE na étyfi desetinnd mista podle pfedchézejici-
ho cvideni.

Urdete, kde so pii FeScni ulohy 16 vyuzilo pfedpokladu
o konvoxnosti n-thelnika.

Spoététe &islo ¢,, z ulohy 16 pomoci viech &tyi definic
a porovncjte jejich vyhodnost pro prakticky vypodet.
Na kruinici je déno 2n navzdjem riznych bodd. Uréete,
kolika zptisoby je lze po dvou pospojovat n tétivami tak,
aby se uvniti kruZnice neprotinaly.
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