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I1I. KAPITOLA

MATEMATICKA ANALYZA

Znate jisté pojem funkce a vite, jak se kresli grafy
funkef. Dalo by se fici, Ze modernf matematika vznikla
tehdy, kdyZ se zadalo uiivat tohoto pojmu a zadaly se
systematicky studovat funkce pomoci diferencidlntho
a integralnfho podtu. Zadali s tim G. W. Leibniz (1646—
1716) a I. Newton (1643—1727). (Ano, byl to ten s tim
padajfcim jablkem.) Zavedeni pojmu funkce bylo vlastné
nd¢im zisadnd novym v matematickém mysleni —
zataly se zkoumat proménné velidiny a jejich vzdjemna
zavislost. To mélo ovSem podstatny vliv i na rozvoj
fyziky. _

Odvétvi matematiky, které se zabyvi zkoumanim
funkef, se nazyva matematicka analyza. Nazyva se tak
proto, Ze analyzuje vztahy mezi jednotlivymi promén-
nymi veli¢inami.

Zékladni pojmy matematické analyzy jsou limita,
derivace a integral. O limitd jste uZ néco slyseli, alespoii
o limit& posloupnosti. Derivovat ani integrovat se zde
uéit nebudeme, v takovéto kniZce by to nemélo smysl.
UkédZeme si véak v dalsich odstaveich alespoil principy
téchto ikoni.

Analyza se oviem nezabyva jen funkcemi jedné pro-
ménné, ale studuje i funkce vice proménnych; tyto pro-
ménné mohou nabyvat i imaginarnfch hodnot. Jednim
odvétvim matematické analyzy je funkciondlni analyza,
kterd zkoumé pojmy ponékud obecnéjsf ne% funkce, a to
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funkcionaly a operatory. U nich proménné nemusejf
nabyvat é&iselnych hodnot, ale jejich hodnotami mohou
byt i jiné matematické objekty, napfiklad samotné
funkce. Jinym zobecnénim pojmu funkce je pojem
distribuce, kterym se zabyvé teorie distribucf — rovnéz
soudsst matematické analyzy. S integrédlem souvisf i po-
jem miry, to jest jistého zobrazeni, ktera danym mno#Zi-
nam pfitazuje néjaka reilns éisla, kterd jaksi charakte-
rizuji velikost této mnoZiny. P¥ikladem miry je délka
tselky, obsah obrazce nebo objem télesa. Pojmem miry
se zabyvé teorie miry.

Vyznamnym odvétvim matematické analyzy je teorie
diferencidlnich rovnic. Jsou to rovnice, v nichZ nezndmé
neptedstavujf ¢isla, ale funkce; v téchto rovnicich se
objevuji derivace téchto funkef. Tato teorie je nepostra-
datelna pro fyziku a techniku. Podobnd exwtu;i i rov-
nice diferenéni a rovnice mtegra.lni

Tato kapitola bude pomérné kratka. Nem tomu tak
proto, Ze by autor podcefioval vyznam matematické
analyzy, ale proto, Ze je tézké sdélovat vam zajimavosti
z tohoto oboru, dokud jste nezvladli derivovani a inte-
grovani. Nioméné doufam, Ze i to mailo, co bude zde
uvedeno, vdm pomuZe udélat si alespon néjakou pied-
stavu o oboru, 8 nfm# se na zaditku vysokoskolského
studia jestd dost a dost natrapite,

DERIVACE

Derivace funkee y = f(x) je definovina jako limita
lim l(x + h) —f(Z) ,

h-0 h

kde % je urditd pomocné proménné. Samoziejmé na
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prvni pohled neni jasné, proé se to definuje pravé takto
& jaky to ma vyznam. UkaZme si to na dvou piikladech
— jednom fyzikalnim a jednom geometrickém. =-w= n>gy

Néjaké téleso pada volnym padem; vime, Ze jeho drdha

v &ase ¢ je dana vzorcem § = —;— gt?, kde g je gravitadni

zrychleni. Vezméme dva dasové okamziky ¢t a ¢t + &, kde
h >0, a spoltéme prumérnou rychlost télesa mezi
témito okamziky. Za dobu mezi okamziky ¢ a ¢ - & urazi

téleso drahu 4ds =—;— gl(t + h)® — 2], sasovy rozdil je
h, tedy prumérné rychlost je

4 1
=TS=?9(2t+h)-

Bude- se hodnota % stile pfiblizovat k nule, bude se
v bliZit k hodnote, kterou dostaneme tim, Ze do vyrazu
za h dosadime nulu. Tato hodnota gt je tedy limitou
v pro h blizici se k nule a je to okamZita rychlost v oka-

miiku . A je to také derivace funkce 8 = —;—gt’.

Mohli bychom se ptat, jaky m4 vlastné smysl vypoéi-
tavat okamzitou rychlost. Vyznam to mé; v p¥pads vol-
ného pidu sice tézko miZeme piedpoklidat, Ze by nahle
pkestala pusobit gravitace, ale pokud pohyb vyvolavad
néjaks jina sila, miZeme si pfedstavit, Ze v urditém
Sasovém okamZiku tato sfla prestane ptisobit. Co udéla
téleso? Pokraduje v pohybu tak, Ze tento pohyb je
rovnomérny pfimodary a jeho rychlost je rovna okamzité
rychlosti v okamzZiku, kdy sila pfestala pisobit.

Nynf si pfedstavme graf funkce y = #3; vime, Ze je to
parabola na obr. III.1. Chtéli bychom napsat rovnici
tedny k této parabole v bodé [z, 23], kde z, je néjaké
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realné &islo. Pottebujeme pfedevsim znat jeji smérnici,
to jest tangens dhlu, ktery tato piimka svira s kladnou
poloosou osy z. Pokud bychom misto tedny méli seénu,
vypodetli bychom jeji smérnici snadno. JestliZe tato
seéna protind parabolu v bodech [z,, 22, [#;, 7], je jeji

o/ X
Obr. I1L.1

smérnice rovna (x? — x3)/(x, — z,) = 2o + z,. JestliZe
se tislo z, bliZi k d&fslu z,, pak tato hodnota se blizi k 2z,
a selna se bliZ{ k tedné v bodé [z,, 23]. A skuteéné 2z,
je smérnice tedny v bodé [z,, z&]; plati to pro libovolné
Zo. A rovnéi funkce y = 2x je derivacf funkce y = 2.

Smarnice tedny ke grafu funkce vlastné udava uréitou
miru stoupani (popfipadé klesini, je-li zdporna) funkce
v ‘okoli pFisluiného bodu. Je to néco podobného, jako
kdy% stoupime na néjakou horu. Cim vt dhel svird
tedna k trajektorii naseho pohybu s vodorovnou rovinou,
tim strméjéf je naSe stoupéni.
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Podobné jako je rychlost derivaci drihy podle &asu,
je napfiklad zrychlenf opét derivaci rychlosti podle
tasu. Derivaci se da vyjadrit dhlova rychlost, okamzity
pritok néjaké kapaliny potrubim, hustota v daném
bodé nehomogenni tyde a podobné&; obecné tedy urdita
mira zmény hodnoty funkce. Odvétvi matematické
analyzy, které se zabyva derivacemi, se nazyva diferen-
cidlnf podet.

NN
AN

0 X, 0

Obr. III.2 Obr. III.3

INTEGRAL

Vratme se opét ke grafu funkce y = 22. Zajimal by nés
obsah obrazce vysrafovaného na obr. II1.2. Zkusme si
jej nejdfive vyjadtit ptibliznd. Usetku spojujici posatek
O 8 bodem osy « o soufadnici z, rozdélime na n shodnych
lsedek a nad kaZdou sestrojfme obdélnfk, ktery ma je-
den vrchol na parabole; na obr. IIL.3 je to znizornéno
pro n = 6. Vypoétéme obsah obrazce, ktery je sjedno-
cenfm téchto obdélnikd. Vidy jedna strana kaZdého

62



2t
obdélnika mé délku —>, druha strana ma délky
472 922 (n — l)’ 22
nt 2 n?
pro j od 1 do » — 1. |Obsah sjednoceni vSech obdél-
niki je tedy

P,.=:::[ e s

=_n_2[12 + 24 ...+ (n—1).

Existuje vzorec, ktery Fika, Ze soudet druhych mocnin
piirozenych &fsel od 1 do = je roven% n(n + 1) (2n +
=+ 1); tedy

xo

Po=2n—nn—1)="22 (2__+ ]

Cim vétdf vezmeme 7, tim vice se bude rozdil mezi
obsahem zkoumaného obrazce a obsshem sjednoceni
obdélnikd pFiblizovat k nule. Zlomky, v nichz je ditatel
konstantni a jmenovatel je roven mooniné n, se budou

blizit také k nule. Tedy obsah naseho obrazce je % 3.

Rekneme, Ze vyraz % z3 je urditym integralem funkce
y = z? od 0 do x, a pifeme

Toto je tedy princip integrovédni. Urdity integril se
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zpravidla nepoditi pfimo jako takovéto limita, ale
existuji jiné zpisoby jeho vypoétu. Zpravidla se podits
pomoci takzvaného neurditého integralu; hleddni ne-
urditého integralu je v jistém smyslu opakem derivo-
vani. Neurdity integral dané funkce je mnoZina vSech
funkei, jejichz derivaci je dand funkce. Tim se viak
zabyvat nebudeme.

Poznamendme jenom, Ze vypolty obsahd obrazcd
ohraniéenych kfivkami jsou jen jednou z mnoha aplikaci
integralu. Stejné jako derivace, ma i integrdl veliky
vyznam ve fyzice. Podobné jako ndm derivace umoZiuje
napifklad uréovat rychlost obecného (tedy nikoliv nutné
rovnomérného) pohybu, miieme pomocf integrilu
napfiklad vyjadiit praci vykonanou silou, kterd se ménf;
jako pfi vypotétu rychlosti nerovnomérného pohybu
nevystadime s prostym délenim, ani zde bychom ne-
vystadili s prostym nasobenim. Existuji rizné typy
integrald; odvétvi matematické analyzy, které se jimi
zabyva, se nazyva integrilni podet. Diferencidlni
a integralni podet se nékdy souhrnnd nazyvaji infinite-
zimalnim podétem.

SOUCET DRUHYCH MOCNIN
PRIROZENYCH CISEL

V predeSlém odstavei jsme narazili na vzoree pro soudet
druhych mocnin pfirozenych &isel od 1 do »n. Jak se da
takovyto vzorec odvodit ¢

Zname vzorec pro soudet pfirozenych é&isel od 1 do »;

tento soudet se rovna %n(n + 1). Je tedy vyjadien

mnohoélenem druhého stupné proménné =.
Zkusme, zda by se nedal souéet druhych mocnin pfi-
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rozenych ¢&isel od 1 do » vyjad¥it jako mnohoélen t¥ettho
stupné, tedy ve tvaru

s(n) = an® + bn® + cn + d.

Musf samozfejmé byt
s(1) =1

a déle rozdil s(n) — s(n — 1), tedy rozdil mezi soudtem
druhych mocnin pfirozenych &fsel od 1 do = a soudtem
druhych mocnin pfirozenych &isel od 1 do » — 1 pro
libovolné », je samoz¥ejmé roven n?; tedy

8(n) — s(n — 1) = nd,

Pokud se onen soudet skutedné da vyjadtit tak, jak
pfedpoklddéme, je tedy

a+b+c+d=1,
an® 4 bn? + cn + d —[a(n — 1)® 4
+ b(n — 1) + ¢(n — 1) + d] = nt.

Druhou rovnici miZeme upravit na tvar
(3¢ —1)n?+ (20— 3a)n+a—b+c¢=0.

Pokud by bylo 3a — 1 # 0, byla by to kvadratickéd
rovnice pro neznidmou » a méla by nejvyse dva rizné
kofeny. Pokud by bylo 3¢ — 1 = 0 a 2b — 3a # 0, byla
by to rovnice linedrn{ a méla by jen jeden kofen. Kdyby
bylo3¢a—1=0,20—3a =0,a—0b 4 ¢ # 0, pak by
rovnice prosté neplatila pro 24dné n. My viak potfebu-
jeme, aby rovnice platila pro viechna (nebo alesporii pro
viechna pfirozend) éisla n. To je moZné jen tehdy, kdyZ
se viechny koeficienty v této rovnici rovnaji nule, tedy

da—1=0,
2b—3a =0,
a—b+e¢=0.
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Je to soustava tfi rovnic o ttech nezniamych a, b, c; jeji
. 1 1 1 .
feseni je a = 3 b= 2 c=%" Dosadime-li do rov-

nice
at+b+t+c+d=1,
dostdvdme d = 0. Je tedy

LIRS SIS SR 3

8(n) = 3 + g ™ + gn= 6n(n+1)(2’n—|—l).
Protoze s(1) =1 a s(n) — s(n — 1) = n? pro kazdé =,
jde skute¢né o soudet druhych mocnin pfirozenych &isel
od 1 do n.

Na tomto vzorei jsme si ukazali, jak vypadd obvykle
postup védecké prace v matematice. Z analogie jsme
usoudili, Ze by mohlo jit o mnohoélen t¥etiho stupns;
samoziejmé zpoddtku jsme si 8 tim nemohli byt jisti.
Zkusili jsme, zda existuje mnohoélen tfetfho stupné
8 pozadovanymi vlastnostmi, a zjistili jsme, Ze existuje.
Takto skuteénd postupuji matematikové ve své praci,

vvvvv

ACHILLEUS A ZELVA.ANEB
NEKONECNE RADY

Bajeslovny fecky hrdina Achilleus mél pfizvisko ,,rychlo-
nohy*. S jeho jménem se spojujc jeden zajimavy para-
dox, jimZ se zabyvali starofeétf filozofové.

Achilleus pronéasleduje Zelvu; samozfejmé béii pod-
statné rychleji neZ ona. NeZ vSak ubéhne Achilleus
polovinu vzdalenosti, ktera ho déli od Zelvy, Zelva pfece
jen néjakou vzdilenost urazi. Pak tedy Achilleus opét

ubéhne polovinu vzdilenosti, kterd zbyva mezi nim
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a Zelvou; Zelva opét kousek popoleze. Takto bychom
mohli pokradovat v téchto uvahich do nekoneéna,
tudiz Achilleus Zelvu nikdy nedohonf.

Prakticky je ovSem jasné, Ze Achilleus Zelvu dohonf.
Jak to tedy vysvétlime ?

Paradox spolivd v tom, Ze zde méme nekoneény
podet dasovych tsekl — za kaZdy takovyto tsek Achil-
leus vidy zdold polovinu vzdalenosti, kterd ho déli od
Zelvy. Kazdy tento tsek ma délku, kterou lze vyjadrit
kladnym é&islem; celkovd doba Achilleova béhu je pak
souttem viech téchto &isel. Zdilo by se, Ze soudet
nekonednd mnoha kladnych é&fsel nemize byt koneénym
¢islem; kdy?Z se na to podivame bliZe, zjistime, Ze muZe.

Vezméme si dsetku 4,B délky 1 a vyznadme na nf
body 4,, 4,, 4,, ... tak, %e bod 4, pro libovolné pfiro-
zené j je ve vzdilenosti (27 — 1)/2/ od bodu A, Usedka

4,4, mé tedy délku % , Gisetka 4,4, mé délku % a tak
déle; obecné tusedka A;_;A4; pro kaZdé pfirozené § ma
délku % Sjednocenim viech téchto tsefek je usedka

A,B bez bodu B; pfitom libovolné dvé z nich majf
nejvyse jeden spoleény bod. Bude tedy zcela pochopi-
telné, kdyZ prohlisime, Ze souttem viech mocnin &fsla

5 jejichZ exponenty jsou pfirozend &sla, je &slo 1.
Vyraz
a+a;tay+a+ ...,

kde a, pro vSechna pfirozené » jsou &fsla, nazyvdme ne-
koneénou fadou. Pro ka%dé ptirozené n vyraz

Sh=a,+a+ ... +a.
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nazyvime n-tym &istednym soudtem této nekonedéné

Fady. JestliZe posloupnost {8,}s—1 mé koneé&nou limitu s,

nazyvame tuto limitu souttem dané nekoneéné fady.
Pripomenme si, co je geometricka fada. Je to fada

a, +ays+ay;+a;+ ...

té vlastnosti, Ze podil a,.,/a, je konstantni; oznadujeme
jej ¢ & nazyvame kvocientem geometrické Fady. Jde
tedy vlastné o fadu

a+ag+ag+ag+ ...
Vime, Ze n-ty &astedny soudet této Fady je

(1 —q") .
1—g¢q

Jak to vypadd s limitou posloupnosti éisteénych
soudtti? Pfedpokladejme a, 7 0; kdyby bylo a, rovno
nule, méli bychom ¥adu sloZenou ze samych nul a jeji
soudet by byl samozfejmé roven nule. Je-li |g| > 1, vy-
raz ¢* nemd koneénou limitu a nema ji tedy ani s,;
v tomto piipads tedy soudet geometrické Fady neexistu-
je. Je-li ¢ = 1, pak viechny é&leny Fady jsou stejna ne-
nulovéd é&isla a jeji soudet ovSem také neexistuje. Je-li
q¢ = —1, pak s, = a, pro liché n a 3, = 0 pro sudé =,
tedy posloupnost {s,.}f,°=1 rovné? mnema limitu. Je-li
lg| < 1, pak posloupnost {g,}n~1 mé limitu 0 a soudet
tady je

=0 +ag+ ... tagt=

1 1 1 1 . e
Rada—2-+T+?+—1€+ ..., o niZ jsme mluvili
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na zaddtku, je geometrické fada. Méme a, = %, qg=
= —;— , tedy skutefns s = 1.

Samoziejmé i jiné Ffady neZ geometrické mohou mit
konedny soudet. K tomu, abychom zjistili, zda tento
konedny soudet existuje, miZeme pouiit d’Alembertova
kritéria; nazyvé se podle J. L. R. d’Alemberta (1717—
1783). Mame-li fadu

@ +a+azta+ ...,

zkouméme limitu podilu @,,,/a,. Je-li tato limita v&tsf
neZ —1 a mensf nez 1, soudet Fady existuje; je-li vétsi
nez 1 nebo mensf nez —1, soudet neexistuje. Je-li limita
rovna 1 nebo —1, kritérium nidm nepomsha, protoZe
konedny soudet miiZe existovat, ale také nemusi. Tak
napfiklad u fady

1 1 1
1+T!+2—!+ﬁ+

tato limita je rovna nule a fada ma konedny soudet;
je to Eulerovo é&islo ¢, 0 ndmzZ si povime dale.

Podivejme se nyni na fadu sloZenou z p¥evracenych
hodnot pfirozenych &isel

1 1 1
1445+ + -

Rikdme ji{ harmonické ¥ada. D’Alembertovo kritérium
nim u ni nepomiZe; zminénd limita je rovna jedné.
Zdalo by se, Ze tato fada ma konedny soucet, ale neni
tomu tak. Utvofme jinou fadu tim, Ze pro kaZdé p#i-

rozené n viechny ¢leny od - ! do nahra-

2 1

ontl ]
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dime &islem 2—"1;1—, tedy &slem mensim. Vypadd to
takto:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+—2 +—4 +—4 +-—8 +_8 —I——8 +—8 +—16—+—16+

1 1 1 1 1 1

ETRS TR TR TR TR T AL

Pokud by harmonicka fada méla mit konedny soudet,
musela by jej mit i tato novd fada. Ona viak koneény

soudet nemd; je v ni &islo 1, pak &islo % , potom dvakrit

1 ozs xtaln L L1 .
¢islo e étyrikrat éislo 5 osmkrét 16 @ tak déle.

Dvé &tvrtiny jsou jedna polovina a stejné tak &ty¥i
osminy, osm Sestnactin a tak dale; mame tedy nekoneénd
mnoho polovin a soudet nenf kone&ny. Naproti tomu
naptiklad fada sloZend z pfevracenych hodnot druhych
mocnin pfirozenych é&isel konedny soudet ma.

EULEROVO ¢isLo

Mezi polskymi matematiky se vypravi tato anekdota:

Prednosta psychiatrické kliniky jde na vizitu. Jeden
z pacientd ho upozorfiuje na to, Ze na pokoji &islo osm
jeden pacient druhého derivuje. Pfednosta vstoupi do
zminéného pokoje a vidi, Ze jeden pacient lez{ na zemi,
druhy na ném sedf a busi ho do zad. Zepta se leZiciho:
,»,Jo se nechate takhle derivovat?* Pacient odpovi:
,,Ja si nic nedéldm ze Zddného derivovéni; j4 jsem e=!*

K tomu, abychom porozuméli této anekdots, potie-
bujeme v&dét, Ze existujf funkce, které se rovnajf svym
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derivacim, tedy se derivovanim neméni. Je to funkece o=
a vSechny funkce, které z nf vzniknou nésobenim kon-
stantou.

Co vSak znati to e? Vezméme si posloupnost, jejiZ

n-ty élen jo (1 + —;—]ﬂ Jakou limitu m4 tato posloup-

nost ? Leckdo by asi fekl, Ze 1 -717 ma limitu 1 a &islo

1 umocnéné na libovolny exponent dava opét 1, tedy
limita nagi posloupnosti je 1. Tady vSak nesmime zapo-
menout, Ze exponent roste do nekoneéna. Limita existu-
je, ale nenf to 1. Je to ¢islo, které se podle L. Eulera
(1707—1783) nazyva Eulerovo &islo a oznaduje se pisme-
nem e.

Podobné jako &slo = i ¢islo e je &islem transcendent-
nim; je to é&fslo, které neni kofenem Zidné algebraické
rovnice 8 celodiselnymi koeficienty. Znamené to oviem,
Ze e je také &islo iracionalni; jeho desetinny rozvoj je
nekonedny neperiodicky. Na dvacet desetinnych mist
lze &islo e psat

e = 2,71828182845904523536.

Ze zlomku s trojcifernym é&itatelem i jmenovatelem se

k &islu e nejvice p¥ibliZuje zlomek % .

Vyznain ¢isla e v matematické analyze lze srovnat
s vyznamem é&isla = v geometrii (podotkndme viak, %e
7 mé velky vyznam i v matematické analyze.). Rekli
jsme uz, Ze funkce y = e® ma tu vlastnost, Ze jejf derivace
je opét y = e®. Dokud toho nevite mnoho o derivacich,
asi vAm to mnoho nefekne, ale aZ se blife seznimite
s matematickou analyzou, poznite dileZitost tohoto
faktu.
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S &islem e se vSak muZeme setkat p¥fmo v pfirods.
Vezméme lano (nebo fetéz) a zavésme jeho konce na dva
haky, jejichZ vzdalenost je mensf neZ délka lana a které
nejsou pfimo jeden nad druhym. Vlivem gravitace lano
zaujme tvar oblouku kfivky, které se iika fetézovka
neboli katenoida. Tato kfivka je grafem funkce

Yy = %[eT +e—7]»

kde a je ndjakd konstanta. Retézovku vidime na obr.
TI1.4.

Obr. II1.4

Vezmé&me si funkei y = 2* definovanou pro vsechna
nezépornd z. Pro jaké z tato funkce nabyva nejmensi
hodnoty ? Myslite, Ze pro  rovné jedné, nule nebo jedné

. — 1 .
poloviné? Nikoliv, pro = = - Podobné zase funkce
@
y = Vx nabyva nejvétsi hodnoty pro z =e.
V kombinatorice a v teorii pravdépodobnosti mé velky
vyznam pomér poétu viech permutaci n-prvkové mno-

Ziny bez samodyuZnych prvki k podtu viech permutaci
této mnoziny. Posloupnost sloZen4 z hodnot tohoto po-

. . , P | «
méru pro viechna pfirozena » mé limitu e Zminény
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pomér lze ilustrovat nasledujicim zpiisobem. Hosté
v podtu n si dali klobouky do Satny. Satna¥ka klobouky
neoznadila a vydavi je zcela nahodné. Je-li n velké,
pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane svij klobouk, je

velmi blizks k &islu % .

V matematické statistice ma velky vyznam Eulerova
funkece, ktera se rovnéz vyjadifuje pomoci disla e.

Daéle si uvedme Stirlingtiv vzorec, ktery udavd pti-
bliznou hodnotu »!. Je to

n! = nre— |/2nn

Vidime, %e se v ném vyskytuje jak e, tak r. Zd4 se vam
asi divné, prod¢ by se to mélo takto poéitat, ale ono to
mé vyznam ani ne tak pro samotny vypodet nl, ale pro
to, aby se mohl faktorial nahradit vhodnou spojitou
funkef, coZ je dasto pot¥ebné.

Logaritmus o zékladu e se nazyva piirozeny logarit-
mus. Na rozdil od dekadickych logaritmu, které se ozna-
¢uji log z, se pfirozeny logaritmus ¢&isla x znaéf 1g = nebo
In z; ten druhy symbol je zkratkou latinského ,loga-
rithmus naturalis® ¢&ili ,,pfirozeny logaritmus‘‘. Ptiroze-
ny logaritmus é&fsla z je tedy éislo, na které musime
umocnit e, abychom dostali &slo x. Asi se vdm nezdd
prilié piirozené misto &isla 10 brit za zaklad logaritmu
takové podivné &islo, avSak stejné nepfirozené by se
zdélo délit plny tdhel na 2= radiant misto na 360 stupiid.
Teprve pfi studiu matematické analyzy pochopite, Ze to
skutedné smysl ma a Ze ma smysl nazyvat takové lo-
garitmy pfirozenymi.
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Ulohy

1. Jsou ddne redlnd &isla a, b, pFitemZ a < b. M&jme funkei
y = f(z), kterd je definovédna tak, Ze f(z) = 0 pro =z < a
aproz>bafr)y=1proa<z<b;proz=aaz=2>b
funkce f(z) neni definovdna. Vyjédfete tuto funkei jedinou
rovnici, v niZ se vyskytuji pouze operace séitdnf, odditéni,
ndsobenf, déleni a pfechodu k absolutni hodnotd.

2, Tibetsky ldma kond pouf na posvédtnou horu. Vyjde z klds-
tera v Sest hodin rdno, jde nejkratsf cestou na horu, na vrehol
hory dojde v 8est hodin vo&er. Na vrcholu strédvi noc v medita-
cich. Rédno v 8est hodin zadne sestupovat toutéZ cestou,
v 8est hodin veder dojde zpét do kldstera. Jeho pohyb je ne-
rovnomdrny; ldma déld zcela nepravidelnd pfestdvky na odpo-
ginek & na jidlo. DokaZte, %e v uréitém okamiziku druhého
dne bude pfesné na tom misté, kde byl pfed 24 hodinami.

8. Jistd chdpeto, co asi znamend symbol l/2 + V2 + V¥
prostd sditdni a odmociiovdni se provddi do nekoneéna. (Jde
samoziejmd o limitu urdité posloupnosti.) Je to koneéné &islo.
Urdete je!

4, Konsky handlif se vraci z jarmarku. PFijde k mostu, kde
potkd &erta. Cort mu Fiké: ,,Vim, o kolik jsi dnes ogidil lidi.
Mohu ti tvé jméni rozmnozit. PokeZdé, kdyZ piejdes tento
most, v8echny penize v kapse se ti zdvojnésobf. Po prvnim pfe-
jitf mostu mi vSak musi§ zaplatit padesdt korun, po druhém
sto korun a po kefdém dalSim vidy o padesdt korun vice nez
po pfededlém.* Handlif pfedel nékolikr4t most a jméni mu
narastalo. Pak vdak mu zadaly penfze ubyvat a nakonec
zustal Zertovi dluzen. Kdyby mél na zaddtku o haléf vie,
nemohlo se mu to stdt. Kolik penéz mdl handlif na zaddtku?

5. V soustavd® soufadnic méjme rovnoramenny trojihelnik
A4,B,C o vreholech A,.[—%, 0], Bn[%, 0], C[o, 3], kdo 7 jo

ptirozené &islo. Pro kazdé n t&2isté tohoto trojuhelnika jo T'[0, 1].
Limitou posloupnosti boda 4, jo poéatek O soustavy sourad-
nic a je i limitou posloupnosti bodu B,. Jde-li tedy n do neko-
neéna, trojuhelniky A4,B,C se blizi k dsetce OC. Ta by tedy
také mdla mit t6218t8 v bodé T, pritom vsak T zfejmé neni
jejim stfedem. Jak to vysvétlite ?
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ReZeni tdloh

1. Toto vyjéddfen{ je
_(z—a+t|z—a)b—=z +]b—2|
4|z —al.[b — 2|

y

2, Vystup i sestup lze zndzornit grafem, v némZ ne osu 2 na-
nésime &as uplynuly od Sesté hodiny ranni, na osu y vzdédlenost
od kléstera. Vzddlenost ldémy od kldstera v zdvislosti na &ase
je pro prvniipro druhy den vyjéddfena funkef, jejim# grafem je
spojitd kfivka. Obé krivky lezi celé v obdélniku o vrcholech
[0, 01, [12, 0], [12, d], [0, d), kde d je vzdélenost vrcholu hory
od kléstera. Kiivka pro prvni den spojuje body [0, 0] a [12, d],
k¥ivka pro druhy den spojuje body [0, d] a [12, 0], tedy vidy
protilehlé vrcholy obdélnika. ProtoZe tyto kfivky jsou spojitse,
museji mit alespon jeden spoledny bod. (Je to intuitivné
zfejmé, v matematické analyze to lze presné dokézat.) Sou-
fadnice tohoto bodu udédvaji hledany &¢asovy okemzik a pii-
sluSnou vzddlenost od kléstera.

8. Oznaéme si onen vyraz symbolem a. Potom

a’=2+V2+V2_+V§+~.T=2+a.
CGislo a je tedy kofenem rovnice
a'*—a—2=0.

Kofeny této rovnice jsou 2 a —1. Proto%e odmocnina je vidy
dislo nezdporné, musi byt ¢ = 2.

4, Mél 99 korun a 99 haléfu. Kdyby mél sto korun, pfibylo by
mu po ka?dém piejiti mostu a pfislusném zaplaceni padesat
korun. Takto mu po kafdém prejiti pfibude padesét korun
minus 2» haléid. Samozfejmé 2# pfi n rostoucim nade viechny
meze roste také nade viechny meze, tedy handlif skuteénd
zchudne.

5. Pojern t8%it8 trojihelnika je pfevzat z fyziky. TéZidtd
trojuhelnika lze brat jako téZisté soustavy tfi hmotnych bodi
— wvrcholu trojihelnika — o stejné hmotnosti. JestliZe si
pfedstavime, Ze se body 4,, B, pohybujf smérem k bodu 0, aZ
s nim splynou, bude nakonec v bodé O hmotny bod o hmot-
nosti rovné dvojndsobku hmotnosti bodu C a tedy t&Zistd
dvojice hmotnych bodu 0, C bude skuteénd v bodd 7'.
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