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CAST DRUHA

0 podobnosti
v geometrii






KAPITOLA 1

0 POMERECH

Podobnost trojihelnikd je silnou zbrani euklidovské
geometrie. VyuZivd se ji nejen ke studiu trojihelnika
a mnohotvhelnik®, ale i kruZnic, kuzZelosedek a téles.
V prvni kapitole si pfipomeneme souvislost podobnosti
trojihelnikd s trigonometrif, hlavné se viak budeme
zabyvat body a mnoZinami bodi, které maji od danych
bodt nebo primek dany pomér vzdélenosti.

1. Mala rozevifka. Na obr. 1 je zobrazen pravoihly
trojihelnik ABC s nékolika piitkami kolmymi k jeho
stranam (CD | AB, DE | BC, DF | CA). Kolik
trojuhelnfkit vidite na obrazku? Podivite-li se pozorné,
uvidite jich sedm. DokaZte, Ze jsou viechny navzdjem
podobné. Co by bylo moZno o nich Fei, kdyby trojdhel-
nik ABC byl rovnoramenny pravouhly ?

Vite, %e na podobnosti trojihelniki je zaloZena trigo-
nometrie pravoihlého trojihelniku. Zvolte v trojihel-

c
E

Obr. 1
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niku ABC na obr. 1 tset¢ku CD za jednotkovou (tj.
CD = 1) a vyjadfete velikosti tsedek DA, DF, DE,
DB, AC, BC jako hodnoty goniometrickych funkef
dhlu «. Pripisete-li k isetkam jejich velikosti, dostanete
trigonometrii ,,na dlani“. Pomoci vét Kuklidovych
a véty Pythagorovy miiZete pak snadno odvodit znémé
i méné znamé vztahy mezi Sesti goniometrickymi funk-
cemi ostrého uhlu a.

1. Vyjdadiite-li velikosti uisetek na obr. 1 také jako hodnoty
goniometrickych funkef dhlu 8, mizZete odvodit vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi doplitkovych uhli a, g.

2. DokaZte pomoci goniometrického vyjédien{ velikosti use-
dek na obr. 1, Ze v kaZdém pravoudhlém trojaheilnfku ABC
8 thlem y = 90° jec + v, > a + b.

8. Vepiste do pravoihlého trojihelniku dva é&tverce, z nichZ
jeden mé strany na odvésndch a druhy mé jednu stranu na
preponé (viechny vrecholy téchto &tverca lezi na obvodu troj-
thelniku). Zjistéte vypodtem, ktery z téchto ¢tverci mé vétaf
stranu.

4.* Pokradujte ddle v konstrukci pat kolmic mezi rameny
thld «, 8 na obr. 1 (z bodt E, F kolmice ne AB, z pat téchto
kolmic zpdt kolmice na AC nebo BC atd.). Uréete thrnnou
délku vSech uselek, které lze timto zpusobem sestrojit.

§. Dokazte, Ze obsah ostrouhlého trojuhelniku ABC je &slo

P = Z—I;c , kde r je polomér kruZnice opsané. PouZijte pravo-

uhlych trojdhelnikl se stranami % ¢, a vy, a. Platf véta i pro
pravothlé a tupothlé trojuhelniky ?

2. Zajimavé dvojice trojihelniki. Vite, Ze dva troj-
uhelniky, které majf dmérné strany, jsou podobné.

Zajimavou dvojici podobnych trojihelnikd jsou troj-
dhelnfky, z nichZ jeden mé strany a, ka, k%a a druhy
ka, k*a, k*a (¥islo k 7 1 je kladné, @ > 0). Tyto troj-
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dhelniky se shoduji v péti dvojicich prvki (tfech tihlech
a dvou strandch), ale nejsou shodné.

Cim to je, Ze se vymykajf vétdm o shodnosti trojiihel-
nika? Vyznaéite-li si na obr. 2 shodné strany trojtiheln{-
ki, najdete odpovéd snadno.

Obr. 2

6. Jakych hodnot miZe nabyvat k, mé-li byt zajisténa existen-
ce trojuihelnfku se stranami a, ka, k*a?

7. Pro kterd hodnoty k je trojuhelnfk ze cviten{ 6 pravouhly?
Sestrojte jej.

Jinou zajimavou dvojici trojihelnikd jsou trojihelni-
ky ADC, BDC na obr. 3. Bod D je prisedikem osy thlu
y 8 piimkou AB, ma proto od piimek CA, CB stejné
vzdélenosti d. Obsahem trojihelniku ADC je &slo P, =

~ 5 AD.v, = AC.d, obsahem trojithelnfku BDC je

Yslo Py =+ BD.v, =  BC.d. Ziskivime tak pomér

P,:P,=AD : BD = AC : BC. Pomér vzdilenosti bo-
du D od 4, B je roven poméru vzdalenost{ bodu C
od 4, B.

Proé nejsou trojihelniky ADC, BDC podobné, kdyz se
shodujf v jednom thlu a majf imérné dvé dvojice stran?
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Ztejmé proto, ze shodné 1ihly nejsou sevieny imérnymi
stranami. Vidite, jak zdleZi na kaZzdém piedpokladu
vét o shodnosti nebo podobnosti trojihelniki. Povrch-
nost miize svést k ukvapenym a nespraivnym zdvéram.

c

B
Obr. 3

8. Je-li AC & BC, protne pi{mku AB i osa vndjdfho uhlu
trojihelniku u vrcholu C. DokaZte, Ze pro prusedik D’ platf
AD' : BD' = AC : BC.

9. Vyjddiete délky usedek AD, BD resp. AD’, BD' pomoci
é&fsel a, b, c.

[A.D =

a +b

3. Délicf pomdr. Podobnosti trojihelniki vyuZivime
k sestrojeni bodu X, ktery ,,déli tisetku v daném po-
méru*. Vyrazem v uvozovkach vyjadiujeme skuteénost,

Ze zlomek

Bi je roven pfedem danému ¢&islu. Na obr. 4
je sestrojen bod X, ktery déli dsetku AB v poméru
/2 : 1. Pousili jsme rovnob&inych tsedek AL BK,

AL = V2 BK = 1. Dokaite, Ze je opravdu V2
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Podivejme se nyni na obr. 4 ,,jinyma o&ima*, pred-
stavme si, Ze body A, B, K a pfimka m jsou pevnymi
itvary, m || BK, BK = 1. JestliZe se bod X pohybuje
po piimce AB, pak piimka KX protind m v riznych
bodech L. Kazdému bodu X 5= B piimky 4B miZeme
prifadit soufadnici 4 bodu L na ¢&iselné ose m (bod A
je na ¢iselné ose m potatkem, kladna poloosa leZi v téze
poloroviné jako bod K).

Pro bod X sestrojeny na obr. 4 je 4 = —1/2 , pro
viechny body X leZici uvnitf setky 4B je 1 < 0, pro
body X lezici vné tisetky AB je 2 > 0. Pro Zddny bod
piimky nenf 4 = 1. Popsanou geometrickou pfedstavou
jsme vystihli zakladni vlastnosti pojmu déliciho poméru
bodu X piimky AB vzhledem k bodim 4, B.*)

Délicim pomérem bodu X vzhledem k bodim A, B na-
zyvdme éislo, jehof absolutni hodnota je rovna AX : BX
a které je kladné pro body X letici vné dselky AB a 2d-
porné pro body X lezict uvnitf iseCky AB.¥)

Obr. 4

*) Uplny nézev definovaného pojmu zni takto: délicl pomér
bodu X 5= 4, B piimky AB vzhledem k bodim A, B. Pouzi-
véme viak radéji strudnéjsiho oznadeni nebo znatky (ABX).
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Je zfejmé, Ze délici pomér (ABX) je roven soutadnici
A, o které jsme hovofili. Obrizek 4 ukazuje, jak lze
sestrojit bod X, ktery mi vzhledem k bodim 4, B
dany délici pomér. Hledany bod X je prisedikem piimky
AB s piimkou KL, bod L je tim bodem pfimky m, ktery
m4 soufadnici A = (4BX).

10. Zvolte body A, B, K a pfimku m jako na obr. 4 a sestrojte

body X, ¥, Z tak, aby bylo (4BX) = % (ABY) = — .
(ABZ) = 4.

2 ’
11. Uréete podle definice délicf pomér (ABS), je-li bod S
sttedem usedky AB. Cemu je roven (C,CT), je-li T t&%istém
trojihelniku A BC a bod C, stfedem strany AB?

12, Uréete 1, = (ABD), 2, = (ACF) a 2, = (CEB) na obr. 1.
[4, = — cotg?a]

13. Urdete (ABD), (ABD’) na obr. 3. Utijte vysledku cvideni 9.

14.* Plati-li pro étyfi body 4, B, X, Y jedné pimky vztah
(ABX) = — (ABY), nazyvdme usporddanou 8tvefici ABXY
harmonickou é&tvefrici bodu. Dokazte, Ze

a) je-li ABXY harmonické &tvefice, je také ABY X harmonic-
ka &tverice;

b) spojimo-li prusedfk U uwhlopfitek AC, BD lichob&iniku
ABCD s prase¢ikem V jeho prodlouZzenych ramen, protne tato
piimka zikladny v bodech X, Y tak, Ze UVXY je harmonic-
kou &tvefici.

4. Délici pomér A = (ABX) miZeme vyjadfit jako
funkei proménné soufadnice x bodu X pi{mky AB.
Zvolime bod A za podatek a bod B za jednotkovy bod
diselné osy AB (je tedy AB = 1). Pro bod X usedky AB
je AX =z, BX =1—z, A= (4BX) =—%§-=

z

=1 . Mé-li bod X soufadniciz < 0, je AX =|z| =
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AX
=—z, BX=1 =1— =" =
z + |=z| z, (ABX) B
.Jdelli z>1, je AX=2, BX=z—1

)

xz

r—1
(ABX) =
T
r—1"

rovnoosé hyperbola. Asymptoty hyperboly jsou vyta-
Zeny &irkované.

T

z—1
*) Graf této funkce vidite na obr. 5, je jim

. Ve viech pipadech je tedy A =

15. Co muzZete na zékladé grafu fici o hodnotdch (ABX)
pro body X lcifef na polopiimce opaéné k polopiimce 4B
nebo BA?

y

*) Uvedend funkce je definovéna pro viechna z = 1, délici
pomdr se nedefinuje pro X = A4, tj. x = 0. Graf funkce mu-
Zeme sestrojovat podle obr. 4, hodnoty proménné x odmétuje-
me na pffmce AB a hodnoty proménné y = 4 na pfimce m.
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16. Zo vatahu 4 = —= z

hodnoté 4 4= 0, 1 4= 1 muieme ptifadit pravé jeden bod pFim-
ky AB, pro ktery je (ABX) = A.

17. Doka#te, Ze na piimce AB existuji prévé dva body X,
pro které gx = k % 1. Zvolte nékteré kladné k 1 a se-

strojte tyto body.
[Podle definice déliciho poméru je || = k.]

lze vypoétem potvrdit, 2e kaZdé

5. Délici pomér pfifazujeme uspofddané trojici ruaz-
nych bodu téfe piimky, nemusi proto byt (ABC) =
= (CAB) nebo (BCA) apod. Vypotitite-li podle definice
viech Sest moZnych délicich poméra prisluinych bo-

dém A4, B,C na obr. 6, dostanete (4BC) = i (BAO’) =
=%,(BCA)=—§- ,(O’BA)_ (CAB)= — > (4cB)=
_ 2

- -5

Je nipadné, Ze vidy soudin nebo soudet dvou po sobé
nasledujicich délicich poméri je roven jedné. Nejde zde
o nahodu, protoZe plati tyto véty o uspofddanych troji-
cich bodu utvorenych ze tii danych bodu:

Lisi-li se dvé usporddané trojice bod# jen v pofadi proni-
ho a druhého bodu, je souéin jejich délicich pomérd roven
jedné.

Ligi-li se dvé uspofddané trojice bodi jen v pofadi
druhého a tietiho bodu, je soulet jejich délicich poméri
roven jedné.

Pri dikazu téchto vét je tfeba prodiskutovat trojf
moznou polohu bodi X, Y, Z na pfimce (obr. 6). Ve
viiech tfech pripadech lezi bod Z bud souéasné uvniti
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tsetek XY, YX nebo soulasné vné téchto viseéek. Proto
maji délici poméry (XYZ), (YXZ) stejnd znameni

a z rovnosti (XYZ).(YXZ) = Xz Yz _ 1 plyne

Xngxy

Obr. 6

X YZ).(YXZ)= 1. Pti poloze a) na obr. 6 je (XYZ) =
XZ XY YX
=ﬁ,(XZY)=—— =—W,(XYZ)+(XZY)=

YZ
= iZ;Z—YX = 1. Dokonéete dikaz v obou zbyva-
jicich piipadech.
18.Jeli (XYZ) =4, jo (XZY)=1—1, (YZX) =1 —':T
(ZYX)= /111 AZXY) = 1l,1 . P¥i dikazu uzijte téch vy-

mén bod, o kterych se hovoii v dokézanych vétdch.

19. Pro které hodnoty A jsou si rovny nékteré dvojice dé&licich
poméra uvedenych ve cviéen{ 18? Napf. pro které 1 je
(XYZ) = (ZYX)?

20. DokaZte, %e koeficient » stejnolehlosti se sttedem S, kterd
zobrazuje bod X do bodu X', lze vyjddiit jako délicf pomér
(X'XS).*)

*) Koeficient stejnolehlosti budeme znatit feckym pismenem
» (kappa), protoZe pismene k% jsme jiZ poutili a i nadéle budeme
pouiivat k oznadeni poméru podobnosti, tj. kladného é&isla.
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. . 3 .
21, Stejnolchlost s koeficientem x = —5 8 stfedem P zobra-

zujoe bod M do bodu N. Jaky koeficient md stejnolehlost se
stfedem M, kterd zobrazi bod N do bodu P1?

22.*% Je-li &tvefice XYZU harmonickd, jsou harmonické
i &tvefico XYUZ, ZUXY, UZY X a jestd &tyti daldf. Urdete
tyto &tvefice.

6. Zlaty fez. Zlatym rezem tsecky rozumime jejf rozdé-
lenf na dvé dsetky, z nichZ mensf je ku vétsf v témz po-
méru jako vétsi k celé usedce.

Déli-li bod Z jednotkovou tsetku 4B v poméru zla-
tého Fezu a oznadime-li velikost mensf isetky AZ pisme-
nem z, je zfejmé 0 < 2 < 1, AB =1,ZB = 1 — z. Plat{
proto z: (1 —=2) =(1—2):1, 22—3z + 1 = 0. Pod-
minkim vyhovuje jeden kofen této rovnice, a to z =
3]s
== :‘2— .

Bod Z tsetky AB ziskame, provedeme-li konstrukei

3 —Vs
konstrukei vidite na obr. 7a, kde ma pravouhly troj-
thelnik ABC odvésnu AC = —AB Bod 4 je otoden

kolem C do bodu Y usedky BO', otodenim bodu Y kolem

algebraického vyrazu z = . Jednu z moZnych

c
v D___$§ c
, KU Z . U
A y4 B A B
Obr.7a, b
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B ziskame bod Z tsedky AB. DokaZte spravnost kon-
strukce. V poméru zlatého fezu déli tsetku AB také
bod Z’' soumérny s bodem Z podle stfedu tsetky AB,
pro néj je viak tsedka AZ’ vétsi Gsetkou fezu.

23. Vypoéitejte hodnotu délictho poméru (ABZ) v ptipadé-
kdy Z d8lf tsetku A B zlatym fezem. Sestrojte bod Z podle cvi-
genf 10.

24, Zvolte usetku AZ a sestrojte bod B tak, aby bod Z dalil
AB v poméru zlatého Fezu.
[VyuZijte vztahu mezi (ABZ) a (AZB)].

25. DokaZte, Ze tisetku A B lze rozdélit zlatym fezem pomoecf
obdélniku ABCD na obr. 7b, kde je AD = %AB. Bod S je

stfedem tsed¢ky CD, kruZnice o primeru CD protind 4B
v bodech U, U’, AZ = 3.AU.

28. Sestrojte obdélnfk, ktery mé strany shodné s tisedkami
AZ, BZ na obr. 7. Oddélte od obdélniku &tverec o strand
shodné 8 AZ. Jaky je pomér stran zbyvajictho obdélniku?

27. Sestrojte k bodu Z na obr. 7 bod T soumérny s nfm podle
stfedu B. DokaZte, Ze bod B délf use¢ku AT v poméru zlatého
Fezu.

28.* Sestrojte body Z,, Z,, Z,,... tak, aby bod Z, délil usetku
Zy_y Zyyy v poméru zlatého Fezu a tvsedka Z,_, Z, byla vétsf
tsetkou tohoto Fezu. Stanovte délku nejkratsf dsedky, kterd
obsahuje viechny body Z,.

7. DiileZitd mnoZina bodii. Predstavme si tenké gumo-
vé vlakno, které je upevnéno v bodech A, B na obr. 8.
Uchopime-li je v bodé D, miZeme je protdhnout tak,
ze bod D prejde do bodu C. Pavodn{ tisedky AD, BD
se protdhnou na imérné tsetky AC, CB.*) Po jaké drdze
by se pohyboval bod D z pivodni polohy na pFimce AB

*) Na obr. B—je stejné jako na obr. 3 pifimka CD osou tthlu y
trojuhelnfku ABC. Je proto AD : BD = AC : BC.
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do bodu C v pripadé, e by se i béhem pohybu protahovaly
tseCky AD, BD v témé poméru?

Obr..S

Otédzku zodpovime, pouZijeme-li geometrickych vlast-
nosti napinaného vldkna. Oznad&ime-li libovolnou polohu
bodu D pismenem X, jde ndm o uréent mnoZiny vsech
bod# X, pro které je AX = k.BX (kje kladna konstanta).
Je-li k = 1, je mnoZinou bodd X zfejmé osa usedky AB.

Je-li & # 1, maji podle cvidenf 17 poZzadovanou vlast-
nost pravé dva body D, D’ piimky AB, pro které platf
(A4BD) = —k, (ABD') =k. Kaidy bod X nelezici
na AB, pro ktery platf AX = k.BX, je vrcholem pra-
vého dhlu nad tset¢kou DD’ (osy vedlejsich dhla jsou
navzdjem kolmé). Dospivime k zivéru, %e kazdy bod
X, pro ktery plati AX = k.BX, leif na kruZnici o pri-
méru DD’.

Dokazme jesté, Ze pro kazdy bod X, ktery leZi na
kruZnici s prumérem DD’, plati AX = k.BX. Je-li
X #D, D je XD | XD (obr. 9). Vedme bodem B
rovnobéiky s XD, XD' a sestrojme jejich prisediky
Z, Y s piimkou AX. ProtoZe plati AD = k.BD, je téz
AX = k.XZ, obdobné plyne z rovnosti AD’" = k.BD’
vztah AX = k. XY. Je tedy XY = XZ a pro bod B
jako vrchol pravého thlu nad ZY plati BX = XZ =
= XY. Dosazenim do nékteré rovnosti pro AX dosta-
neme AX = k.BX.
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Dokéazali jsme tak duleZitou vétu:
Jsou-li dany dva rizné body A, Ba éislok > 0,k # 1,

A D B D
Obr. 9

je mnoéinou bodi X, pro které plati AX = k.BX, jistd
krusnice se stfedem na primce AB. Tuto kruénici nazyvd-
me Apolloniovou krunici.

Abychom si usetfili psani, budeme oznadovat Apollo-
niovu kruZnici pfisluSnou dvojici A, B a koeficientu k
znadkou u(4, B, k). MnoZinu bodi, ze kterych je vidét
tsetku AB pod thlem «,budeme oznatovat u (4, B, a),
zdména s Apolloniovou kruzZnici je vsak vyloudena.
Pramér DD’ kruZnice u(4, B, k) sestrojujeme na zdkladé
délicich pomért (4BD) = —k a (ABD') = k (obr. 10).

29, Sestrojte ; (A, B, %] s tis (4, B, 3) 8 s (4, B, JZ).
80. Jaky je vztah mezi u, (4, B, k) a u, ( A, B, %) ?

81. Je ddn trojuhelnfk ABC, sestrojte u,(A4, B, k,), (B, C, k,)
a py(d, C, kik,). Jakou vzdjemnou polohu maj{ kruZnice
By Moy Ua?

82. DokaZte, 26 mnoZinou bodu, z nichZ jsou dvé nesoustifedné
kruZnice s raznymi poloméry vidét pod shodnymi wdhly, je
jisté &dst nebo celd Apolloniova kruZnice u(S,, S,,?).

33. Vyuzijte ke konstrukei praméru DD’ kruZnice u(4, B, k)
vztah( rovnobdZnosti na obr. 9. Zvolte AX =k, XY = XZ =
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= 1, BX libovolnd (bod X pak nebude lezet na u). Popiste
konstrukei a dokaZte jeji spravnost.

34.* Vysetiote analyticky mnoZinu bodi X, pro které je
AX = k.BX.

Obr. 10

8. Konstrukéni vyuZiti Apolloniovy kruZnice. Pomoci
Apolloniovy kruZnice se fesi tlohy, ve kterych lze
vyuzit poméru vzdédlenosti neznimého bodu od bodi
znamych.

Priklad 1. Sestrojte trojihelnik ABC, je-lv ddno c,

L, vg:vp = 3 :2.

Rozbor. Ma-li trojihelnik ABC na obr. 11 poZadované
vlastnosti, je AC:BC =v,:v, =3:2. Bod C tedy

naleZi Apolloniové kruZnici ‘u{A , B, %] a kruZnici k,(S, ¢.).

Konstrukce.
K, Umistime ttseku AB = c.
K,: Sestrojime stfed 8 vseCky AB a krufnici k,(S, t).
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K,: Sestrojime ,u(A, B, %) .

Ky: Sestrojime spoleény bod C kruénic u, k,.
K,: Sestrojime trojihelnik ABC.

Obr. 11

Zkouska. Sestrojeny trojuhelnik ABC ma ziejmé stra-
nu AB= ¢ s tinici S = f,. Jo AC = . BC,CA : CB=
=3:2,v,:v,=3:2.

Diskuse. Konstrukce K,, K, majf jediné feSeni. Kon-
strukef K, ziskame dva, jeden nebo Zadny bod C. Je-li
bod C jediny, lezi na piimece AB a neni vrcholem troj-
thelnfku ABC. Sestrojime-li dva razné body C, jsou
soumérné podle p¥imky AB a sestrojené trojihelniky
jsou shodné.

35, Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déno
a)c,y,b:a=2:1, c) a, vy : Vg, Vg
b)c,a:b, 1, :a, d) b, 1y, tg : L.
86. Jsou ddny body 4, B leZicf uvniti téhoz priuméru kruZnice
k (S, r). Sestrojte dvd shodné tétivy kruZnicc, které maji
spoledny jeden krajni bod & kaidd z nich prochdz{ jednim
z bodu A4, B

[Uréete osu uhlu sevieného tétivami ve spoleéném bodé.]
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37. Sestrojte bod, z ného% jsou viddt pod shodnymi thly tii
usedky AB, BC, CD lezici na téze pfimco (bod B lezi mezi
A, D a bod C mezi B, D).

[Vyuzijte os thlu.]
38. Sestrojte bod, z néhoZ jsou vidét tfi dané kruZnice pod
shodnymi uhly.

[VyuZijte vysledku cvi¢eni 32.]
89.* Jsou dény body A, B, C, D leiief v tomto poradi na
ptimce, je AB = 2.BC = 3.CD. Sestrojte bod X roviny,
pro ktery je ¥ AXC = & BXD.

[Porovnejte obsahy trojuhelniku, které maji u vrcholu X
shodné dhly a vypotitejte tak poméry AX : DX, BX : CX.]

9.* Doplnék pro naroéné tenafe, kteti se citi ,,o8ize-
ni‘ tim, Ze jsem pii diskusi v pifkladé 1 nestanovili, pfi
jakém vztahu mezi ¢, {, iloha ma nebo nema Fesenf.
Pii podrobné diskusi musime umét stanovit stfed a po-
lomér Apolloniovy kruznice u(4, B, k).

Zvolme na pfimce AB soufadnicovy systém tak, aby
bod 4 byl jeho poéatkem a bod B mél souradnici ¢ > 0
Soufadnici z bodu D leZiciho mezi 4, B vypotitdme

z podminky x = kic —z), z = Ic——:l . Soufadnici «’
bodu D’ zjistime obdobné, ' = kk——cl Stied @ kruz-
nice 4 ma soufadnici ¢ = ad -'2_ 2 = kzl‘f- T Polomérem
kruZnice p je &fslor = lg— 2| = kzk—_cl .

Apolloniova kruZnice pouZita v piikladé 1 ma stied Q
o soufadnici g = % ¢, sttednd @S kruZnic u, k, ma délku

1
s = %c. Polomér kruznice u je r = —g—c. Vypodétem
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z)istime, Ze se kruZnice u, k, protinaji pravé tehdy, kdyz
plati 12¢ — 10¢, < 13 ¢ < 12 ¢ 4 10 £, neboli ¢ < 10 ¢,.

40.* Sestrojte si vétsf podet Apolloniovyeh kruZnic p¥i pev-
nych bodech 4, B a riznych hodnotéch k. DokaZte, Ze kazdé
kruZnice u (A4, B, k) je kolmé na kruZnici o priaméru AB.

[Vyjédrete podminku kolmosti pomoci vztahu mezi polo-
méry a stfednou kruznic.]

10.* Nékolik dalfich mnoZin bodd. Dopliime si jesté
dalsf mnoZiny bodua charakterizované konstantnim po-
mérem vzdalenosti od danych utvara.

a) Zvolme dvé rovnobéZky a, b (obr. 12). Oznadme
vzdélenosti libovolného bodu X roviny od pfimek a, b
pismeny z, a x,. Hledejme mnoZinu vdech bodd X, pro
které je x, = kxy, (kK > 0).

B L2 a’
A__ a
[N
=2
|8 b
Obr. 12

Je-li k = 1, je hledanou mnoZinou nepochybné osa o
pasu (a, b). Je-li k 7 1, miZeme vyhledat body mnoZiny
na libovolné pfimce p kolmé k a, b. Jde ziejmé o body
D, D’ ptimky p, pro které je (ABD) = —k, (ABD’) =
= k. DokaZte, Ze hledanou mnozinou je dvojice pfimek
d, d’ rovnobéZnych s a, b a prochazejicich body D, D’.

b) Necht jsou ddny dvé ruznobéiky a, b (obr. 13)
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s prisedikem P. Sestrojime-li pomoci rovnobéiek ve
vzdélenosti x, = 1, 2, = k body D, E, F, G, naleieji
tyto body mnoZiné vsech bodu X, pro které plati x, =
= kx,, Dokaste, Ze mnofinou vfech bodd X, pro které je
%y = kx,, je dvojice piimek PD, PE. Pri dukazu pouZi-
jete podobnosti trojihelnikd. Nezapomeiite na dikaz
toho, %e kaZdy bod X, pro ktery je z, = kx,, leZ{f na
jedné z pfimek PD, PE.

¢) Zvolime-li &islo k > 0, bod F a pfimku d, kterd jim
neprochdzi, je mnoZinou véech bodt X, pro které je FX =
= kzx, kuZeloseCka (obr. 14).

Pii k = 1 jde samoziejmé o parabolu. Pata D kolmice
z bodu F na pfimku d je priusetikem teden paraboly
v téch jejich bodech T, U, které lezf na kolmici vedené
ohniskem k jeji ose.

Pfi & < 1 je mnoZinou vsech bodi X elipsa s jednim
ohniskem v bodé F a osou kolmou k d. Tato elipsa mé
za vrcholovou kruznici (tj. kruZnici, jejimZ pramérem
je hlavni osa elipsy) Apolloniovu kruznici u(F, D, k).
Bod D je opét prisetikem teéen elipsy v bodech 7', U.
leZicich na kolmici vedené ohniskem F k hlavni ose
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Pii k > 1 je mnoZinou vSech bodi X hyperbola s tymiZ
vlastnostmi jako elipsa.

Dikaz véty o elipse a hyperbole je snadny, uZijeme-li
Fezl rotaéni kuZelové plochy rovinou. Ovladate-li zaklad
analytické geometrie kuzelosetek, miuzete provést di-
kaz vét analyticky. Zvolte piimku d za osu x kartézského
soufadnicového systému a bod F = (0; p) na ose .

1{- @__________

Obr. 14

Z analytického vyjidieni podminky FX = kx, ziskate
po upravé rovnici hledané mnoZiny ve tvaru
22 + y* (1 — k*) —2py + p2 = 0.

Diskusi rovnice pro k< 1, k = 1, k > 1 dokazete vy-
slovens tvrzeni.
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KAPITOLA II

0 TROJUHELNIKU
A KRUZNICI

Ve druhé kapitole si pripomeneme tzkou souvislost
mocnosti bodu ke kruznici s podobnosti trojuhelniku.
VyuZijeme ji k odvozeni jedné nutné a postadujici
podminky pro to, aby &étyfi body roviny lezely na jedné
kruznici. V dalsich odstavcich se budeme zabyvat
vyznadénymi body, pfimkami a kruZznicemi trojihelniku.

11. Mocnost bodu ke kruZnici. Necht je dana kruZnice
k(S, ) a bod M neleZici na této kruznici (obr. 15a, b).
V bodé M se protinaji (pfipadné po prodlouZeni) tétivy
AA’, BB’ kruznice k. Pomoci obvodovych 1hli snadno
dokédZeme, Ze je A AMB ~ A BMA’, plati proto
MA:MB =MB:MA" a MA.MA'=MB.MB'.
Tento soudin je konstantni pii jakékoliv poloze sefen
AA’, BB’ prochazejicich bodem M.

Obr. 158, b
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LeZi-li bod M ve vnéjsi oblasti kruZnice a vedeme-li
sednu AA’ stfedem 8§ kruZnice (nadrtnéte si obrazek),
je MA.MA = (MS + r) (MS —r) = MS2—12 Le-
Zi-li M ve vnitfni oblasti kruZnice k, ziskime stejnym
postupem vztah MA.MA' = r? — MS2

Cislo MS? — r* nazjvdme mocnosts bodu M ke kruZnici
k (S, r).

Je tedy mocnost bodu vnéjsi oblasti ke kruznici
kladni a rovna piimo souédinu vdseki MA.MA’ na libo-
volné seéné A A’ kruznice k. Mocnost bodd vnitin{ oblasti
ke kruznici je zdporna a rovna opa¢nému é&islu k soudinu
MA.MA’. Mocnost bodi kruZnice k této kruZnici je
ziejmé nulova.

41, Je-li M bodem vnéjsi oblasti kruZnice k (S, r) a bod T
bodem dotyku teény z M ke k, je mocnost bodu M ke k
rovna MT?,

42, Ktery bod roviny mé& ke kruZnici nejmensi mocnost?

43. Vysettete mnoZinu bodu, které maji k dané kruZnici
stejnou mocnost.

44, Jakou mocnost mé stfed S; kruZnice k,(S,, 7,) ke kruZnici
k.(Ss, 7,), kterd k; kolmo protind?

45. Sestrojte na seéndé AA’ kruZnice & bod M leZfcf vné k tak,
aby bod A délil tse¢ku M A’ v poméru zlatého fezu. (Uréete
mocnost M ke k.)
46, Jo déna tétiva AB kruZnice k a bod C kruZnice k razny
od bodu A, B. Sestrojte patu D kolmice z C na AB a paty
E, F kolmic z boda A4, B na teénu kruznice k& v bodé C. Do-
ka?te, Ze jo CD* = AE.BF.

[Existuje-li prusedik M teény a piimky AB, vyuZijte pra-
vouhlych trojuhelnika s vrcholem M.]
47.* UkaZte, Ze rovnice kruZnice ve stfedovém tvaru cha-
rakterizuje body kruZnice jako ty body roviny, které maji
k dané kruZnici nulovou mocnost.
48, Jsou-li ddny usetky a, b, sestrojte pomoci{ vhodné zvolené

kruZnice tsetku z = VEE .
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49. Jsou-li ddny vseéky a, b, ¢, sestrojte vuseé¢ku =, pro kterou
plati ab = cx. Vyuzijte vhodné mocnosti bodu ko kruZnici.

12. P&t bodi na jedné kruZnici. Na zakladé mocnosti
bodu ke kruZnici miZeme udat postadujici podminku
pro to, aby étyfi razné body leZely na jedné kruZnici.

Protinaji-li se pfimky AA’, BB’ v bodé P tak, Ze je
PA.PA’ = PB.PB' a bod P lei souasné uvnitf setek
AA’, BB’ nebo souasné vné téchto isebek, left body A,
B, A’, B’ na jedné kruZnics.

Obr. 16

Vétu snadno dokaZete, sestrojite-li kruZnici, ktera
prochézi body 4, A’, B. Jeji spoleény bod B" s piimkou
BB’ lezi na polopiimce PB’ a plati pro néj PB’' = PB",
je proto B’ = B”'. Na obr. 16 vidite, Ze podmfnka o polo-
ze bodu P vzhledem k tisetkdm AA’, BB’ nemuZe byt
vynechéna (na obrizku je PA = PB, PA’' = PP,
PA.PA' = PB.PB’, ale body A, B, A’, B’ neleif na
jedné kruznici).

Hravé dokdZeme vétu o péti bodech leZicich na kruz-
nici.

Necht je ddn trojdhelnik ABC, jehof dhel B nent pravy.
Sestrojme osu o, usecky AB a osu o, useCky BC. Prisettky
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X =0,.BC, Y =0,.AB, Z = 0,.0, lel na jedné kruz-
nict s body A, C.

Na obr. 17 je tihel 8 tupy. Podle véty wu o podobnosti
trojihelnikd je A BOX ~ A BO,Y, plati proto BO, :
:BX = BO, : BY,2.B0,.BY = 2.B0,.BX a tedy také

Z
AD Y
X A

Y

BA.BY = BC.BX. ProtoZe je bod B vrcholem tupého
thlu, lezf body X, Y na prodlouZenich stran AB, BC
za bod B a bod B je vnitinim bodem obou tsedek AY,
.CX. Podle diive dokdzané véty lezi body 4, C, X, Y
na jedné kruZnici. Ze shodnosti oblou¢kem vyznadenych
dhll na obr. 17 vyplyvi, Ze i bod Z leif na jedné krui-
nicisbody 4,C, X, Y.

50. DokaZ’te, Ze body A, C, X, Y, Z le#i na jedné kruZnici
i v ptipad®, kdy je uhel § trojihelniku ABC ostry. Jak je to-
mu pfi g = 90°?

51. Doka%to pomoci podobnosti trojihelniki, %e kazdé dvé
vysky trojihelniku jsou tétivami jedné kruznice.
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52. Je dana kruznice k a jeji neseéna PA. Bodem I’ prochdz{
seéna XX’ kruznice k. Doka#te, Ze kruZnice prochézejici body
X, X’, A protnou ptimku P4 v témzZ bodé B, at vedeme bo-
dem P seénu X X' jakkoliv.

13. Cim vyniki prisedik vySek. Pomoci podobnosti
trojihelniki muzeme dokdzat zajimavé vlastnosti vysek
trojihelniku, jejich pat a pruseéiku. Jesté ,,lerstvé‘
véty o péti bodech na kruznici pouZijeme k dikazu véty,
%e body soumérné s priseéikem vyek podle stran trojihelni-
ku lezt na kruZnic trojihelniku opsané.

Obr. 18 a, b

Neni-li trojihelnik ABC pravoihly (obr. 18a), jsou
body V', V", V"'’ soumérné s V podle stran trojihelniku
navzajem razné. Na trojihelnik V'V’ V mtzeme apliko-
vat vétu o péti bodech. Zjistime, Ze body V', V"', A, B,C
leZi na jedné kruznici. Obdobnou tvahou o trojihelnfku
VV'V'’ dokaZeme, Ze i zbyvajici bod V'’ lezi na kruZni-
ci opsané trojihelniku ABC.

Je-li trojihelnik ABC pravothly s thlem « = 90°
(obr. 18b), je V=4 a také V' = V"' = V. Bod V'”
soumérny s V podle pfepony BC leii na kruZnici o prii-
méru BC, ktera obsahuje i body V' = V"' = A.
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Snadno lze dokézat, Ze body soumérné s prisetikem
vydek podle stiedw stran trojdhelniku lest na krufnici
trojuhelniku opsané.

Zobrazime-li bod V v osové soumérnosti podle pifmky
AB (obr. 19), dostaneme bod V' leZici na kruZnici k.
Soumérnosti{ podle osy strany AB ptfifadime bodu ¥V’
bod V'’ kruzZnice k. Je ziejmé, Ze body V, ¥V’ jsou sou-
mérné podle prasetiku os pouZitych soumérnosti, tj.
podle stfedu strany AB.

Obr. 19

58. Sestrojfte-li prusetik vysek V trojuhelniku ABC, ktery
neni pravouhly, ziskdte é&tvefici bodu A4, B, C, V. Kaidy
z téchto bodu je prisedfkem vysek trojuhelnfku ureného
ostatnimi tfemi.

54, Je-li trojuhelnik ABC vepsén do kruZnice k, déli body
A, B, C kruZnici na tfi oblouky. Preklopime-li kazdy z nich
podle jeho tétivy (strany trojuhelniku), ziskdme tfi oblouky
prochézejici jednim bodem. Ktery je to bod?
58. Jsou-li body A4,, B,, C, patami vySek trojihelniku ABC
a bod V pruseéikem téchto vysek, je AV.VA, = BV.VB; =
=CV.VC,.

[Vyuiijtia mocnosti bodu ¥V ke kruZnici trojuhelniku opsa-
né.]
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66. Sestrojto trojuhelnik ABC, je-li dédn stfed kruZnico opsané
pruseéik vysek a vrchol 4.
57. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dan jeho vrchol C, t&2ist6
T a prusceik vysek V.

[VyuZijte stfedu strany 4 B.]

14. KruZnice deviti bod&. V minulém odstavci jsme do-
kazali, Ze na kruZnici trojihelniku opsané lezf kromé
vrchola trojihelniku jesté body soumérné s prusedikem
vySek podle stran trojihelniku a podle stiedi téchto
stran. Ziskdvime tak devét bodid (nikoliv nutné riz-
nych), které lezi na kruZnici k (obr. 20a). Nazev kruZnice
deviti bodt v3ak neddvime této kruznici, ale kruZnici
s ni stejnolehlé, je-li sttedem stejnolehlosti bod ¥ a koe-

ficientem é&islo x = —.

2
Zobrazime-li v této stejnolehlosti viech devét bodu
kruznice opsané, zjistime, Ze =~ | ;s

1. paty vijdek trojithelniku,
2. stiedy stran trojihelniku,




3. stfedy usebek spojujicich priseétk vysek s vrcholy

trojihelniku, leZi na jedné kruznici.

Na obr. 20a jsou jmenované body vyznaleny jen
plnym krouzkem. Ze stejnolehlosti kruinic okamZité
vyplyva, Ze stfed D krutnice deviti bodu je stfedem dselky
spojujict praseCik vydek se stiedem krunice trojuhelniku
opsané.

¥ v - r4: o . 1
Polomér kruznice deviti bodii je roven 5 T

58. Jakd je vzajemna poloha kruZnice deviti bod( a kruZnice
trojuhelniku opsané? Kdy jsou soustiedné?
[Proberte jednotlivé typy trojihelniki.)]

59. DokaZte, Ze trojuhelniky ABC, BCV, CT'A, VAB maji
spole¢nou kruZnici deviti boda. Co z toho plyne pro poloméry
kruznic opsanych témto trojihelnikim?

60. Sestrojto trojuhelnik 0,0p0,, jehoiz vrcholy jsou stiedy
kruznic vné vepsanych trojuhelniku ABC. Urdete kruZnici
deviti bodu trojahelniku Og4 Oy O,.

15. Eulerova pfimka. Vime, Ze na kruZnici deviti boda
trojihelniku ABC lezi stfedy stran — body A’, B’, C'.
Trojihelnik A’B'C’ je stejnolehly s trojihelnikem 4BC
podle tézisté T, koeficient stejnolehlosti zobrazujicf
trojéhelnfk ABC na trojthelnflk A'B'C jo x' = — 5.
V této stejnolehlosti se zobrazi kruinice opsana troj-
thelnfku A BC jako kruZnice opsana trojihelniku A’B'C’,
tj. jako kruznice deviti bodia trojihelniku ABC (obr.
20b).

TEz8te trojihelniku ABC je vnitfnim stfedem stejno-
lehlosti krugnice deviti bod@ a kruZnice trojidhelntku opsané.

Stied stejnolehlosti dvou kruznic lezi na jejich stiedné
nebo splyvé s jejich spolenym stfedem (jsou-li sou-
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sttedné). Neni-li trojihelnik ABC rovnostranny, neni
téZisté trojuhelniku stfedem kruznice opsané a lezi proto
na spojnici stfedu kruznice opsané a kruZnice deviti
bodi. Na této primce lezi i prusedik vysek, jak vime
z odstavce 14.

Teziste, praseéik vysek, stfed kruinice trojuhelniku
opsané a stied jeho kruZnice deviti bodd leZi na jedné
primce (tzv. Eulerové pfimce trojihelniku) nebo sply-
vaji v jeden bod.

Obr. 21

Zajimavd je i poloha jmenovanych bodu na Eulerové
piimce. Na obr. 21 je sestrojena Eulerova pifmka tupo-
1hlého trojuhelniku ABC. Bod D (stred kruznice deviti
bodu) je stiedem tsedky SV, bod T leif uvniti useCky
8D a déli ji v poméru 2 : 1 jako kazdou téZnici, je ST =
=2.TD.
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61. Vyjddrete polohu bodu T vzhledem k bodim S, V déli-
c¢im pomérem.

62.* DokaZte, Ze body S, D, T, V tvofi harmonickou &tvefici
bodi na Eulerové piimce.

88. Sestrojte trojihelnik A BC, je-li déno:

a) t8Zisté T, stfed kruZnice opsané a polomér kruznice deviti
bodi,

b) t&2i8té T, stfed kruznice deviti bodu a st¥ed strany AC,

c) t8%ist8 T, prasedik vysek V a pata jedné vysky.

[P#i rozboru stanovte délici poméry vhodnych trojic bodu
na Eulerové pfimece. Z udaji ve cvideni a) lze sestrojit StyFi
vyznaéné body trojihelniku A BC, které lezf na Eulerové pt{m-
ce, i kruZnici trojdhelnfku opsanou. Zamyslete se nad tim,
zda muzZe byt libovolny bod této kruZnice zvolen za vrchol
A trojihelnfku.]

Obr. 22

16. Trojihelnik pat vySek. Sestrojime-li v ostroihlém
trojtihelniku 4 BC paty vysek — body 4,, B,, C,, rozdé-
lime tsetkami C4,, B 4,, C,B, dany trojihelnik na &ty-
Fi trojihelniky (obr. 22).

Kazdy z trojihelnika AB,C,, BA,C,, CB,A, je podobny
trojuihelntku ABC.
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Dikaz tohoto tvrzeni miiZzeme zaloZit na zndmé vlast-
nosti konvexnich ¢tyfihelnfkt vepsanych do kruZnice
(soudet jejich protilehlych 1hla je vhel pfimy). V ostro-
1hlém trojihelniku lezi body 4,, B, uvnitt stran BC,
AC na kruznici o pruméru AB. Je proto < BAB, +
+ X BA,B, =180° a také < ABA, + X ABA, =
= 180°. Snadno vypotitite, Ze je < A B,C=p§ a
< B 4,C = a. Podle véty wu je A A,B,C ~ A ABC.
Obdobné miZete dokazat podobnost zbyvajicich dvou
trojihelnfki s trojihelnfkem ABC.

64. VyuZijte véty o obvodovém uhlu v kruZnici k dikazu véty
pro tupouhly trojihelnik.

65. DokaZte, %e vysky ostrouthlého trojuhelniku ABC jsou
osami uhla trojuhelniku A,B,C, (tzv. ortického trojihelniku).
[Oznaéte si na obr. 22 viechny zndmsé Ghly pismeny a, 3, y.]
66. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dén joho orticky trojuhel-
ntk 4,B,C,.
[VyuZijte poznatku ze cvidenf 65 a 63.]
67. Dokazte, Ze stfed kruZnice opsané trojuhelniku Ogz0,0,
ze cvideni 60 je soumérny se stfedem kruZnice vepsané troj-

thelniku ABC podle stfedu kruinice opsané trojihelnfku
ABC.

17.* KruZnice Sesti bodii. Sestrojime-li orticky troj-
thelnik 4,B,C, nepravoihlého trojihelnfku ABC, mu-
Zeme sestrojit tzv. druhotné paty vydek, tj. paty kolmic
vedenych body 4,, B,, C, ke stranam trojihelniku 4BC.
Na obr. 23 je zobrazeno Sest druhotnych pat 4,, 4,
B,, B;, C,, C;. Lze dokazat, Ze Sest druhotnych pat
vysek lezi na jedné kruznici.

Dukaz této véty pro ostrothly trojihelnfk ABC
(obr. 23) provedte postupné takto:

a) dokazte na zdkladé podobnosti trojihelnikia ABC

a A,B,C, Ze je A,B, || AB,
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b) dokaZte pomoci ¢tyidhelniku vepsaného do kruinice,
Ze je C,C; || A\B,,

c) dokazte, Ze &tyfihelnik A,B,C,C; 1ze vepsat do krui-
nice,

d) dokazte, ze kaidy ze zbyvajicich boda Aj;, B; leii
na jedné kruZnici s body B,, C,, C; nebo C,, A4,, A;.

68. *Dokaite platnost vyslovené véty pro tupoihly trojihel-
nik.

69. Které body na obr. 1 jsou druhotnymi patami vysek pra-
votuhlého trojuhelniku 4 BC? Leii na jedné kruZnici?

70.* Pokradujte dédle v sestrojovéni pat kolmic (z druhotnych
pat vySek znovu kolmice na strany trojahelniku). Ziskédte 12
bodud, které neleZ{ na jedné kruinici. Nelezi vSak tyto body
na dvou kruZnicich?
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KAPITOLA IIIX

STEJNOLEHLA
ZOBRAZENI

V prvnich dvou kapitoldch jsme hovofili o shodnych,
stejnolehlych a podobnych ttvarech. Jen na nékolika
mistech jsme se zminili o soumérnostech a stejnolehlos-
tech. V dalsf kapitolach se budeme zabyvat stejnolehly-
mi a podobnymi zobrazenimi, pfedevsim jejich konstruk-
¢nfm vyuzitim.

18. Zobrazeni v rovind. Vite, Ze shodnost Gtvari ové-
fujeme pomoci pfemisténi. Sledujeme-li pfi premisténi
dtvaru, jak se premistuji jeho jednotlivé body, muZeme
rozliSovat riznd premisténi jednoho utvaru na druhy.

Dvé premistént dtvaru U, na dtvar U, povaZujeme za

raznd, prifazuji-li (aspoft) jednomu bodu dtvaru U,
razné body dtvaru U,.
} Obdélnik ABCD na obr. 24 lze pfemistit na obdélnik
KLMN tak, %e ptejde A - K, B~ L,C -M,D — N.¥)
Pii jiném moZném premisténi prifadime napf. 4 - M,
B—+N,C—~K, D—L. Kterd jsou dal3f moZna pre-
misténi obdélnika ABCD na obdélnik KLMN? Ktery
bod obdélnika ABCD piejde ve viech téchto premisté-
nich v tyZ bod obdélnika KLMN?

*) Sipkou nahrazujeme slova ,,do bodu‘‘, kterd bychom museli
stdle opakovat. PFi zdpisu pfifazovdn{ bodi budeme uifvat
Sipek.
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71. Kolika rdznymi piemisténimi lze dosdhnout toho, %e se
kryji dvé shodné desky majlei tvar pravidelnych Scstitihelni-
kia? Oznaéte si jojich vrcholy pismeny a zapiste pfifazenf
boda pomoci Sipck.

[Je dvandct moZnosti.]

N
Obr. 24

Premistujeme-li jeden rovinny ttvar, napf. trojihel-
nfk ABC, miuZeme s nim soudasné piemistit i libovolné
velkou é&4st roviny (obr. 25). Kazdému bodu X této
&asti roviny ptifadime pfi pfemisténi A - 4’, B - B’,
C — (', bod X' roviny. MuzZe se stat, Ze se néktery bod
roviny ,,vrati na své misto‘’, takovy bod nazveme sa-
modruinym v daném premisténf (na obr. 25 je § = §’).

Piedstavime-li si, Ze pii pfemistén{ trojihelnfku 4BC
na trojihelnik 4’'B’C’ pfemistujeme celou rovinu, kryje
se premisténd rovina s pivodni rovinou.*) Kazdému
bodu roviny pfifazujeme timto pfemisténim pravé jeden
bod roviny.

*) Na tom nenf nic divného, vidyt i kruh miZ%eme pfemistit
nekoneénd mnohe zpuisoby tak, Ze se kryje se svou puvodni
polohou.
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Predpis, kterym pritadime kaZdému bodu X roviny prd-
vé jeden bod X' télo roviny (je lhostejno, zda je X = X’
nebo X # X'), nazjvime zobrazenim v roviné. Bod X

nazgvame vzorem a bod X' jeho obrazem v daném zobra-
zent.

’ N
——— [N \
7 T kT S‘S' \ \\
/, AN [ ] \ Y
/ \ \ A
// \ ! \\
[+ ) ! \
{ X \ ,’ \\
\ \ { \
\ \ \
\\ [P 1
N e "\ \
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\ /

Obr. 25

Predpis, kterym prifadime kazdému bodu X roviny
bod X’ = §, je jistym zobrazenim v roviné, ovéem malo
zajimavym. Predpis, kterym prifadime kazdému bodu
X roviny bod X' = X, uréuje zobrazeni v roviné, které
nazyvame identitou. Predpis pro stfedovou soumérnost
se stfedem S muZe znit napf. takto: bodu S prifadime
bod 8, kazdému bodu X # § ptifadime bod X' polo-
pimky opaéné k polopiimce SX, pro ktery plati SX' =
= SX.

72. Formulujte piedpis pro osovou soumérnost a otoé&eni.
Pfedpis pro posunuti je uveden na str. 55.

[Popisto geometrickymi terminy konstrukei obrazu bodu
vo jmenovanych zobrazenich.]
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Budeme se zabyvat vyhradné témi zobrazenfmi, ktera
1. pfifazuji kaZdym dvéma riznym bodim roviny opét dva

riizné body,

2. vyplni obrazy bodi roviny celou rovinu.

V takovych zobrazenich je kazdy bod roviny vzorem
jednoho bodu a souéasné obrazem jednoho bodu roviny.
Shodna zobrazen{ v roviné maji obé uvedené vlastnosti.
Zobrazeni, kterd maji vlastnosti 1. a 2. nazveme prostd
zobrazen! roviny na rovinu.

78. Ovéite, Zc viechna zndmd shodnd zobrazen{ a stejnolehlost
jsou prosté zobrazeni roviny na rovinu.

19. Symbolika. Chceme-li pracovat se zobrazenimi, je
uziteéné, abychom si je oznadili pismeny. Uzivame
pismen velké latinské abecedy, napf. Z, O, S, H, P, R,
T, K. V tisku je odliSujeme od pismen oznaédujicich body
polotuénym typem pisma, v rukopise obvykle tim, Ze
pouzijeme velkych psacich pismen.

Zapis Z (X — X') ¢teme jako ,,zobrazeni Z prifazuje
bodu X bod X'““. Zapis Z(A ABC — A A'B'C’) &teme
slovy ,,zobrazen{ Z zobrazuje trojihelnik 4 BC na troj-
thelnik 4'B'C'.

74. Predtéte slovy tyto zdpisy: H(S —+S), T(AB — CD),
R(«x SMD — & RUYV).

75. Zapiste znatkami tyto véty:

a) Otogenf R pfifazuje bodu U bod H' a bodu 7 bod N,

b) kruZnice £ je zobrazena posunutim T na kruZnici k,,

c) &tyifuhelnik ABCD prechdzf soumérnosti S na &tyfuhelnik
DLKYV.

Oznadime-li pfi fefeni iloh nékteré prosté zobrazeni
roviny na rovinu symbolem H, pouZijeme zpravidla
v téZe tdloze i symbolu H-1, Jestlize H(X — X'), pak
HY(X’' — X), jde tedy o ,,opaéna‘‘ zobrazen{, majf stejné
dvojice vzoru a obrazu, ale bod, ktery je v jednom vzo-
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rem, je ve druhém obrazem a obracend. O takovych
dvou zobrazenich fikdme, Ze jsou navzdjem inverzni.

K otoéeni R kolem stredu § o iihel x v kladném smyslu
je inverznim zobrazenim R~! opét otodeni kolem §
o thel a, ale v zdporném smyslu. Ke stejnolehlosti H
se stfedem S a koeficientem » je inverznim zobrazenim

stejnolehlost H-! s koeficientem -:‘— .

76. Jakymi vektory jsou urena navzéjem opadnd posunutf?

77. DokaZte, Ze pro osovou soumérnost O a stfedovou sou-
mérnost S plati 0 = 071, § = §°1,

20. Stejnolehla zobrazeni. Vyznadénou vlastnosti stejno-
lehlosti je to, Ze zobrazuje kazdou pfimku p na pfimku
p’ rovnobéZnou s p. Tuto vlastnost nemaji jen stejnole-
hlosti, ale také posunuti a samoziejmé identita (v iden-
tité je p = p’, tedy také p /[ p').

Prostd zobrazent roviny na rovinu, kterd zobrazuji kaz-
dou pFimku na pfimku s ni rovnobéZnou, nazveme stejno-
lehlymi zobrazenimi v roviné.

Zobrazime-li trojihelnik ABC v nékterém stejnole-
hlém zobrazeni, ziskame trojihelnik A’B’C’, pro ktery
plati A’B’|/|AB, B'C'[| BC,C’A’ || CA (obr. 26). Trojihel-
niky s touto vlastnosti nazveme stejnolehlymi trojihel-
niky. Platf tato véta:

Jsou-li ddny dva stejnolehlé trojidhelniky, existuje stejno-
lehlé zobrazent, které zobrazi jeden trojuhelnik na druhjy.

Spojime-li odpovidajici si vrcholy obou trojihelniki,
protnou se tyto piimky bud v jednom bodé, nebo jsou
navzajem rovnobézné.*) V prvnim piipadé je moZno zo-
*) Predpokldddme, Ze trojihelniky jsou razné; jsou-li totoZné,
neni tieba Zddnych konstrukef, protoZe muZeme zobrazit
jeden na druhy identitou.
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B A
Obr. 26

Cl

brazit jeden trojihelnik na druhy stejnolehlosti se stie-
dem § (obr. 26), ve druhém piipadé posunutim.

78. Zvolte stejnolehlé trojihelniky ABC, A’B'C’ tak, Ze je
A = B’, B = A’. Sestrojte jejich stfed stejnolehlosti.

79. Prodluzte strany AB, CD, EF pravidelného Sestitihelnika
ABCDEF tak, aby vznikl trojuhelnik KLM. Uréete stfedy
stejnolehlosti, kterymi lze zobrazit trojihelnik KLM na
rovnostranné trojahelniky, z nichz se skladd Sestithelnfk.

80.* Zobrazte v rovind trojihelnikovou sit a zvolte pevné
jeden trojdihelnik sité. Urdete mnoZinu stfedu stejnolehlosti,
kterymi lze zvoleny trojuhelinik zobrazit na ,,vétsi‘ trojihelni-
ky (sestavené ze 8tyr, deviti atd. trojahelnika sité).

Jsou-li ddny dvé rovnobéiné viseéky AB, A'B’ (obr. 27),
existuje prdvé jedno stejnolehlé zobrazenti, které zobrazi
A—~>A',B—~DPB.

Libovolnému bodu X roviny, ktery neleii na AB,
piifazuje toto zobrazeni priseéik X' piimek vedenych
body A’, B’ rovnobéiné s piimkami AX, BX. Bodu Y
pfimky AB muZeme pfifadit obraz ¥’ pomoci bodu X,
X' (obr. 27).
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81, Sestrojte stfcd stejnolehlosti isedek AB, A’B’ na obr. 27.

82. Dokazte, %e pro obrazy A’, B’, C’ boda 4, B, C v libovol-
ném stejnolehlém zobrazeni plati bud (A4’B’C’) = (ABC)
nebo A A'B'C' ~ A ABC.

83. Vepiste do dané kruZnice trojihelnik stejnolchly s danym
pravouhlym trojuhelnikem ABC.

[Zvolte v kruznici pramér rovnobézny s pfeponou trojihel-
nika. Jsou dvé Fedeni!]
84.* Dokazte, Ze kazdé dvé paraboly s rovnobéZnymi osami
jsou stejnolehlé. Pouzijte stejnolehlostidsedek F, V,, Fy ¥V, urée-
nych ohnisky a vrcholy parabol. Ukazte, Ze touto stejnolehlosti
l1ze zobrazit jednu parabolu na druhou.

21. Pomoci pojmu stejnolehlych zobrazeni mizeme
odstranit nékteré potiZe pii formulaci vét o stejnolehlosti
utvara a konstrukeich itvari pomoci stejriolehlosti.

Tak napf. pfi formulaci véty o stejnolehlosti kruZnic
F{kdme, Ze dvé neshodné kruznice jsou stejnolehlé dvé-
ma zplisoby a shodné kruZnice jednim zptisobem (ne-
existuje vnéjsf stfed stejnolehlosti shodnych kruznic).
Pomocf pojmu stejnolehlych zobrazeni mizeme vyslovit
jednotnou vétu pro oba piipady:
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Jsou-li ddny dvé libovolné kruZnice k,, k, v roviné,
existuji prdvé dvé stejnolehld zobrazeni, kierd zobrazt k,
na k,.

Dokazte vétu diskusi vSech tff mozZnosti (k,, %k, ne-
shodné, shodné rizné a totozné). V poslednim piipadé
je jednim ze stejnolehlych zobrazen{ identita.

Ulohy, ve kterych se vyuZivé stejnolehlosti se stiedem
v prisediku riznobéZek, lze fesit v pripadé rovnobéZek
tak, Ze ,,zastoupime*‘ stejnolehlost posunutim. Uvedme
jako piiklad zndmou tlohu sestrojit kruZnici, kterd se
dotykd dvou pFimek p, ¢ a prochdzi dangm bodem M
(obr. 28).

Obr. 28

Jeji reSeni dobre znate v piipadé, kdy jsou p, g rizno-
bézky. Tehdy sestrojime libovolnou kruznici k, ktera se
dotyké primek p, ¢ a zobrazime ji ve stejnolehlosti se
stfedem S tak, aby jeden bod kruznice k presel do bodu
M. Jsou-li ptimky p, ¢ rovnobézné (text ulohy to nevy-
luéuje), muzeme Fesit ulohu zcela obdobné, kruznici k
vi8ak nezobrazujeme ve stejnolehlosti, ale v posunuti.

V obowu pripadech zobrazujeme body M,, M, kruZnice
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k do bodu M stejnolehlym zobrazenim. Body M,, M, lezi
na pi{mce m spojujici bod M s praseéikem S piimek p, q
nebo rovnobéiné s p, q.

Ulohy tohoto typu budeme fedit v nasledujici kapito-
le, pokuste se vyTesit jednu takovou ,,dvojitou‘ 1ilohu
ji% ted.

85, Jsou dény dvé piimky p, q, bod M a smér s riznobéiny
8 p, ¢. Sestrojte usetku PQ//s, jejiz krajni body lezi na p, ¢
a kterd je vidét z bodu M pod uhlem 60°.

[V obou pipadech sestrojte libovolnou tsedku P,Q,//s
a mnoZinu u (P,, @,, 60°). PouZijte pf{{imky m jako na obr. 28
& vhodnych stejnolehlych zobrazeni.]

22. Konstrukee &tyFihelniki. Jiz v prvnf dasti tohoto

svazku je struéna zminka o sestrojovani &tyithelnfki
pomoci posunutf. Ve zbyvajicich odstaveich této kapito-
ly se sezndmime dikladnéji s konstrukcemi &tyfihelnika
pomoci posunuti, jednoho ze stejnolehlych zobrazenf.
Konstrukénimu vyuZiti stejnolehlosti budeme vénovat
samostatnou kapitolu.

Zjistime-li o tfech bodech roviny, Ze jsou vrcholy
trojihelnika, mtZeme trojihelnik jednoznaéné sestrojit.
U ¢&tyfihelnikd tomu tak neni, protoZe Ctyfuhelnik*)
nent svyms vrcholy jednoznaéné uréen. MiZe proto dojit
k paradoxni situaci, kterou vidite na obr. 29. Jsou na
ném zobrazeny tfi &yrihelniky, které nelze premisténim
ztotofnit, alkoliv jejich vrcholy lze pFemisténim ztotoinit.

Ctyrihelnik povafujeme za sestrojeny, je-li sestrojena
lomend &dra jeho hranice. V zdpisu étyhihelniku uviadime

*) Ctytuhelnfkem rozumime dtvar, ktery je sjednocenim dvou
trojuhelnikt se spolednou stranou, které lezi v rdznych polo-
rovindch vzhledem ke spoledné strané a nemajf Zddné dalsi
strany na jedné primce. MizZe tedy jit o &tyfdhelniky kon-
vexnf i nekonvexni.
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Obr. 29

vrcholy v tom pofadi, jak jimi prochdzime pii vyzna-
¢ovani hranice jednim tahem. Na obr. 29 jde o étyiihel-
niky ABCD, ACBD, ABDC.

KaZdd lomend édra ABCDA nemusi byt hranict &yr-
sthelntku. Na obr. 30 jsou zakresleny tfi typy lomenych
tar, které nejsou hranicemi étyfihelniki. Presto se
prvni z nich nazyva nékdy zkfiZenym étyiahelnikem.
Casto nam pti konstrukeich vyjdou jako vysledek kon-
strukee i lomené &ary z obr. 30. Je to pfirozeny disledek
imluvy o sestrojovani é&tyfahelnikai (sestrojujeme lo-
menou diru, kterd mé jisté vliastnosti).

86, Sestrojte &tyfuhelnik ABCD, pro ktery plati:
a)AB = 3,BC = 4,AC = 5,0D=6,DA =1,
b)AB = 5, AC = 4,CD = 5, < ABC = 45°, & BAD = 90°,

c D D D
. c
A A
A B B B

Obr. 30
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c) AB=4,AC =6, & ABC = 60°, X ADB = 60°, < ADC
= 30°.

Kolik boda C, D muZete sestrojit, umistito-li tisetku AB?
Sestrojto viechny lomené édiry ABCDA. Které z nich jsou
hranicemi étyfahoelnika ?

23. Kouzelny rovnobd%nik. KaZdé lomené &ife AB
CDA miuzeme plifadit vyznadné rovnobézniky. Sledujte
konstrukei jednoho z nich na obr. 31. Vyznaéime si thlo=

Obr. 31

pti¢ku BD lomené &iry a v posunuti T(4 — C) zobrazime
B, D do poloh B’, D’. Rovnobéinik DBB'D’ v sobé
»koncentruje’ vlastnosti lomené d&ary; nazveme jej
vyznalnym rovnobéZnikem lomené édry ABCDA.

Strany rovnobéinika DBB’D’ jsou shodné s uhlopiié-
kami BD, AC lomené é&ary. I’Jseéky CB’, CB, CD, CD'
jsou po fadé shodné s dseékami AB, BC,CD, DA lomené
éary. Stfed strany CD je stfedem rovnobéiniku ACD'D,
stfedn{ pfitka EF lomené &ary je rovnobézna s thloprié-
kou BD’ vyzna&ného rovnobéiniku, plati ztejmé BD' =
= 2.EF.

Je-li lomend &ara A BCD hranici konvexniho ¢tyitihel-
niku, lezf bod C uvnitf vyznaéného rovnobézniku DBB’
D'. Je spoleénym vrcholem whia «, §, ', 6’ shodnych
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s vnitfnimi dhly &tyiihelniku (obr. 32). Uhel e = XAUB
je shodny s jednim vnitinim dhlem vyznaéného rovno-
béznfku.

Ka?dé uzaviené lomené dafe A BCDA umime pfifadit
jeji vyznaény rovnobéinik DBB’'D’. Zvolime-li naopak
libovolny rovnobézinik DBB'D’ a bod C rizny od jeho
vrcholit, muZeme sestrojit lomenou ¢aru ABCDA, pro
kterou je dany rovnobéZnik vyznaénym rovnobéZini-

Obr. 32

kem. Postaéi, posuneme-li bod € do bodu 4 v posunutf
B’ — B. Provedte si konstrukei na vlastnim obrazku.

Umistime-li pevné rovnobéZnik DBB'D’, vyjde nam
podle volby bodu C lomens éira ABCDA jako hranice
konvexniho, nekonvexniho nebo zkifZeného &tyfihelni-
ku. Zvolime-li bod C na nékteré z ptimek DB, BB’, B'D’,
D'D, dostaneme lomené &iry téch typu, které jsme zobra-
zili na obr. 30. Na obr. 33 jsou oznadeny pismeny V,N,Z
ty oblasti roviny, pro jejichz vniténi body C dostaneme
konvexni, nekonvexni nebo zkfiZzeny &tyitihelnik.
87.Jaké vyznalndé rovnobdiniky pkisludeji 8tvercim? Které
Styftuhelniky majf vyznaéné obdélniky?

88. Jak muZete charakterizovat vyznaéné rovnobéznfky
rovnobéznika a lichob&iniki ?
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89. Dokaite, ze vyznadny rovnobdinfk konvexnfho &tyiihel-
niku m4d dvojnésobny obsah nez ¢tyiuhelnik.

N |Z

V I'N .

Y4

Obr. 33

24. Vlastnosti vyzna&ného rovnobé&Zniku lze vyhodné
vyuZit ke konstrukeim &tyfihelniki. Jsou-li ddny tako-
vé prvky dtyiihelniku, %e z nich snadno sestrojime jeho
vyznaény rovnobéinik, a jeden vrchol ¢tyiihelniku,
snadno sestrojime hledany &tyfihelnfk.

Piiklad 2. Sestrojte Ctyfihelntk ABCD, jsou-li ddny
jeho dhlopFiéky AC, BD, thel ¢ = < AUB jimi sevfeny,
1hel « a strana CD.

Rozbor. Ma-li &tytihelnik ABCD pozadované vlast-
nosti (obr. 34), ma jeho vyznalény rovnobéZnik stranu
BB’ = AC a < DBB’ = ¢. Na zakladé téchto ddaja
miZeme rovnobéznik DBB'D’ sestrojit. Vrchol C hleda-
ného ¢tytihelniku leZi pak na kruZnici &,(D, CD) a néle-
Zi mnoZiné boda u(B’, D', «). Bod A4 je obrazem bodu C
v posunuti T(B’' — B).

Konstrukce.

> Sestrojtme jeden rovnobéinik DBB'D’.

: Sestrojime kruénict k,(D, CD).

> Sestrojtme u(B', D', ).

4 Sestrojime bod C jako spoleény bod krufnice k, a mno-
Ziny u.

N

122



K;: Sestrojime bod A jako obraz bodu C v posunuti
T(B' — B).
Kg: Sestrojime lomenou édru ABCDA.

Dl

&
oV

B
Obr. 34

>

Zkou$ka. Spravnost konstrukce plyne z diive uve-
denych vlastnost{ vyznadného ¢tyfihelnfiku.

Diskuse. Podet feSeni*) je roven poétu bodu C, protoze
viechny konstrukce kromé K, jsou jednoznaéné. MiZe-
me ziskat nejvyse ¢tyfi feseni.

90. Sestrojte &tyfihelnik ABCD, je-li kromé AC, BD, ¢ déno
a) AB,CD b)AD,8 c)a, d)AD:BC =1:3,y.

91. Sestrojte lichobdznfik ABCD, je-li déno a) AC, BD, AB,
CD, b) AC, BD, ¢, BC.

92, Sestrojte &tyiahelnik ABCD, je-li déno AC, BD, a, y
a stfedni pfitka EF (tsedka spojujici stfedy stran AB, CD).
93. Sestrojte &tyfihelnik ABCD, je-li déno AC, BD, EF
a poméry AB :CD, BC : DA.

[Vyuiijte Apolloniovy kruznice.]

*) Refenfm rozumime uzavienou lomenou &iru ABCDA.
Neni snadné rozhodnout, kolik z téchto éar je hranici kon-
vexnfho &tyfuhelniku.
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KAPITOLA IV

STEJNOLEHLOST
VPOLOHOVYCH ULOHACH

Stejnolehlost je jednoznadné urdena, je-li udén jejf
stfed a koeficient. MiiZeme ji viak pouZit i tehdy, kdyZ
nejsou znamy oba tidaje. Uvedeme ukazky feSen{ polo-
hovych konstrukénich iloh, pfi nichZz pouZijeme stejno-
lehlosti v pfipadé, kdy

A) zndme stfed stejnolehlosti i jeji koeficient,

B) zndme stfed stejnolehlosti, ale nezndme jeji koeficient,
C) nezndme stied stejnolehlosti, ale zndme jeji koeficient,
D) nezndme stied stejnolehlosti ant jeji koeficient.

25. Ulohy typu A. Do prvnf skupiny 1loh pati{ téméf
viechny ilohy feSené pomoci stfedové soumérnosti
(stejnolehlosti s koeficientem x = — 1) v prvni &asti to-
hoto svazku. Uvedme proto nejdrive ilohy, které jsou
prihlednym zobecnénim tloh feSenych stredovou sou-
mérnosti. Mezi nejjednodussi patii dlohy o piftkach,
které resite i ve kole.

Piiklad 3. Je ddna kruZnice k(S, r) a bod A, ktery lei
ve vnéj$t oblasti krusnice k. Sestrojte seCnu XY krusnice k
tak, aby prochdzela bodem A, protinala k v bodech X,Y
a aby platilo AX = 3. AY.

Rozbor. Neznamymi body jsou ziejmé body X, Y.
Je-li pfimka XY fefenim tulohy (obr. 35), je bod Y
obrazem bodu X ve stcjnolehlosti H se stiedem A4
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a koeficientem » = % . Protoze bod X le#i na k, lezi bod

Y na obrazu k' kruznice k ve stejnolehlosti H. Dochazi-
me k zdvéru: bod Y leZf na kruznici k(S, r) a na kruZnici
k', ktera je obrazem k ve stejnolehlosti H. Bod X je
o brazem bodu Y ve stejnolehlosti H-.

X Yo

Obr. 35

Konstrukce.

1> Sestrojime k' jako obraz k ve stejnolehlost H.

o- Sestrojime Y jako spoleény bod krusnic k, k'.
: Sestrojime X jako obraz Y ve stejnolehlosti H-1.
o Sestrojime pimku XY .

Zkouska. Z konstrukce K, vyplyvad, e je AX = 3.4Y
a Ze body 4, X, Y leif na jedné pfimce. Stejnolehlost
H-Y{(k' — k) pfifazuje bodu Y kruznice &’ bod X kruzni-
ce k. Bod Y leif na k podle konstrukce K,, je tedy XY
tétivou kruZnice k.

W

by B B B

Diskuse. Podet bodi Y zavisi na vzajemné poloze
kruznic k, k’. Jsou proto bud dvé, jedno nebo Zidné
Tedeni.

O néco obtiZnéjsi jsou dlohy o pritkach, ve kterych je
tfeba koeficient stejnolehlosti nejprve spoéitat. PouZi-
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jeme-li vztahtt pro délici poméry tif bodd (odst. 5),
stanovime snadno koeficient stejnolehlosti.

Piiklad 4. Je ddn trojihelnik ABC a bod M lefici vné
trojihelniku. Sestrojte primku prochdzejici bodem M tak,
aby protala hranicy trojihelniku v bodech X, ¥ a aby
platilo MX = 5.X7Y.

c M
X
X2
A Y, B
Obr. 36

Rozbor. Ma-li pfimka XY pozadované vlastnosti, lezi
bud X mezi M, Y nebo ¥ mezi M, X (obr. 36). V prvnim
piipadé je (MY,X,) =5 a koeficient », stejnolehlosti

H, (X, = Y) jen, = (Y, X, M) — % .Ve druhém piipads

je (MY, X,) =—5aux, =(Y,X,M) = % . Stejnou tva-

hou jako v prikladé 3 dospéjeme k zdvéru, Ze bod Y
lezi na hranici trojihelniku A BC a na hranici trojihelni-
ku 4,B,C, nebo A,B,C,, které jsou obrazy hranice troj-
thelnfku 4BC v H, [M, —';]*) a H, [M, %]

*) Stejnolehlost se sttedem S a kooficientem » budeme znadit
symbolem H(S, x).
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Konstrukce.
K,: Sestrojime obraz trojihelniku ABC v H, (M , -:—)

a H, [M , % .

K,: Sestrojime bod Y jako spoleény bod hranice trojihel-
niku ABC s jeho obrazy v H, nebo H,. '

K;: Sestrojime pfimku MY a jeji druby priseéik X
8 hranict trojuihelntku ABC.

Zkouskase provede obdobné jako v predeslém piikladé.

Diskuse. Uloha mé nejvyse &tyti fesenf, miZe jich
miti méné, zalezi na poloze trojuhelnfku ABC a troj-
thelnika 4,B,C,, 4,B,C,. Podet feseni se zmensi, lezi-li M
na prodlouzeni nékteré strany trojihelniku ABC.

Pro¢ jsme pouzili pfi Feseni piikladu 4 dvou stejno-
lehlosti, zatimco v prikladé 3 jen jediné? PoZadovanym
vztahem AX = 3.A4Y je v piikladé 3 stanoveno, Ze bod
X je vzdélenéjsi od A nez bod Y. V pifkladé 4 viak
neni dan vztah mezi MX, MY, proto nemiZeme fici,
kterd z té€chto 1sefek je mensi. Musime poditat s moz-
nosti, ze je MX < MY i MY < MX. Pamatujte na to
prfi feSeni tloh ve cviéenich.

94. Je déna kruZnice &k a jeji body A, B, C. Sestrojte tétivu
AX kruZnice k tak, aby z nf jeji prusetfk Y s tétivou BC
oddélil étvrtinu.

95. Je dan trojuhelnik a jeho vnitini bod P. Sestrojte pfi¢ku
trojuhelniku prochdzejici bodem P tak, Ze ji bod P déli v po-
méru 1 : 2. Vyznaéte v trojuhelniku mnozinu vsech bodta P,
pro které mé uloha feseni.

96. Dvé kruZnice k,, k, se protinaji v bodé 4. Vedte jim pfim-
ku, na které vytind kruzZnice k, dvakrat delsi tétivu nez kruz-
nice k,.
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96. Ulohy typu C. Uvedme nyni dlohu typu C, ve kte-
ré stfed stejnolehlosti neni dan, ale 1ze jej snadno sestro-
jit a prevést tak dlohu na typ A.

Priklad 5. Jsou ddny body A, B, C a rizné rovnobéiky
a, b, které prochdzeji A, B. Sestrojte pfimku prochdzejict
bodem C tak, aby protala pFimku a v bodé X, pFimku b
v bodé Y a aby platilo AX = 2.BY.

Rozbor. Neunahleme se, volba bodu C za stied stejno-
lehlosti by nebyla §tastna! Uvédomme si, Ze tise¢ky AX,
BY jsou stejnolehlé a Ze tedy existuje stejnolehlost, kte-
ra zobraz{ ise¢ku BY na tGsetku AX,H(B - 4, Y — X).
Jeji stied S je prisedikem piimek AB, XY (obr. 37).

Pro koeficient této stejnolehlosti plati: |x| = —‘;% =2,
je tedy || = [(ABS)|= 2. Stred S stejnolehlosti H(B — 4,
Y — X) lezi na AB a plati pro néj vztah |(ABS)! = 2.
Primka XY prochazi bodem C a bodem 8.
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Konstrukce.
K,: Sestrojime bod S, pro ktery oplati |(ABS) = 2.
K,: Sestrojime pFimku SC, kterd protne primku a v bodé
X a pfimku b v bodé Y.

Zkouska. Stejnolehlost H se stiedem § a [x| =2
zobrazuje use¢ku BY leZici na b na tsetku AX leici
naa//b. Je AX = |x|.BY = 2.BY a piimka XY pro-
chazi bodem C.

Diskuse. Pti konstrukei K, sestrojime dva body S,
(ABS,) =2, (ABS,) = — 2. Je-li § #C, existuje je-
dind piimka 8C, je-li § = C, existuje nekonedné mnoho
piimek prochéazejicich body S, C. Body X, Y existuji,
pokud neni SC // a. Uloha muzZe mit nekoneén& mnoho,
dvé nebo jedno fesSeni.

97. Reste tlohu v piiklads 5, je-li misto bodu C ddn smér hle-
dané piimky XY.

98. Jsou ddny raznobéziky a, b, bod A lcifci na a, bod B
lezici na b a smér s riznobdiny s a, b. Sestrojte pfimku sméru
8, kterd protne pfimku e v bodé X a pfimku b v bodé Y tak,
ze je AX = 2.BY.

[Vedte bodem A piimku a'//b, sestrojte jeji prusedik X’
s XY a uréete vztah uselek AX", BY.]

27. Ulohy typu B. Uvedeme ty tlohy tohoto typu,
které pozaduji sestrojeni ttvaru (lomené é&iry nebo
kruznice), jehoZ vyzna¢éné body lezi na dvou pfimkach.
Stejnolehlosti pouzivame v pripadé, kdy jsou piimky
raznobézné.

Pii FeSeni téchto 1loh pracujeme s mnoZinou viech
stejnolehlosti, které maji spoleény stfed. Nenfi to nic
tézkého, potiebujeme jen nasledujici véty:

Je-li ddn bod S a bod A == 8, je mnoZinou obrazi bodu
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A ve vdech stejnolehlostech se stfedem S p¥imka AS bez
bodis A, S. Spravnost véty je zfejma. Z definice stejno-
lehlosti vime, Ze obraz bodu 4 v libovolné stejnolehlosti
se stfedem 8 leZi na pfimce AS a je A # 8. Je-li obra-
cené bod A’ 7= A, 8 libovolnym bodem piimky AS,
existuje praveé jedna stejnolehlost H(S, 4 — A’).

Je samoziejmé, ie mnoZinou vdech boda roviny, kieré
mohou byt zobrazeny do bodu A nékterou stejnolehlosti
se stfedem S, je opét pFimka AS bez boda A, S.

Zadnéme snadnou tlohou o pétithelniku.

Piiklad 6. Dvé nesousedici strany pravidelného péti-
thelntku byly prodloufeny tak, af venikl vrchol V 4hlu,
na jehoZ ramenech leZi strany pétidhelniku. UvnitF tohoto
dhlu je ddn bod M. Sestrojte pravidelny pétithelnik, jeho
dvé strany lezi na ramenech %hlu a tiett prochdzi bodem M.

Obr. 38

Redent. Hledany pétithelnfk a narysovany pétidhel-
nfk jsou stejnolehlé podle sttedu V. Existuje tedy stejno-
lehlost se sttedem V, ktera zobrazuje narysovany péti-
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thelnik v hledany. Podle véty vyslovené pred textem
tlohy lezi kazdy bod M, ktery lze zobrazit do bodu M
stejnolehlosti se stfedem V, na pfimce V.M. Soudasné
lezi M na nékteré strand daného pétithelniku.

Konstrukce.
K,: Sestrojime bod M lefici na obvodu daného pétihelntku
a na pfimce VM.
K,: Zobrazime dany pétidhelnik ve stejnolehlosti H(V,

Zkouska je snadnéd.

Diskuse spodiva v uréeni po¢tu bodi M, protoze kon-
strukce K, je jednoznaéna. Existuji zfejmé pravé dva
body M a tedy i privé dva pétiihelniky pozadovanych
vlastnosti.

Reseni tilohy v pfikladé 6 bylo usnadnéno tim, Ze
utvar stejnolehly s hledanym byl jiZ sestrojen. Zpravid-
la tomu tak nebyva, nékdy je dokonce konstrukce ta-
kového ttvaru ,,tvrdym oriskem‘’, nékdy neni jedno-
znadéna.

Priklad 7. Je ddn trojuhelnik ABC. Sestrojte tseCku
XY tak, aby bylo AX = XY = YB a aby bod X leel na
ptimee AC, bod Y na piimce BC.

Rozbor. Predstavme si, %e je dan uhel BAC a pfimka
BC. Lomend ¢&ira AXYB (obr. 39) je reSenim tlohy.
Zobrazime-li ji ve stejnolehlosti se stfedem A, prejde
X—+X',Y—>Y,B— B abudeplatit AX' = X'Y' =
= Y'B', Y'B' || CB.
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Predpoklidejme, Ze mame sestrojenou lomenou &iru
AX'Y'B’, ktera ma vySe uvedené vlastnosti. Potom je
hledand lomena ¢ara obrazem této ¢ary ve stejnolehlosti
HA —+A4, X - X, Y -Y, B> B). Bod Y je spo-
le¢nym bodem piimek BCa AY".

Obr. 39

Konstrukce.
K,: Sestrojime lomenou édru AX'Y'B' s vlastnostmi
uvedenymi v rozboru dlohy.*)
K,: Sestrojime bod Y jako spoleény bod pifimky AY’
8 primkou BC.
K,: Sestrojtme lomenou édru AXYB jako obraz lomené
éiry AX'Y'B vHA —~A,Y 7).

Zkouska vyzaduje, abychom ovéiili nejdi{ve sprav-
nost konstrukce K, popsané v pozndmce. Spravnost
celé konstrukce je pak zfejma z pfifazeni, které provadi
stejnolehlost H.

*) Abychom net#iStili postup feSeni dandé ilohy, popidme
konstrukei lomené &diry AX'Y'B' zde. P#i volbé bodu X’
ptimky AC lezi bod Y na k (X', AX') a na rovnobéice vedené
bodem D s AB. Bod D lezf na BC a plat{f BD = AX".
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Diskuse. Konstrukce K, je jednoznaéna, K, ma jediné
nebo zidné fedeni. Konstrukce K, muZe mit aZ &tyfi
riznd feSeni. Dana iloha mi tedy nejvyse &tyii fedeni.
Pri kolika z nich lezi body X, Y uvniti stran AC, BC
trojihelniku ABC?

Obr. 40

Viimnéte si, Ze pfimka BC uddva jednak smér vselky
Y B hledané lomené &ary, jednak se uplatiiuje jako jedna
zékladni kiivka, kterd obsahuje bod Y. Uddme-li pro
tsetku YB samostatnou podminku sméru, mizZe byt
pfimka BC nahrazena kterymkoliv utvarem (kruZnici,
obloukem kruznice, obvodem trojihelnfka atd.).

99. Je dédna kruhovd vyseé ABC (obr. 40). Sestrojte lomenou
&dru AXYZ tak, aby bod X lezel na pfimce AC, bod Y na
oblouku BC, bod Z na AB a aby platilo AX = XY = YZ,
YZ /| BC.

100. Jsou ddny dvé kruZnice k,, %, a na kaZdé z nich jeden
bod. Sestrojte dvé shodné kruznice, které se dotykaji navzdjem
a kaZdé z nich jesté jedné dané kruZnice v daném bodé.

28.* Uvedeme nyni ilohy, na zikladé kterych lze
sestrojovat praseCiky primky s kuZelosebkou. Prettéte
si znovu odst. 10 v kapitole I.
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Piiklad 8. Je ddn dhel AVB a jeho vnitini bod M.
Sestrojte bod X piimky AV, jehof vzddlenost od VB je
dvojndsobkem seCky X M.

Rozbor. Oznadime-li pismenem Y patu kolmice z X
na VB (obr. 41), je hledany bod X vrcholem lomené &iry
YXM, pro kterou plati XY | VB, Y leii na VB, X

! ‘
\

l
\sl

V X X A
Obr. 41

lezi na VA, XY : XM = 2 :1. Zobrazime-li hledanou
lomenou ¢iru v nékteré stejnolehlosti se stiedem V,
HWV->V,Y—->Y, X —>X, M- M), dostaneme lo-
menou ¢aru Y’ X'M’; bod Y’ lezina VB, X' na VA, M’
na VM. Je také X'Y' | VB a X'Y': X'M' =2:1.

Sestrojime-li lomenou diru Y'X’'M’ tak, aby méla
pravé uvedené vlastnosti, ziskame jejim zobrazenim ve
stejnolehlosti H-(V — V, M’ — M) hledanou lomenou
¢aru YXM a tim i bod X. Konstrukci lomené &ary
Y'X'M' miZeme provést tak, Ze zvolime libovolné
bod X' na VA, sestrojime Y’ jako patu kolmice z X’

1
na VB a primku V.M pfetneme kruznici k(X’, - X’Y’]
v bodé M’. Dokondete sami Fefen{ této dlohy; ziskate
nejvyse dvé feSeni,
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101.* Je déno ohnisko F a Fdicf pH{mka d paraboly a dalsi
primka p. Sestrojte pomoci stejnolehlosti nebo posunutf pra-
sebiky pFimky p s parabolou.

102.* Jsou déna ohniska elipsy a jeji hlavni vrcholy. Dédle
je déna pifmka p, kterd protind hlavni osu. Sestrojte prusediky
elipsy s pfimkou p, vyuZijete-li Hdici pfimky clipsy (odst. 10
v kap. I).

29. Ulohyliypu?D. Ctvrty zpfisob konstrukéniho vy-
uziti stejnolehlosti je vhodny pfi nékterych tlohich
o kruznicich. V rozboru takové ilohy zvolime za stfed
stejnolehlosti nezndmy bod. Sestrojime jej pak na zakla-
dé vlastnosti, které vyplyvaji z toho, Ze je stiedem
stejnolehlosti zobrazujici dany titvar v hledany.

Pfiklad 9. Jsou ddny dvé raznobédky a, b a krufnice
k, kterd se medotyjkd %didné z nich. Sestrojte kruinici,
kterd se dotykd pitmek a, b i kruZnice k.

Obr. 42

Rozbor. Hledana kruzZnice kb a dana kruZnice & jsou
stejnolehlé podle bodu dotyku T’ (obr. 42). Tato stejno-
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lehlost H (s neznamym koeficientem) zobrazi teény a, b
kruznice & v teény a’ // a, b’ /| b kruZnice k. Ve stejno-
lehlosti H(a —a’, b — b’) piejde prisedik P primek a, b
do bodu P’ (priseéiku pfimek a’, b'). Aniz znime 7T,
muZeme sestrojit piimky a', b’ a jejich prusetik P’. Bod
T pak lez{ na pfimce PP’ a na kruZnici k. Hledana

kruznice - je obrazem dané kruZnice ve stejnolehlosti
H-YT —-T,P —P).

Konstrukce.
K,: Sestrojime tecny o', b’ kruénice k tak, aby byla o’ || a,
b" /] b.
K,: Sestrojime priaseéik P’ primek a’,b’.
K,: Sestrojime spoleény bod T krusnice k a pfimky PP’.
K,: Sestrojime h jako obraz kv H-Y(T — T, P’ — P).

Zkouska. Z konstrukce K, plyne, Ze kruZnice k se
dotykd piimek a’, b’. Stejnolehlosti H-! zobrazime
a’ -—+a, b —b, k—h Dotykd se proto kruznice kA
piimek a, b. ProtoZe stfed stejnolehlosti lezi na k, je
bodem dotyku kruZnice k a jejiho obrazu, tj. kruZnice
h. Sestrojena kruznice mé viechny pozadované vlastnosti.

d

P b

S

Obr. 43

Diskuse. Konstrukei K, zfskdme dvé teény a’ a dvé
tedny b’ kruZnice k, vesmés rtzné od piimek a, b.
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Konstrukei K, ziskdme éty¥i body P’ # P jako vrcholy
rovnobéznika opsaného kruZnici k. Kazdé piimka PP’
protne k ve dvou bodech 7, T, nebo nema s k spoleény
bod. Vznikne tedy nejvyse osm bodu 7. Jaké jsou dalsi
moZnosti pro podet boda 7'? Na obr. 43 vidite polohu
pfimek a, b a kruZnice k, pii které vznikne osm bodu 7'

103. Narysujte si osm kruZnic, které jsou feSenim ulohy
z pfikladu 9 pro utvary zobrazené na obr. 43.

104, Zvolte polohu pfimek a, b a kruznice k tak, aby body P’
byly vrcholy &tverce se stfedem P. Body T pak po dvou sply-
vaji, ale osm stejnolehlost{ zlistdvd; odlidte si je navzajem.

105. Jak probfhd FeSeni tlohy, dotyké-li se dand kruZnice k
jedné z primek a, b ncbo obou?
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KAPITOLA V

PODOBNA ZOBRAZEN{

V posledni kapitole budeme definovat pojem podobné
zobrazeni v roviné a ukéZeme si nékolik zplsobu jeho
vyuZiti pfi FeSeni konstrukénich iloh. Podrobnéjsf
studium podobnych zobrazeni piesahuje jiz podstatné
sttedoskolskou latku, nebudeme se jim proto zabyvat.

30. SloZeni zobrazeni. Uvedme si piiklad na sloZeni
osové soumérnosti a stejnolehlosti. Na obr. 44 je zobra-
zen trojihelnik ABC nejprve v osové soumérnosti O
s osou o na trojihelnik 4,B,C,. Tento trojihelnik je pak
zobrazen ve stejnolehlosti H se stiedem § a koeficientem

c 0 Ca
~—
N B,
e
~
-,
-
. L8,
A T~ '
R N :
S~ N\ 1
~. \\ [
~_ i
=
A, Ay
Obr, 44
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x = 2 na trojuhelnik A,,B,,C;,. Dvoji index pifeme
misto spravnéjsiho, ale slozitéjsiho zapisu (A4,),, (By),
(C))s, ktery vyjadiuje, Ze ve druhém zobrazeni zobra-
zujeme body A,, B,, C,.

Jak vite, je podstatou skladani dvou zobrazeni to,
Ze je provedeme ,,za sebou‘‘. Na obr. 44 jsme ziskali
jako vysledek zobrazeni trojihelniku ABC na trojihel-
nik 4,,B,,C),.

Poradi, v jakém zobrazeni Z,, Z, sklddame, je pod-
statné, nemusi byt Z,Z, = Z,Z,. Presvéd&te se, Ze na
obr. 44 je OH 5= HO (postagf, zobrazite-li bod 4 nejprve
ve stejnolehlosti na bod 4, a tento bod pak v osové
soumérnosti na bod 4,,).

106. SloZte osovou soumsérnost a stejnolehlost v pripads,
kdy leif stied stejnolehlosti na ose soumérnosti. Jaky je pak
vztah mezi OH a HO?

107. Slozte otoleni R o pravy thel kolem stfedu S se stejno-
lehlosti H(S, x = — 2). Je RH = HR?

31. Podobni zobrazeni. Na obr. 44 jsme zobrazili
trojihelnik ABC ve zobrazeni Z, které bylo sloZenim
shodného zobrazeni (osové soumérnosti) a stejnolehlého
zobrazeni (stejnolehlosti). ProtoZze je A,,B,, = 2.A4B,
B,,C,, = 2.BC, C,A,, = 2.0A, je trojihelnik 4,,B,,C,,
podobny trojihelniku ABC. Charakteristikou vlastnostf
zobrazenf Z je pravé to, Ze zobrazuje kaZdou tisedku
XY na tsedku X'Y' =k.XY, kde &k je konstantou.
Stejnou vlastnost ma kaidé zobrazeni, které vznikne
slozenfm shodného a stejnolehlého zobrazeni v roviné.

Zobrazent, které je sloZenim shodného a stejnolehlého
zobrazent v roviné, naziyvdme podobngm zobrazenim v ro-
viné. Oznalujeme je zpravidla pismenem P, &islo k
nazyvéame pomérem podobnosti,

139



Snadno lze dokézat, %e také podobné zobrazeni v ro-
viné je prostym zobrazenim roviny na rovinu. Kazdé
shodné i stejnolehlé zobrazeni v roviné, véetné identity,
je podobnym zobrazenim v roving.*) Na obr. 45 je sche-
maticky znazornén vztah mnoziny P podobnych zobra-
zeni, mnoziny S stejnolehlych zobrazeni a mnoZiny K

Obr, 45

shodnych (kongruentnich) zobrazeni. Vysrafovany pra-
nik predstavuje fa stejnolehla zobrazeni, kterda jsou
soutasné shodnymi zobrazenimi (identitu, posunutf
a stfedovou soumeérnost).

S podobnymi zobrazenimi, kteri nejsou shodnymi
zobrazenimi ani stejnolehlostmi (s tzv. vlastnims po-
dobnostmi) pracujeme obvykle tak, Ze je vyjadiime jako

*) Shodné zobrazeni v roviné je podobnym zobrazenim s po-
mérem podobnosti k¥ = 1. Ze stejnolehlych zobrazeni je po-
sunuti a identita shodnym, tedy i podobnym zobrazenim.
Stejnolehlost s koeficientem x» zobrazuje kaZdou useiku XY
na Gsedku X'Y’ = |x|. XY, jo proto podobnym zobrazenim
s koeficientem k = x|,
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sloZeni stejnolehlosti a shodného zobrazeni v roviné
(v tomto poradi).

Vyuzivime pii tom véty obdobné vété o stejno-
lehlych zobrazenich (odst. 20 tohoto svazku) a vété
o shodnych zobrazenich.

Jsou-li ddny dva podobné trojdhelniky ABC, A'B'C’,
existuje prdvé jedno podobné zobrazeni v roviné, které zo-
brazuje A - A', B - B',C - C'.

Této vété je tieba rozumét tak, ze kazda dvé podobna
zobrazeni P(A —~A’, B—B, C —~C(C'), P4 —A4A,
B — B', C — (") ptifazuji kaidému bodu X roviny tyz
bod X' = X', = X',. Pfitom viak miize byt podobné
zobrazeni P, sloZenfm jiné stejnolehlosti a jiné shod-
nosti neZ podobné zobrazenf P,. Na obr. 46 je zobrazen
trojuhelnik 4 BC na trojithelnik A’B’'C’ podobnym zobra-

zenim P;, které je sloZenim stejnolehlosti H, (Sl, % =

= i—g a otodeni R, se stiedem O,. Soudasné je mozno
zobrazit trojihelnfk ABC na trojihelnik A'B'C’ po-
dobnym zobrazenim P,, které je slozenim stejnolehlosti
Hz[Sz, Ky = ¥, = _ZF] a otodeni R, se stfedem O,.

Rozklad podobného zobrazeni na stejnolehlost a shod-
né zobrazenf neni tedy jednoznadny. Stred stejnolehlosti
je mozno volit libovolné, jeji koeficient » viak musi vy-
hovovat vztahu x| = k, kde k je koeficientem podobnosti
trojithelnikit ABC, A'B'C’' a soudasné koeficientem po-
dobného zobrazeni.

108. Zobrazte si libovolny Sestitihelnik ABCDEF a trojuhel-
nik A’B’C’ podobny trojuhelniku ABC. Sestrojte obrazy bodi
D, E, F v podobném zobrazeni P(4’ - A, B - B, C - C’).
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Obr. 46

Lze dokézat, %e kafdd vlasini podobnost v roviné md
prdvé jeden samodruny bod. Oznadime-li jej pismenem S,
platt pii P (S—>8 =8, A—~A', B—»B', C -
vztahy SA’ = k.SA, SB’ = k.SB, 8C' = k.8C, (k je
koeficient podobnosti). Bod § nalezi tedyf Apollonio-
vym kruZnicim u,(A4’, A, k), pu(B’, B, k) a uy(C’, C, k).
Samodrusny bod podobnosti nazyvime stfedem podobnosti
a sestrojujeme jej jako prisedik Apolloniovych kruznic.

109. Sestrojte stied podobnosti zobrazujici libovolny troj-
thelnfk ABC na podobny trojuhelnik A’B’C’. Zvolte bod S
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za stfed stejnolehlosti zobrazujici trojuhelnik ABC na troj-
thelnik shodny s trojahelnikem A’B’C’. Jakou vlastnost
mé pak shodné zobrazenf, kterym lze pFemistit sostrojeny
trojuhelnik na trojuheinik A'B'C’?

110. Je dén ¢tverec KLMN a bod A, ktery nelezi na jeho hrani-
ci. Uréeto mnoziny vrcholu B, C, D téch &tverca ABCD,
jejichz stfed leZi na hranici étverce KLM N.Pouzijte podobnych
zobrazeni se stfedem A, kterymi lze zobrazit stfed &tverec
ABCD do jeho vrcholi B, C, D.

32. Podobné ttvary. Podobnosti trojihelniki jsme jiz
vyuZili mnohokrat, i v minulém odstavei, k vysloven{
véty o uréenosti podobného zobrazeni v roviné. Pomoci
podobnych zobrazeni muZeme definovat podobnost
libovolnych dvou titvara.

Utvar U, je podobny ditvaru U,, existuje-li podobné zo-
brazent v roviné, které zobrazuje U, na U,.

Vyslovena definice vystihuje pomoci terminu ,,po-
dobné zobrazeni* to, co i{ka Skolské definice (dva titvary
jsou podobné, lze-li je premisténim uvést do polohy
stejnolehlé). Svou formou je definice zcela obdobna defi-
nici shodnosti nebo stejnolehlosti titvard.

Pifipoustime, Ze miZe existovat nékolik podobnych
zobrazeni Gtvaru U; na dtvar U,. Tak napf. pilkruh
o pruméru 4B lze zobrazit na libovolny pilkruh o pri-
méru KL dvéma podobnymi zobrazenimi, P,(4 — K,
B —~L)a Py(4 - L, B K). Narysujte si takové dva
pulkruhy a pfifadte jes§té C — M (body C, M jsou kon-
cové body poloméri kolmych k AB, KL). Sestrojte
stfedy podobnostf P, P,.

V definici podobnosti itvard jsme nepozadovali, aby
utvary U,, U, byly omezené.*) MiZeme proto na zdkladé

*) Utvar povafujeme za omezeny, existuje-li kruh, ktery
obsahuje vSechny body utvaru.
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definice prohlasit, ze kazdé dvé piimky jsou podobné
nebo kazdé dva pasy jsou podobné.

Existuje vice mnozin tdtvara téhoz druhu, jejichz
prvky jsou navzijem podobné. Dokazali jsme jiz, Ze
kazdé dva pilkruhy jsou podobné. Z tohoto dilkazu je
ziejmé, Ze kaidé dvé tsetky 4B, KL jsou podobné.
Uréete vSechna podobna zobrazen{ v roviné, kterymi lze
zobrazit uisetku 4B na tseéku KL.

111, Dokaite, Z¢ jsou podobné kaidé dva &tverce a obecné
kazdé dva pravidelné n-uhelnfky (pfi témz n).

[VyuZijte nékterych podobnosti, kterymi lze zobrazit
stranu jednoho n-thelniku na stranu druhého n-ihelniku.]

112.* Dokazte, Ze jsou podobné kazdé dvé kruinice, kazdé
dvé paraboly a kazdé dvé rovnoosé hyperboly.

113.* Dokazte, Ze jsou podobné kaidé dvé Archimedovy
spiraly.

33. Konstrukce trojihelniku podobného danému froj-
uhelniku. Pfi dalSich konstrukcich vyuZijeme &asto
toho, Ze sestrojime trojihelntk podobny hledanému troj-
thelnikw dftve nef hledany trojuhelnik. Je-li jeden troj-
iihelnik narysovan, sestrojime velmi snadno trojihelnik
jemu podobny (sestrojime napt. trojihelnfk stejnolehly).
Nam vsak jde pravé o ten piipad, kdy mame udany jen
nékteré prvky jednoho trojihelniku a chceme sestrojit
trojahelnik jemu podobny.

Priklad 10. Vime, Ze trojithelnik ABC md vihel & = 30°,
ténici t, = 4 a strany a, b v poméru a : b =2 : 3. Sestrojte
aspon jeden trojihelnik A’B'C’ podobnyj trojuhelniku ABC.

Reseni. Existuje nekoneénd mnoho trojihelniki
A'B'C’ podobnych trojihelniku ABC, budeme vdak
spokojeni, sestrojime-li jediny z nich. Nékteré tdaje
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o trojihelniku ABC se vztahuji i na trojihelnik A’B'C’)
a to uhly a poméry stran. Trojihelnik 4’B'C’ (obr. 47.
mé thel B’A’'C’ = «, pomér stran B'C’': A'C' = 2 :3,
Tyto ddaje nesta¢i ke konstrukei trojihelniku A’B'C’,
musime si zvolit jesté jeden délkovy prvek trojihelniku
A'B’C’ (stranu, vysku, téZnici nebo osu thlu).

Viip #edent spodiva v tom, Ze nemusime volit délku
téZnice ¢, ale muZeme zvolit délku strany A’'C’. Z da-

ného poméru zjistime délku strany B’C’ =%A’C',

o Ghlu B’A’C’ vime, Ze je shodny s thlem a.

Umistime-li Gse¢ku A’C’ = 3, sestrojime pomocistrany
B'C’ = 2 a tihlu B'A’C' = x velmi snadno trojtihelnfk
A'B'C' podobny trojihelniku ABC. Jak je patrno
z obrazku 47, sestrojime dva body B’; trojihelnik
A'B',C’ neni podobny trojihelniku A'B’,C’. Musime
proto konstatovat, Ze existuji dvé mnoziny trojihelniki
podobnych trojihelnikim ABC*) s « = 30°, t, = 4,

*) Kazdé dva trojuhelniky téie mnoziny jsou podobné, ale
2ddny trojthelnfk jedné mnoZiny nenf podobny trojtihelniku
druhé mnoziny.
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a:b=2:3. To ovSem znamend, %e z danych prvki
lze sestrojit neshodné trojihelniky ABC. Presvédéte se
o tom.

Kdybychom zvolili pfi konstrukei trojihelniku A’B'C’
stranu B'C’, byl by postup obdobny. P¥i volbé strany
A’B’ za dopliujici idaj bychom ke konstrukei trojiihel-
niku A’B’C’ poutili Apolloniovy kruznice.

114. Sestrojte aspon jeden trojahelnik A’B’C’ podobny troj-
dhelnfku ABC, znéto-li tyto ddaje o trojihelniku ABC:

&)ﬂy}’,a-’r"‘ b)arﬁ’va'*'vb'i'vc
c)a:c,b:a,p d)tg:p, te v, a 4+ b

34. Nepolohové 1iilohy na sestrojeni trojihelniku
a &tyiihelniku. Mame-li sestrojit trojihelnik ABC, kdyZ je
ddno x, f, v; + v, + v, povzdychneme si nad tieti pod-
minkou. Kdyby S§lo o sestrojeni trojihelniku s dhly «,
B, védéli bychom si rady hned. Zaénéme tady tim, Ze si
misto hledaného trojihelniku 4BC sestrojime trojihel-
nik A’B'C' s tihly «, §. Je ziejmé, Ze trojihelnik ABC
je podobny trojihelniku 4’'B’C’, existuje proto podobné
zobrazeni P(4 — A’, B - B',C — ().

V tloze nejsou vysloveny Zadné podminky pro polohu
trojihelniku ABC (jde o dlohu nepolohovou), miZeme
trojihelnfk ABC v poloze stejnolehlé, s trojihelnikem
A’B’C’. Vyfe§ime nyni dlohu podrobnéji.

Rozbor. Ma-li trojiihelnik ABC (obr. 48) pozadované
vlastnosti, muZeme sestrojit tsedku AU = v, + v, + v..
na polopiimce AA4,.*) Obraz trojihelniku ABC v libo-

*) Bod A4, je patou vy3ky v; v trojihelniku ABC, bod 4’4",
je patou vysky v, v trojihelniku A’B’C’.
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volné stejnolehlosti se sttedem A oznaéme jako troj-
uhelnik A'B'C’, HA—-A4'"= A, B—-B, C->C(,
U — U’). Trojuhelnik A’B’C’ ma thel g B'AC =
=a, XA'BC' = 8, tsebka AU’ = v, 4 v; + v;. (sou-

A=A B B
Obr. 48

dtu vySek trojuhelniku A’'B'C’). Sestrojime-li trojihel-
nik } A'B’C’ a body U’, U, miZeme zobrazit troj-
thelnik A’B’'C’ na trojihelnik ABC stejnolehlosti
H1(A4—>A4,U - U).

Konstrukee.

K,: Sestrojime trojihelnik A’B'C’ s vhly «, B.

K,: Na polopiimce A'A;] sestrojime soulet vydek v -
+ v, +ov,=AU".

K,: Na polopFimku A'U’ preneseme dsebku AU = v, +
+ v + v

K,: Sestrojime trojuhelnik ABC jako obraz trojuhelntiku
A'B'C’ ve stejnolehlosti H-1(A' — A’, U’ — U).

Zkou$ka. Z konstrukce K, plyne, 76 A ABC ~
~ ANA'B'C’, je proto < BAC = «, XX CBA = . Ztejmsé
jeiv, + v, + v, = AU.
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Diskuse. Viechny kroky konstrukee jsou jednoznaéné,
pokud je « + B < 180°. Uloha m4 pak pravé jedno fe-
Senf{.

115. Sestrojte trojihelnfk ABC, je-li dano:
a)a, e+ r c)a,y, r+ 246
b)g,y,a +b +c¢ d)y, a — B, ¥4 + L.

Priklad 11. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno «x, v,
apoméra:b=3:2.

Rozbor. Ma-li trojihelnik ABC poZadované vlastnosti,
je jeho obrazem v kaZdé stejnolehlosti se stfedem B
trojihelnik A'B'C’, ktery ma dhel B’A'C' = a a pomér
stran B'C' : A'C’ = 3 : 2 (obr. 49). Pata B, vysky v, =
= BB, se zobrazi v patu B vysky v, trojihelnifku
A'B'C".

Konstrukce trojibelniku A’B’C’ je popsana v piikl. 10
pii obraceném poméru stran.

K,: Sestrojime trojihelntk A'B'C’ s viastnostms popsany-
mi v rozboru.

Obr. 49
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K,: Sestrajime patu Bi vysky v, a na polopfimce B'B|
sestrojime bod B, tak, aby B'B, = v,.

K,: Sestrojime trojihelnik ABC jako obraz trojihelniku
A'B'C’ ve stejnolehlosti H(B — B’ = B, B; — B)).

Zbyvajici faze feSeni provedte sami, diskusi konstruk-
ce K, muZete provést podle diskuse pfikladu 10.

Pri fedeni 1loh tohoto typu je duleZité vyuzit pfi roz-
boru tsedky, kterd charakterizuje hledany trojihelnfk
(vs + v» + v, v prvni iiloze, v, v pifkladé 11). Uvedeme
jesté jednu tlohu na sestrojeni étyiihelniku.

Piiklad 12. Sestrojte Etyfihelnik ABCD, je-li ddn
jeho obvod, pomér dhlopritek AC = 2. BD, thel e sevieny
uhloprikami a vnitini dhly «, B.

Rozbor. Ma-li &tyithelnik ABCD (obr. 50) pozadované
vlastnosti, sestrojme si na polopfimce 4B tisedku AP =
= AB + BC + CD + DA. Obrazem <¢&tyithelniku
ABCD v libovolné stejnolehlosti se stiedem A je dtyt-
thelnik 4’B’C’'D’ podobny é&tyfihelniku ABCD. V této
stejnolehlosti piejde bod P do bodu P’, pro ktery plati
A'P = A'B' + BC' +C'D' + D'4".

Obr. 50
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Jeden &tyrihelnik A’B’'C’D’ podobny &tyttdhelniku
ABCD snadno sestrojime, zvolime-li Gse¢ku B'D’. Je
pak A'C’ = 2.B’'D’ a pfi znalosti ihlu ¢ miZeme sestro-
jit vyznaény rovnobé&inik DBB'D’ &tyithelniku
A'B'C’'D’ (obr. 50). Provedte konstrukei &tyifuhelniku
A’B'C'D’ podle postupu popsaného v odst. 24.

Konstrukce.

K,: Sestrojime jeden Ctyfdhelnik A'B'C'D’  podobny
StyFihelntkw ABCD.

K,: Na polopifimce A'B’ sestrojime bod P’ tak, Ze je
A'P" = A'B' + B'C' +C'D' + D'A4".

K,: Na polopFimce A'P’ sestrojime bod P, AP = AB +
+ BC + CD + DA.

K,: Ctyrihelnik ABCD sestrojime jako obraz Stytihelniku
A'BC'D'vHA - A=A, P - P).

Zkousku a diskusi provedte sami.

116. Sestrojte trojihelnik, je-li déno:
a)a:bb:c,tg + 1y L1, b)B,a:ec,3r + 0

117, Sestrojte kosodtverec, je-li ddn pomér jeho tuhlopti¢ek
a soudet strany a jedné dhlopfidky.

35. ReSeni polohovyeh iiloh pomoci podobnosti.
Princip fedenitéchto tiloh zstava stejny jako v predeslém
odstavei. Sestrojujeme kdekoliv v roviné utvar podobny
hledanému. Navic vSak musime zobrazit pomocny
utvar na hledany utvar tak, aby mél pozadovanou polo-
hu, nevystadime proto viude se stejnolehlostf, ale musi-
me uZit i pfemisténi.

Piiklad 13. Je ddn palkruh nad pramérem PQ a kon-
vexni Ctyfuhelnik KLMN. Sestrojte Ctyfihelntk ABCD
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podobny étyrihelntku KLMN tak, aby jeho vrcholy A, B
lezely na praméru a vrcholy C, D na krunici ohranidujict
palkruh.

Rozbor. Je-li ¢tyitihelnik ABCD (obr. 51) feSenim
tdlohy, je podobny &tyftihelniku KLMN, existuje tedy
podobné zobrazeni P(A -~ K, B—~L,C - M, D —~ N).

D

PK /S L@
Obr. 51

Zobrazime-li v této podobnosti i body P, @ v body P’,
@', ziskdme pilkruh o priméru P'Q’ opsany &tyfihelni-
ku KLMN. Stied tohoto pilkruhu lezf na primece KL
a na ose Usetky MN.

Konstrukce.
K,: Sestrojime bod S jako spoleény bod pitmky KL a osy
dseky MN.
K,: Sestrojime pialkrub k(S, SM) omezeny pramérem
P'Q’ leZictm na prtmee KL.
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K,: Sestrojime étyFihelnik ABCD jako obraz EtyFihelniku
KLMN v podobnosti, kterd zobrazi pulkruh o pri-
méru P'Q’ na pilkruh o priméru PQ.

Uloha mé dvé feSeni soumérna podle osy tsetky PQ.

Priklad 14. Jsou ddny t¥i primky a, b, ¢ prochdzejici
bodem P a bod M  P. Sestrojte pFimhku, kterd prochdz{
bodem M a protind pftmky a, b, ¢ v bodech A, B, C tak,
%e je Bmezi A,Ca AB = 2.BC.

Obr. 52

Rozbor. Ma-li pfimka p pozadované vlastnosti, vznika
trojihelnik ACP. Kazdy trojihelnik A4'C’P’ podobny
trojihelniku ACP méa thel < A'P'C’ = ¢ APC, <
A'P'B' = < APB, B’ leii mezi A’, C' tak, 7e je A'B’ =
= 2.B'C’. Sestrojime-li kdekoliv v roviné trojtihelnik
A'C'P’, ktery ma uvedené vlastnosti, lze jej premfistit
tak, Ze se stane stejnolehlym s hledanym trojihelnikem
(obr. 52).
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Pii sestrojovan{ trojihelniku A'C’'P’ umistime tsesku
A'C’' = 3 a vyznadime bod B’ tiseky tak, aby bylo 4’B’
= 2. Bod P’ nalezi mnozinam bodti u(4’, C’, < APC),
ol A', B', < APB).

Konstrukce.
K,: Sestrojime trojihelnik A'C'P’ s vlastnostmi uvedeny-
mi v rozboru.
K,: Pfemistime trojihelnik A'C'P’ tak, aby P' — P
a body A, C; lezely na pfimkdch a, c.
Ky Bodem M wvedeme pitmku p || A{C{; jejt priseéiky
8 pFimkami a, b, ¢ jsou hledané body A, B, C.

Zkousku a diskusi provedte sami. Uloha m4 jedno nebo
Zadné fefeni.

118. Jsou dény pfimky a, b, ¢ prochdzejici bodem P a dalsi
piimka ¢, kterd bodem P neprochdzi. Sestrojte pi{mku p,
kters protind dané pfimky v bodech 4, B, C, @ tak, Ze bod B
le3f mezi 4, Q, bod C mezi B, Qa AB = 2. BC — 3.CQ.

119. V kruiniei k (S. r) jsou zobrazeny dva poloméry S4,
SB. Sestrojte tétivu XY kruzZnice k, kterd je délena praseéiky
s poloméry SA, SB na tii shodné &dsti.

120.* Je ddn thel a s vrcholem V a dva body A, B. Sestrojte
kruznici prochédzejici body 4, B tak, aby protala ramena thlu
a v bodech X, Y, jejichZ spojnice XY prochdazi bodem B.

36. Konstrukce pomeoci stfedu podobnosti. Je-li
podobnost sloZenfm stejnolehlosti a otodeni, kterd maji
spoledny stfed, je tento bod samodruzny v podobném
zobrazeni a nazyva se stied podobnosti. Témét kazdou
tlohu, kterou lze fesit pomoci stfedu stejnolehlosti nebo
otodenim, miZeme zobecnit na tlohu, pfi jejimz feSenf
se uplatni stfed podobnosti.

Stiedu podobnosti maZeme vyubit pri fefent konstruké-
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nich uloh v pFipadech, kdy je jim néktery z danigjch bodi,
t v pripadech, kdy je nezndmym bodem. Seznamime se
s feSenim jedné dlohy prvniho typu a jedné Glohy druhé-
ho typu. Omezime se pfitom na podobna zobrazeni,
ktera jsou sloZenim stejnolehlosti a otodeni, P = HR,
tzv. pFimé vlastni podobnosts.

Zname-li stfed S piffmé vlastni podobnosti, miZeme ji
vyhodné vyjidrit jako sloZeni stejnolehlosti a otodenf
se spoleénym stiedem. Na obr. 53}je zvolen stied S,
stejnolehlosti H s koeficientem” » ='2%, stied §’ otoent
R o thel 30° v kladném smyslu ‘Slozime-li tato dvé

Obr. 53

zobrazeni v poradi H, R, dostaneme pfimou vlastnf
podobnost P = HR se stfedem 8, ktera zobrazuje X —
X, XYY, Y, Z—+2,>72,8>8,—~+>8=
= 8.

Z obrazku 53 je ziejmé, Ze Srafované trojuhelniky
XS8X', YSY', ZSZ' jsou navzdjem podobné. Této vlast-
nosti piimych vlastnich podobnosti velmi &asto vyuzi-
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vame pii konstrukénich dlohach. Obvykle také potre-
bujeme inverzni zobrazeni k piimé vlastni podobnosti
P = HR, je jim ziejmé& zobrazeni P-1 = R-1H-1 (pozor
na zimeénu pofadi!).

Priklad 16. Jsou ddny dvé krusnice k,, k,, které se pro-
tinajt v bodé A. Sestrojte obdélnik ABCD, jehoZ vrchol B
le#t na k,, vrchol D na k;a pro jehof strany plati AB =
=2.4D.*)

Rozbor. Ma-li obdélnik 4 BCD 7idané vlastnosti, je bod
A stfedem podobnosti, kterd zobrazuje D — B. Toto
podobné zobrazenf ziskame sloZenim stejnolehlosti H
se stfedem A a koeficientem » = 2, kters zobrazi 4 — A,

D — D, a ototeni R kolem stiedu 4 o pravy thel, kte-

rym pifejde bod D do bodu B. Zobrazime-li soudasné
s bodem D i kruzZnici k,, ziskdme kruZnici k;, kterd
prochézi bodem B. Bod B leZi tedy na k, a na k; (obrazu
kruZnice &, v podobnosti P}= HR).

Konstrukce.
K,: Sestrojtme obraz k; krufnice k, v podobnosti P = HR.
K,: Sestrojtme bod B 5= A jako spoleény bod 'krufnic
ki, k3.
Ky Slest:ojime bod D, kterij je obrazem bodu. B v P-1.
K,: Sestrojime obdélntlke ABCD.

Zkouska. Jak je zirejmé, bod B leZi na k,, bod D leZi
na obrazu kruZnice k; v P-1, tj. na kruZnici k,. Je pfitom
AB | AD.AB = 2.AD.

*) Tato tloha je zobecnénim cvideni 31 z prvnf &ésti této
knizky, ve kterém so poZaduje sestrojenf &tverce ABCD se
stejnymi polohovymi vlastnostmi.
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Diskuse. Pfi konstrukei K, muZeme zvolit otodeni
o pravy dhel v kladném nebo zaporném smyslu, existuji
proto dvé podobnosti P a dvé kruZnice k; (obr. 54).
Je-li k, =k, ma 1loha nekoneéné mnoho feSeni,
v ostatnich ptipadech jsou pravé dvé fefeni nebo Zadné.

121, Je déna kruZnice k, piimka p a bod A, ktery leZi na k.
Sestrojte rovnobéinik ABCD s uhlem a = 60°, jehoZ vrchol
Blezi na k, vrchol D na p tak, Ze je AB = 2.CD.

122, Na kruZnici % jo ddn bod A. Sestrojte trojahelnik ABC
vepsany do kruZnice k, je-li ddn ieho uhel a = 30° a pomér

AC:AB =13 :)2.
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128. Jsou ddny dvé pfimky p, ¢. bod A a trojuhelnik KLM.
Sestrojte trojuhelnik ABC podobny trojuhelniku KLM tak,
aby bod B leZel na p a bod C na ¢. (Tato uloha je zobeenénim
tlohy 24.)

Priklad 16.* Jsou ddny ¥t krutnice k,, ko, ky se stiedy
S, S, S, neleZicimi na jedné pFimce, na krufnici k,
je ddn bod A. Sestrojte trojithelnik ABC primo podobny
trojdhelntilu S,8,8, tak, aby jeho vrchol T lefel na kruénici
k, a vrchol C na krusnici ks.

Rozbor. Ma-li trojihelnik ABC pozadované vlastnosti,
existuje pfimé podobné zobrazeni P(S, - A4, S, — B,
83 — (). Je-li bod 8 stfedem podobnosti P, je A S,84 ~
~ A 8,8B ~ A 8,S8C a plati proto S,8:8,8:8,8 =
=84 :8,B:8,C =r, :7,: 7, (obr. 55). Nezndmy bod

Obr. 65
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8 lezi tedy na Apolloniovych kruZnicich g, [SI,SZ, %],
2

Ilz [S2’ S 3 r ] ’ ,u:) [Sls Sa,

Sestropme-h bod 8§, ma,me uréen jeden ze tfi podob-
nych trojihelniki uvedenych v rozboru. Podobné zobra-
zeni P uréime potom jako zobrazeni sloZené ze stejnoleh-

. 88,
losti H[S, x= SA
vany thel SISA. Neznamé body B, C jsou po fadé obra-
zy bodu 8,, S; v zobrazeni P = HR.

Popiste sami konstrukei a provedte ji graficky, nevy-
nechte Zadné feseni tlohy. Zkouska spravnosti konstruk-
ce je snadna, diskuse spodivd v tivaze o podtu spoled-
nych bodi tfi Apolloniovych kruZnic (viz téZ cvideni 31).

] a otodeniR kolem stfedu S o oriento-

124.* Jsou dény tfi kruZnice k,, k;, ks, jejichZ stfedy neleii
na jedné piimce. Sestrojte trojihelnik A BC shodny s trojuhel-
nikem 8,8,8; tak, aby jeho vrechol A leZel na k,, vrchol B
na kruznici k, a vrehol € na kruZnici k,.

125.* Jsou ddny dvé nesoustfedné kruinice k,, k,, bod A4
lez{ci na k, a bod B leZici na k,. Sestrojte bod X na kruZniei
k, a bod Y na kruZnici k, tak, aby byla usetka XY = §,85,
a aby obloukim AX, BY piislusely shodné stiedové thly
v ky, resp. k,.

[Vyuzijte pfimo podobnych kruhovych vyseéi s ,,rameny*
S,4, resp. S,B. Jedné dvojice takovych vyseél, napi. stvrtkru-
hﬁ, Ize vyuzit ke konstrukei stfedu S potiebné piimé po-
dobnosti.}

Sezndmili jsme se jen s nékolika zplsoby konstruké-
niho vyuziti podobnych zobrazeni v roviné. Je samoziej-
mé, Ze hlubsi studium podobnych zobrazeni dava vétsi
mo#nosti pro feSeni obtiZnéjsich konstrukénich tloh.
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