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KAPITOLA 2

ZVYLASTNI POLOHY POLU P A Q

A. STREDY KRUZNIC UVYNITR A VNE
VEPSANYCH*)

V prvni kapitole jsme ukazali, Ze pélem v relacich p nebo
q miZe byt libovolny bod vnitini &i vnéjs{ oblasti kruz-
nice opsané AABC. A tu se naskyta otdzka, objevi-li se
néjaké nové vztahy, jestliZe pélem bude ndktery ze
zvlastnich bodia AA4BC, napiiklad stfed kruznice vepsa-
né, prisedik vysek, téZisté apod.

Obritime nejdfive pozornost ke stfedim kruZnic
uvnitf a vné vepsanych, které budeme nadilc znalit
obvyklymi znaky S, S,, S, & S,.

Zvlastni poloha stfedu kruinice AABC vepsané S
vede pfimo k vyslovenf prvni véty:

Viéta 15. Je-li dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podle S,
kde S je stfed krutnice NABC uvnitf vepsané, potom
vrcholy AA,B,C, pali oblouky krusnice opsané NABC
leZict mezi jeho vrcholy.

Ditkaz. Je-li pél 8 sttedem kruZnice AABC uvnitf
vepsané, potom lezi na osich dhla <ACB, XBAC
a <XCAB (obr. 58).

Shodujf se proto nejenom hly ¢ ACC, = <X BCC,, ale

i pHsluiné oblouky AC, = BC,. Z cykhckych zimén
vychézejf i dalsf rovnosti: B4, = G4, a (B, = AB,.
*) viz pfipominky v tdvodul
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Piimym disledkem pak je i dali véta:

Véta 16. Je-lt dvojice [ ANABC, NA,B,C,]ep podle 8,
potom osy stran N\ABC prochdzeji vrcholy NA,B,C,.

Dikaz. Oznadme O stfed kruZnice trojihelnfkim
NABC a NA,B,C, opsané (obr. 59).

Obr. 58 Obr. 59

Je/s\t]iie se podle véty 15 sobé rovnajf oblouky AC, =
= BC,, potom se rovnaji i piislu§né st¥edové iihly
AOC, = XBOC,, takZe ptimka OC, je osou tisetky 4B,
nebot AAOB je rovnoramenny.

Z cyklickych zémén plyne dile:

Pimka OB, je osou usetky AC a pfimka OA4, osou
usedky BC.

Vétu 16 bychom mohli zfejmé vyslovit i takto:
Je-li NABC p AAB,C, podle S, potom osy uhli
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a osy stran AABC se protinajl ma kruZnici opsané ve
vrcholech NA,B,C,.

Toho vyuZijeme pii konstrukeich, nebot:

a) Mame-li sestrojenu kruZnici trojihelnfku opsanou,
snadno sestrojime osy jeho vmitfnich dhld, protoZe kol-
mice vedené stfedem kruZnice opsané na strany troj-
dhelniku urdujf na kruZnici opsané body, jimiZ proché-
zejf osy jeho vnitinich dhld.

b) Mdame-]i naopak st¥ed kruZnice trojihelniku uvnit¥
vepsané, miZeme sestrojit vrcholy AA4,B,C, z relace p
podle 8, aniZ sestrojfme kruZnici trojihelnfku opsanou.
Stadf sestrojit osy stran a vyhledat jejich prisetiky
s osami vnitfnich dhla.

Véta 17. Maji-li vnitini dhly trojihelntkd [ AABC,
AAB,C,] ep podle S velikosti po fadé«, B, y a &', 8, ¥,
potom plati:

a

, 1 —ape_ %

Vo —a0°_ B
f=tatn=90o—L,
i

2

1
v =5 (a+ ) =00°—

Dikaz. Z vlastnosti obvodovych uhli vyplyva (obr. 58):
1

KO0, 4, = 4044, = &,

1
{001.31 = {CBBI = _2—ﬂ’

pridemz je
X0C 4, + ¥CC,B, = ¥A,C\B, =/,
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neboli

1 1 1
YV =gat5B=75(«th).
Soudasné je (« 4+ f) = 180° — vy, takie
1 .1 ° _qg0°_ Y
?(a+ﬁ)—?(180 —y) =90°——5-

Zbyvajici dvé tvrzenf jsou opét zdleZitosti cyklickych
z&mén,

Bezprostiednim dusledkem véty 17 je:

Véta 18. Jsou-li «, B, v’ velikosti vnitrnich dhli troj-
dhelntku A,B,C, z relace p podle S, potom jsou viechny
tyto t¥i dhly ostré.

Dikaz je nasnad$, protoZe podle véty 17 je

v °o_ _i r_ o__ _g_ r o_ _ _y_
a’ =90 2A;’3—90 g Ay =90 5
a to jsou vesmés ostré thly.
VYita 19. Je-Ir dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle S,
potom vrcholy NA,B,C, jsou po fadé stfedy kruznic opsa-
nyjch trojuhelntkim ABSC, ACSA a NASB.

Dikaz. Na obr. 60 je v ASC,B vnitini thel <0,SB
vnéjsim dhlem ACSB, kde

$80B = %C,0B = L A %8B0 = ¥B,BC = £,
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takie
1
08B = 4SCB 4+ <8SBC = 5 y+ 8). (2.1
Déle je
XSBC, = <SBA + <C,BA, (2.2)
pridemz

$SBA = o BA 4C,BA = XC,0A = 5 y.  (23)

- C1
Obr. 60
Dosadime-li podle (2.3) do (2.2), bude XSBC, = —;—

(y + B) a podle (2.1) a (2.3) pak <C, 8B = XC,BS, co%
znamend, ze ABSC, je rovnoramenny s rameny C,S
a OB a podle véty 15 také C,B = C,A.

Dokazali jsme, e OB = C,8 = C,4, takie body B,
8, A leif na kruZnici opsané kolem st¥edu C, polomérem
C,8. Cyklickymi zéménami dojdeme i k dalsfm dvéma
tvrzenim:
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body C, 8, B leif na kruZnici opsané kolem stfedu A,
polomérem 4,8,

body C, 8, A lezi na kruZnici opsané kolem stiedu B,
polomérem B,S.

Vita 20. Je-It dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podke S,
potom jsou vrcholy NABC soumérné sdrufeny se stiedem
S krutnice NABC vepsané podle stran AA,B,C,, a to
vrchol A podle strany B,C,, vrchol B podle strany A,C,
a vrchol C podle strany A.B,.

Dgkaz (obr. 60). Jde o piimy disledek véty 19, podle

které je
. CS=CAABS =BA.

Podle toho jsou trojihelniky AASC, a AASB, rovno-
ramenné a soumérné podle osy B,C,. Toté% plati o troj-
uhelnicich ABSC, a ABSA,, ANCSA4, a ACSB,, kde
v prvnim p¥padé je osou soumérnosti p{mka 4,C,, ve
druhém pfimka A4 ,B,. -

.....

ze jde o vztah zdkladn{ dilezitosti, vyjadfime ho samo-
statnou vétou.

Véta 21. Je-lIf dvojice [ANABC, ANA,B,C,]ep podle S,
polom osy AA,, BB, a CC, vnitinich whle A\ ABC obsahu-
7t vysky AA,B,C, prisiudné po fadé ke strandm B,C,,
A,C, a A\B,, takze pol S je priselikem vijdek NA,B,C,.

Dikaz byl jiz proveden, protoZe jsou-li piimky 4,B,,
B,C, a C,4, po fadé osami tiseéek CS, A8 a BS, jsou na
né kolmé, takze:

C,C=0CS | ABLAB,B=BS | A,C,AA,A =
= AS J___ Blol.
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To znamena, %e pHmky C,C, B,B a A,A skute¥nd
obsahuji vysky AA4,B,C, a pdl S je jejich prusedik.

K zajimavému vysledku dospéjeme, utvorime-li k re-
laci [ AABC, AA,B,C\]ep podle S relaci [ A4,B,C,,
AABC]ep podle § (viz vétu 13). Tato nova relace je
stfedovou soumérnost{ podle stfedu O kruZnice AABC
opsané. PHsludny dikez je proveden v piikladech na
konci této #asti druhé ka.p1toly

Obr. 61

Obratme nyni svou pozornost ke stfedim kruZnic
AABC vnd vepsanych. Zde je tieba si uvédomit, Ze
st¥edy kruznic libovolnému trojihelnfku vné vepsanych
lezi vidy vné jeho kruZnice opsané. Pijde tedy v téchto
piipadech vidy o relaci g podle S,, nebo 8, & S,. Tento
obecné platny vztah dokédZeme, aniZz bychom vyslovovali
zvlastnf vétu, a to sporem.

Predpoklidejme proto, Ze uvaZovany stied, napiiklad

P
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8, le2f na kruZnici opsané nebo uvnitf. V prvnim pii-
padé bude v tétivovém &tytdhelniku ABS,C (obr. 61)
platit <BS,C = 180° — «, v drubém piipadé < BS,C >
> 180° — &, neboli

<BS,C = 180° — a. (2.4)

ProtoZe stfed kruZnice trojihelniku vné vepsané lezi
na osich vnéjsich uhli, v nasem p¥ipadé pfi vrcholech B
a C, bude

1
FSOB = 5 (x4 A A ¥8.BC = 5 (« + 1),

kde a je velikost vnit¥nfho dhlu pfi vrcholu 4, § pii
vrcholu B a y pfi vrcholu C.
V ABS,C potom plati:

LBS,C = 180° — (XS.CB + ¥S.BC) =
1 1
= 180" —| Gx + B) + 5 (x + y)] = 90°— o,
takZd
2. ¥BS,C = 180° — «. (2.5)

Vidime hned, Ze nemtiiZe soudasné platit (2.4) i (2.5),
protoZe by potom bylo 2. <BS,C = <BS,C, a proto
predpoklad (2.4) je nespravny. NemuZe tedy stied S,
a v disledku cyklickych zdmén ani stfedy S, a §, leZet
na kruZnici opsané nebo dokonce uvnit# této kruzZnice.

Tim jsme dokdzali, Ze relace podle péla S,, S, a S. maji
vlastnosti relaci q podle @ zavedené definici 2. Soudasné
musime vzit v dvahu, Ze stfed kruZnice trojihelniku vné
vepsané je prisedikem osy jednoho vmitinfho ihlu
a 08 dvou vnéjéfch uhla. Pijde-li proto napiiklad o relaci
q podle S,, musime vrcholy pffslu§ného trojihelnfku
znadit 4,, B, a C,, protoZe vrchol 4, le#f spolu se stfedem
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8§ kruzZnice uvnitt vepsané na p¥imce A4S, takZe dvojice
[AABC, NA,B,C\]ep podle S a [AABC, NA,B,C,] e
€q podle §; maji jeden vrchol spoleény, tj. vrchol A,.
Je proto logické, Ze tomuto vrcholu ponechame index 1.

Pro relaci p podle S jsme odvodili véty 15 az 21.
Ovéfme nyni, plati-li obdobné véty i pro relace q podle
8., Sy a 8!

Véta 22. Mé&jme dvojici [ AABC, NA,B,C,]eq podle
S,. Potom vrcholy AA,B,C, pilt oblouky kruZnice opsané
NABC mezi jeho vrcholy.

Dikaz (obr. 62). Polopiimky CC, a CS. jsou osy
vedlej§ich dhld, takie CC, | CS,, neboli <C,C8, =
= 90°. Protoze <<C,CC, je vedlejsiihel k XxC,C8,, je jeho
velikost rovnéz 90° a podle Thaletovy véty piimka C,C,
prochazi stfedem O kruZnice A ABC opsané. Podle vty
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16 je piimka 0C, = OC, osou strany AB AABC, a proto
oblouky AC, a BC, 's jsou shodné. Obdobné je i AB, =

= CB, a BA, = CA,, takie i pfimka BB, prochézf
sttedem O.

Privé dokazaného vztahu vyuZijeme s vyhodou pfi
konstrukcich tam, kde bude snaz$i misto AA,B,C,
sestrojit AA,B,C, nebo naopak. Pfipomelfime u? jenom,
Ze véta 22 je obdobou véty 15 a jeji disledky obdobou
véty 16, coZ znamena, %e osy stran AABC prochizeji
vrcholy AA,B,C, Rozdily mezi AA,B,C, a AA,B,C,
z relaci p a q podle § a S, nebo S, & S, se projevi,
budeme-li hledat véty analogické k vétam 17 a 18.

Nejdifve dokiZeme platnost véty obdobné vétd 17.

Véta 23. Md-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]eq podle
8, velikosts vnitrnich whli po fadé a, B, y a ', ', y’, potom
o téchio velikostech plati:

a’ = 90° + 2,5’:%,,/:%.

Dikaz (obr. 62). Piedevéim uvaZme, %e <<4,B,C, =
= JXA4,B,0, — 90°, protoze <C,B,C, je obvodovy
thel nad pramérem C,C, podle disledku véty 21. V téti-
vovém &étyfdhelniku 4,B,C, B, pak je <A4,B,C, = 180° —

— XC,B,A,. Vime, %e <C,B,4, mé velikost 90° — %,
takfe <4,B,C, = 180° — [900 _%]_ 90° — %
Obdobné dostaneme velikost <xA4,C,B, = l a ko-

netnd i %C,4,B, = 180° —[g + %] = 90"+ 5
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Cyklickymi zdménami dojdeme k velikostem wvniti-
nich dhli v A4,B,C, z relace q podle S;, kde

al=_rﬂ —90°+§_’7 _77_

a v AA,B,C, z relace q podle S,, kde

I_i r__ﬁ_ r__ ° l.
o =g F =gy =904

Tim je véta 23 dokdzéna a zaroveil poznavame, jak se
1isf od véty 17, coZ se projevi v jejich disledcich:

Vita 24, Je-li ANABC spoleénd pront sloZka v relacich
q podle Si, 8, a 8., potom druhé slotky, tj. trojihelniky
ANAB,Cy, NA,B\C; a AAByC, jsou troyuhelmky tupo-
whlé s tupym dhlem pFi vrcholu, jehof index je 1.

Ditkaz je opét nasnadé, nebof dhly
r__ o _ﬁ_ ’__ ° ﬁ_ ° _)_’___
ol =90°+ -, ' =90°+ 5-,90° + 5 =

jsou vesmes tupé, takZe vSechny ostatni dhly jsou
ostré.

Nyn{ snadno rozsffime platnost véty 19 na trojihel-
niky z relaci q podle S,, S, a §.,.

Véta 25. Je-li dvojice [ANABC, ANAB,C,]ep podle S,
potom vrcholy AA,B,C, 1s0u po fad¥ stiedy krufnic opsa-
nyjch Syrihelntkam BSCS,, CSAS, a ASBS., kde S,, S,
a 8, jsou stredy krufnic A\ ABC vné vepsanyjch.
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Dakaz (obr. 63). Musime dokdzat, e napfiklad stfed
8, leZi na kruZnici jdouof body B, C a 8. Poloptimky BS
a BS, jsou osy vedlej§ich ihlt <xABC a <CBU, kde U
je bod na prodlouZen{ tsedky AB za bod B. ASBS, je
proto pravoihly s pfeponou 88, Pimka SS, pfi tom
obsahuje bod A4,, ktery je podle véty 19 stfedem krui-
nice opsané ABSC. Nutné je i stfedem piepony SS,
& bod 8, leZ{ rovné% na kruznici opsané ABSC. Ve dalsf
opdt plyne z cyklickyoh zdmé&n.

Disledkem véty 25 je dileZity vztah mezi trojihelni-
ky AA4,B,C, z relace p podle 8 a AA,B,C, 7z relace q
podle 8,, pokud majf spolenou prvn{ slozku AABC.

Véta 26. Je-li dvojice [AABC, NA,B,C,]1ep podle S
a stfedy krutnic AABC vné vepsangjch S,, S, a S,, potom
trojihelniky NAA,B,C; a AS.S,S, jsou podobné s pomé-
rem podobnosti k = 2 a jejich strany jsou rovnobéiné
(4,8, || 885, B,C, || 8,8, & Ci4, || 8:8.)-



5 Diikaz (obr. 64). Jde o piimy disledek v&ty 25, nebot:
e-li

S84, = A,8,, potom 8S, = 2.84,,
8C, = C,S., potom 88, = 2.8C;,

S,  Obr. 64

coz znamend, %e trojihelnfky A4,SC, a AS,SS, jsou
stejnolehlé podle st¥edu stejnolehlosti S a poméru stejno-
lehlosti » = 2. Odtud potom plyne rovnobéznost jejich
stran. Obdobné plati AA,SC, ~ AS.S8S,, AB,SC,~
~ AS,SS. pfi stejném pomeéru stejnolehlosti ¥ = 2.

Viéta 27. Je-lt NABC pront slotkou a NA,B,C, druhou
slotkou v relaci p podle S a soutasné trojihelntky N\A,ByC,,
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AB,CyA, a NC,A,B, drubymi slofkamsi v relacich q podle
polé S,, Sy a 8,, potom spoleénd kruinice opsand témio
trojuhelnikim je Feuerbachovou krusnici trojihelniku
Ss8uS,.

Ditkaz (obr. 64). Vime, %e Feuerbachova kruznice, ji-
nak také zvani kruZnice deviti bodi, obsahuje paty
vysek, st¥edy stran a st¥edy tsekd vySek mezi vrcholem
a pruseéfkem vysek.

Podle véty 21 je stied S prusedikem vySek AA,B,C,.
Z toho plyne, Ze pfimka obsahujic{ body 4, S, 4, a S, je
kolmé na pi{mku B,C,, a protoZe tato pi"imka, je podle
véty 26 rovnobéind s pHmkou 8,S, je AS, | 8,8,
a usetka AS, je vySkou trojihelniku S,8,8, p¥slusnou .
ke strand S,8.. Dalsi dvé vysky pak jsou analogicky
useéky BS, a C8,. Tim je dikaz véty 27 proveden, proto-
%e stadilo dokdzat, %e kruZnice opsand AABC prochézi
patami vysek AS;S,8;, a proto je jeho Feuerbachovou
kruZnici. Zbyvajicich Sest bodii na této kruinici lze
snadno identifikovat:

Podle véty 25 je SA4, = 4,8,, SB, = B8, a 8C, =
= C,8,. Jinymi slovy: Vrcholy AA4,B,C, jsou po fadé
sttedy isedek SS,, SS, a SS..

Jsou tedy body 4,, B, a C, po fadé stiedy tseki vy-
sek AS,S,8. mezi priseéikem vysek S a jeho vrcholy.

Déle vime podle véty 22, Ze pHmky 4,4, B,B,
a C,C, prochazeji sttedem kruZnice AABC opsané.
Proto jsou AA4,B,C,, AA,B,C, soumérné sdruZeny
podle tohoto stiedu, takZe podle véty 26 plati:

A2B2 ” SbSa A -B202 ” Sch A 02A2 “ SaSc.

Jsou proto setky 4,B,, B,C, a C,A4, sttednimi pficka-
mi AS,S,8., neboli body 4,, B, a C, st¥edy jeho stran.
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UkaZeme jestd, Ze plati véty obdobné vétim 20 a 21.

Véta 28. Je-li dvojice [ ANABC, NA,ByC;] €q podle S,,
potom primky A,8., B,Sa a Cy8, obsahuji vysky trojihel-
nikw A,B,C,, piilemZ pdl S, je priseltkem téchio vijdek.

Dikaz (obr. 64), Protoze pfimka C,C, prochizi stie-
dem O kruZnice AABC opsané, je <xC,A4,C; = 90°,

neboli
Cid, 1 A,C,. (2.6)

Podle véty 26 je soudasnd A,C, | S,S,, takie podle
(2.6) je také C,4, | S,S.. Je proto v AA,B,C,; vyska
prisluna ke strané C,A, &isti pfimky S,S.. Obdobné
také vyska piislusnd ke strand B,d4, je d&asti piimky
848S,, pfidemz priusedik p¥imek S,S, a 8,5, tj. pol S,, je
prusedikem vysek AA,B,C,.

Véta 28 je tedy obdobou véty 21.

Yéta 29. Je-li dvojice [ NABC, NA,B,C,) €q podle S,
potom vrcholy NABC jsou soumérné sdrufeny s polem S,
podle stran AA,B,C,, a to: Vrchol A podle strany B,C,,
vrchol B podle strany A,C, a vrchol C podle strany A,B,.

Ditkaz (obr. 64). Jde o piimy disledek piedeslé véty.
Je-li totiz C,4; | S,B = 8,8, a soudasné podle véty 25
A,B = A,8,, potom jsou body S, a B soumérné sdruzeny
podle piimky C,4,. Déle vime, Ze tise¢ka S, 4 je vyskou
A8:SyS, prislusnou ke strand S,S, a tsedka B,C, je
stfednf pfidkou téhoz trojihelniku (viz véta 27). Je tedy
také pfimka B,(, osou soumérnosti bodi 4 a S,.

Z¥ejmé véta 29 je obdobou véty 20.

Existuji jestd nékteré dalsf vztahy, kterych lze s vy-

102



hodou vyuZit pti konstrukcich. N&které z nich uvedeme
v nésledujfcich piikladech, jimiZz tuto &ist kapitoly
uzavieme.

Priklad 1. Rozhodnéte, zda je pravdivé toto tvrzeni:
Existuje aspon jedna trojice trojuhelniki AABC,
AA,B,C, a AAB,C, takovyeh, %e o nich plati [ AABC,
NA,B,C,] ep podle S a soudasné [ AABC, AA,B,C.l €
e q podle S;, ptitem?Z

AA4,B,C, = AA,B,C,.

Eedeni. Takové trojthelniky neexistuji, nebof podle
véty 18 je AA,B,C, ostroihly a podle véty 24 AA4,B,C,
tupouhly. Proto nemuze byt AA,B,C, =~ AA,B,C,.

Piiklad 2. Je dina kruZnice k = (O; 3,6 cm) a na nf
body A, B, B, takové, 7e AB = 4 cm, <BAB, = 90°.
Uréete na kruznici k body C, 4, a C,, aby trojihelniky
NABC a AA,B,C, byly v relaci p podle 8.

Rozbor. Predpokladejme, Zc existuje aspoii jedno Fe-
Seni. Potom je stied mensiho oblouku AB jiZ vrcholem
C, hledaného AA,B,C, a pél S je priseéik pfimky BB,
s kruZnici opsanou kolem bodu C; polomérem C,A.

MizZeme v8ak usuzovat také takto: Dany bod B, je
sttedem oblouku AC, takie B,A = B,C. Tim je urden
AABC a dalsi postup je nasnadé.

Konstrukce je provedena na obr. 65 prvnim zpisobem.
Méme-li stfed 8, potom primky AS a C,8 protinaji
kruznici k v bodech A, aC.

Dikaz spravnosti vyplyva. z pravdivosti pouZitych
vét.
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Diskuse. Protoze pfimka BB, a kruZnice opsand kolem
bodu C, polomérem (', 4 maji jeden bod spoleény, tj. bod
B, mohou mit pravé jeden dalsi spoledny bod, takie
tloha ma nejvyse jedno feSeni. Nutna podminka oviem

—>
je, aby bod B, leZel v polorovind ABC, tj. na vétsim
oblouku AB tak, ze AB, < BB,. Tato podminka je zde
splnéna, a proto dloha ma pravé jedno reseni.

Piiklad 3. Zvolte body A, B, S, tak, aby neleZely
v pfimce. Necht body 4 a B jsou vrcholy AABC a bod
8, stfedem kruZnice AABC vné vepsané proti vrcholu
A. Sestro]te dvojici [AABC, AA\B 02]eq podle S,,
aniz narysujete kruznici A ABC opsanou!

Redent. Kruinice vnd vepsana se dotyks piHmky AB.
MiZeme ji proto sestrojit, protoZe mame jejf stfed S,.
Primky BC a AC pak jsou rovnéZ te$nami téZe kruznice
vné vepsané a jejich praseéik je vrchol C AABC. Podle
véty 22 je vrchol A, hledaného A A,B,C, prasedik pf{m-
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ky A8, s osou strany BC, vrchol B, prisedik pfimky
BS, s osou strany AC a vrchol C, priusedik pHimky CS,
8 osou strany AB trojihelniku ABC.

Diskuse. Uloha bude mit ¥edenf pravé tehdy, kdyz
pata kolmice vedené bodem S, na pfimku AB padne na
prodlouZen{ tGsetky AB za bod B. Kdyby padla dovniti
usetky AB, lezel by stfed S, proti vrecholu C, coZ neni

mozné. Kdyby padla dokonce na prodlouZeni tsedky
AB za bod A, leZel by bod S, proti vrcholu B, coZ rovnéz
nenf moZné. Dalsi postup konstrukce ui je zavisly je-
nom na existenci teden ke kruinici vepsané vedenych
body 4 a B. ProtoZe pfimka 4B je tednou této kruZnice
a ani jeden z bodi 4 nebo B nenf bodem dotyku, existuji

<
pravé dvé dalsf tedny, a to AC a B(_i, protoze tetna AB
je spoleéna. Jde uZ jenom o to, nejsou-li nékteré z uve-
denych teden navzijem rovnobéziné, a to byt nemohou,
protoZe by pak dotykovy bod musel leZet mezi body
A a B. Bude-li tedy splnéna shora uvedend podminka
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o poloze bodu 8, vzhledem k tseéce AB, bude mit tato
tloha vZdy pravé jedno YeSeni.

Piiklad 4. Je dén AS.SuS, = [SaSy = 10, 8,8, =9,
8,8, = 7). Sestrojte AABC tak, aby body S,, Sy & S,
byly stfedy kruznic trojihelniku ABC vné vepsanych.

Redent. Utzijeme véty 27. Sestrojime Feuerbachovu
kruZnici v trojihelniku AS,S,S,. To se d4 provést dvé-
ma zpisoby. Nejjednodussi konstrukce spoéfva v tom,
Ze narysujeme vysky tohoto trojuhelnfku, jejichZ paty
jsou vrcholy hledaného A ABC. Tato konstrukee je pro-
vedena na obr. 67,

MuzZeme ovSem volit i zdlouhavéjsi postup. Vyhleda-
me stfedy stran a potom Feuerbachova kruznice jimi
prochazi a protne strany AS,S,S, v hledanych vrcholech
AABC.

ProtoZze v kazdém trojihelniku lze sestrojit pravé
jednu Feuerbachovu kruZnici, mé tato dloha pravé jedno
feSenf.

Obr. 67
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Pfiklad 5. K danému trojihelniku ABC sestrojte
AA,B,C, z relace [AABC, AA4,B,C\lep podle S
a AABC z relace [A4,B,C,, AABG’] ep podle 8. Do-
ka¥te, %e pél S je stfedem kruinice AABC opsané
a relace p je stfedovou soumérnosti.

Reseni. Popsané konstrukee je provedena na obr. 68.
Podle véty 14 maji vnitfnf dhly AABC velikosti

& = 180° — (a 4 a'), f = 180° — (8 + ),
y = 180° — (y + y'). (2.7)

Dale je podle véty 17 o’ =90° — 2 , B = 90° — 5
y = 90° —?. Dosadime-li tyto hodnoty do (2.7), do-
staneme po tpraveé:

=900 — 2, f=00"— ;=9o°—%-
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Jsou tedy vnitinf dhly trojihelnika A4 ,B,C, a AABC
shodné, a protoZe jde o trojihelniky vepsané do téze
kruZnice, jsou tyto trojihelniky shodné. Soudasné pak
podle véty 13 prochazeji p¥{imky 4,4, B,B a C,C tymiz
bodem, takZe jde o stfedovou soumeérnost se stfedem
S§S=0.

Piiklad 6. Je dina dvojice [AABC, AA,B,C,lep
p podle S a stfedy kruinic A ABC vné vepsanych S,
Se, S..

Dokaite, Ze

AA,B,Cy ~ ASSyS, ~ AS.BC ~ AAS,C ~ AABS,.

Redent. Prvnf &8st tvrzeni dokazovat nemusime, vy-
plyvé z véty 26.

Podle véty 27 jsou vrcholy AABC patami vysek
v AS8.S,S.. Jsou proto trojuhelniky AS.AS, a AS,CS,
podobné, protoZe oba jsou pravodhlé a maji jeden dalsi
dhel, totiz <8,8,8,, spoledny. Velikosti jejich stran
jsou tedy 4mé&rné a plati:

8.8, : 8,4 = 8,8, : 8,C,
neboli
S,,Sb . SbSc = SbA. : SbO. (28)

Také trojihelniky AS,S.S, a AAS,C maji spoleény
X8,8,8.. Podle (2.8) jsou jejich strany co do velikosti
umérné, takze podle véty sus o podobnosti trojihelnikia
je AS.SS8, ~ AAS,C.

Cyklickymi zéménami dojdeme k dal$im dvéma vzta-
hiim:

ASS8s ~ ABS. 4 a AS:S,8, ~ ACS.B.
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Priklad 7. Mé-li AABC vnittn{ Ghly velikostf « >
> f > y, potom vrcholy trojihelnikd AA4,B,C,,
NAB,C,, NA,B,C, z relaci q podle S,, S, a 8, lez{ na
spoledné kruZnici opsané tak, Ze platf:

bod 4, oddéluje body S;, 4,

bod B, oddéluje body 8,, B,

bod C, oddéluje body S, C.

Dokazte a vypiSte viechny obmény pro razné vza-
jemné velikosti vnitinich dhld A4BC.

Redent. Dokéteme kaZdé ze tii tvrzeni zv]ast.

a) Bod A, oddéluje body S, 4:

Predeviim vime, Ze tedna kruimce AABO’ opsané
sestrojend v bodd A tvoki se stranou AB dhel velikosti Yy
(asekovy thel). Podle vysledku pffkladu 6 je

ASAC ~ ABAC,
a také

1
*8,4C = ¥B,4,C, = 0} B+ (2.9)
podle véty 17.

Podle pi'edpokladu jef>ytedyi f+8>9y+8,
neboli

B> 5+ (2.10)

Méame proto podle (2.9) a (2.10) 8 > XS,AC a pi'fmka
8,4 protne kruznici opsanou AABC mezi body 4 a 8S,.
(2.11)

b) Bod B, oddéluje body S,, B:
Tetna v bodé B tvori se stranou BC Tdsekovy iihel

velikosti «. Soudasnd je <xS,BC = <4,B,C, = %

(« + ).
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Podle ptedpokladu je « > ¢ a odtud « > % (x4 9),

neboli <S,BC < a a bod B, padne mezi body S,, B.
(2.12)

¢) Bod C, oddéluje body S,, C:
Také tedna kruZnice opsané AABC vedend v bod$ C
tvofi se stranou AC thel velikosti § a <XS,CA =

1
= 4B,Ci4, = ?(ﬂ + a).

Podle pfedpokladu je a > f a odtud 1 (« + B) =
2

= J8,04 < B, tak¥e piimka S,C protne kruZnici
opsanou AABC a% za bodem C, éili C; oddéluje body
S,aC. (2.13)

Shrneme-li (2.11), (2.12) a (2.13), je diukaz dplny.
Pozadované obmény zapiSeme do tabulky:

, .| Tvrzeni o pofadi bodi na pHmkéch
Piedpoklad: 3.4, 8,B, 8,0

a>f>y | SiBB | 8.0,0 | 84,4
a>y>f | 8.CC | SeBeB | 8.4,4
B>a>y | S$d:4 | SCC | S.B,B

ﬂ > y > x Sbo’o SbAg.A SchB (Obl‘. 64)

y>a>f | S, 4,4 | AB,B | 8.0,C

y>8>a | SBB | S.4,4 | 80,0
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Piklad 8. Je déna dvojice [AABC, AA.BC,\lep
P podle 8. AniZz narysujete stfedy kruZnic AABC vné
vepsanych, sestrojte trojihelniky AA,B,C,, AA4,B,C,
a AA,B,C, z relaci q podle S,, S, a S, a potom dokaZte,
7e

a) tétivovy Sestithelnik A,C,B,4,0,B, ms ka*dé
dvé protéjsi strany rovnobéiné,

b) trojihelniky AA4,B,C, a AA,B,C, jsou v relaci
P podle § = O, kde O je stted kruznice AABC opsané.

Redeni (obr. 64). P¥i konstrukei uZijeme poznatku, e
piimky 4,4,, BB, a C,C, prochazeji sttedem O (viz
napt, dikaz véty 22). Odtud také vyplyva, Ze tytihel-
nfky A4,C,4,C,, C,B,C,B, a B,A,B,A, jsou obdélniky,
takze je

A,C, || A.C1 A CyB, || C,B; A BiA, || BoA,.

Tim je diukaz a) proveden,

Druhy dikaz vyplyva z véty 26, nebot, jsou-li dsetky
A,B, a 8,8; rovnobéiné, jsou rovnobéiné i tuselky
A,B, a C,C, protoze tsedka C,C je &asti Gselky S,S,. To
viak znamend, ¥e ¢tyfihelnik A,C0,B a obdobné i &tyi-
dhelniky B, 4,4C, a C,B,BA4, jsou lichobéZniky vepsané
do kruZnice, a proto rovnoramenné. Z toho plyne

Alo = OZ'BI A 'B].A2 == Aol A 0132 = ‘B‘Al'

To znamend, %e podle véty 13 jsou trojihelniky
AA,B,C, a NA,B,C, v relaci p podle § = 0.

Cvilenf
1. Sestrojte libovolny trojuhelnik a opiSte mu kruZnici.

Potom bez pouziti kruzitka sestrojte vrcholy trojuhelniku
z relace p podle 8.
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10.
11.
12,
18.
14,
15.
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K libovolné zvolenému trojihelniku EFG sestrojte troj-
thelnik E,F,G, z relace p podle S, aniZ narysujete kru%-
nici AEFG opsanou.

. Velikosti vnitinich dhld daného A ABC jsou v pomé&ru

x:f:iy=06:6:T.

a) Uréete velikosti téchto 1hlu a velikosti vnitfnich dhla
AA,B,\C, z relace p podle S.

b) Jaky je pomér velikosti vnitfnich Whld AA4,B,C,?

c) Udejte obecny vzorec pro pfimé stanoveni pomséru veli-
kosti vnitFnich uhli druhé sloZky z relace p podle S.
Velikosti vnitinich dhli druhé slozky z relace p podle S
jsou ve stejném poméru jako velikosti vnéjdich whlu

prvni slozky. Dokazte!l

. Velikosti vnitfnich dhld v AA4,B,C, z relace p podle S

jsou a’' = 57°48', B’ = 78°36'. Urtete velikosti vnitinich
uhld AABC.

Odvodte vzorec pro vypolet velikostf dhla <<ASB,
X BSC a ¥CSA v trojihelniku ABC se stfedem § kruz-
nice uvnitf vepsané, jsou-li velikosti vnitinfch dhld A4ABC
po tadé «, 8, 7.

Vysledku dlohy 6 uZijte pfi FeSenf této ilohy: Sestrojte
AEFQ [EF = 7; SEGQF = 40°; p = 2), kde g je velikost
poloméru krufnice uvnitf vepsané.

Sestrojte trojihelnflk, je-li ddna velikost polom&ru kruZnice
opsané r = 3,5, velikost polom&ru kruinice uvnitf vepsa-
né o = 1,6 a velikost jednoho vnitfnfho dhlu & = 70°.

Je déna_kruinice k = (0; 36), na ni vrchol A AABC
a vrchol 4, AA,B,C, z relace [ AABC, AA,B,C,]€p
podle 8. Sestrojte oba trojﬁ.hel.nﬂ{lg, vite-li, e AB = 42.
Do kruZnice k= (0; 28) vepiste dvojii [AKLM,
AK,L,M,1ep podle S, vite-li, ¢ KL = 42, L,M, = 30.
Joe dén AAB.0, [AB, = 3; A0, = 4; XB,AC, = 120°].
Narysujte [ AABC, AA,B,C,]€p podle S. ‘
Do kruzinice opsané danému AEPF@ vepiste AKLM tak,
aby bylo KE | LM, LF | KM a MG | LK.

Je dén AABC a kruZnice jemu opsand. Bez pouZitf kru-
2itka sestrojte stfed kruZnice vné vepsané proti vrecholu 4.
K danému A ABC sestrojte druhou slotku A A4,B,0, z rela-
ce q podle Sp, ani? narysujete bod Sp.

Velikosti vnitinich dhla AA;B,0, z relace AABC q
q AA,B,O, podle S, jsou v_poméru 2:3:13. Urlete
velikosti vnitfnich Ghld@ A ABC a jejich pomdr.



16.

17

18.

19.

20

21

22,

23.

Je-li prvni slozkou v relacich q podle S,, Sp a S, trojihel-
nfk rovnoramenny, potomn pravd jedna ze t¥i druhych
sloZzek je op&t rovnoramenny trojihelnik. DokaZte a uved-
te, ktery.
Zvolte libovolny trojubelnik ABA, a na jeho strand A4,
urdete bod S takovy, aby tsetka AB byla stranou prvni
slozky AABC a bod A, vrcholem druhé slozky A A,B,C,
z relace p podle S. Provedte diskusi vzhledem k velikosti
stran zvoleného trojahelniku.
Zvolte libovolny trojuhelnik EFG a opidte mu kruZniei.
K sestrojeni stfedi kruZnice uvnitf vepsané a vné vepsané
proti vrcholu E staéi narysovat jedinou pfimku a jedinou
kruZnici. Provedte! '
Narysujte ostroihly trojuhelnik HJK a sestrojte priiseéfk
jeho vysek. Potom narysujte kruZnice:
k, = (H; HV), ky = (J; JV) a ky; = (K; KV). Tyto kruz-
nice se po dvou protinaji na kruZnici opsané AHJK.
Oduavodnéte!
Narysujte riznostranny tétivovy &étyfuhelnik ABCD, je-
hoZ vnitfni Ghly pfi vrecholech 4 a C jsou pravé. Stred
kruZnice opsané oznadte M. Ukaite, Ze body 4, B, C, D
a M je jednoznaénd urdena dvojice [ AACE, AA,C,E,]
a dvojice [ AACE, AA,C,M] z relaci p podle B a q podle
D, kde B a D jsou stfedy kruZnic uvniti a vné vepsanych.
Narysujte a oduvodnéte!
Sestrojte ostrowhly riznostranny trojthelnik EFG a pri-
seéik jeho vysek oznadte V. Paty vySek jsou po iadé E,,
F,, G,. Trojihelniku E F,G, opiite kruznici. Tato kruz-
nice mé se stranami AEFG jestd daldi t¥i spoleéné body,
a to stfedy stran. Narysujte a oduvodnéte!
Opakujte tlohu 21 pro riznostranny tupoihly trojtihel-
nik!
Zndme-li AB = 7 velikost strany AABC a velikost ihlu
20° = < AS,B, kde S, je stfed kruinice vné vepsané
AABC proti vrcholu A4, potom muZeme fedit tyto ulohy:
a) Uréit velikosti thld y a ' v dvojici [ AABC, AA,B,C,]
€p podle S.
b) Narysovat mnozinu vSech stfedu S;.
¢) Vypoéitat velikosti vBech dalsich ihld v trojihelnicich
z relac{ p podle S a g podle S, je-li zndma je&td velikost
dalstho 1hlu, naptiklad & = 80°.
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24,
25.

26,

27.

28,

29.

80.
31.
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Jak se zmédni FeSeni wdlohy 23, bude-li misto daného
tiblu < A48,B znédma velikost XAS.B = 20°?
Trojtuhelnik A,B,C, z relace AABC q AA,B,C, podle Sp
m4 velikosti vnitfnich dhlt v poméru 2 : 9 : 4. Vypoéitejte
velikosti vnitfnich dhla dvojice [ AABC, AA,B,C,]&
€p podle S.

Zvolte tii body A, B, a C,, které neleii v pfimce..Jaké
musi byt vzdjemnd poloha téchto t¥i bodi, aby jednoznag-
né uréovaly AABC, AA,B,C, z relace p podle S, jakoZ
i trojahelniky z relaci g podle S,, Sy a S, ?

Jeddn AC,S:S,[C1Ss = 7; 84Sy = 10; C,Sp = 9]. Sestroj-
te ptislusny A ABC, vite-li, 2e C, je vrchol AA,B,C, z re-
lace p podle § a body S,, Sp stiedy kruinic AABC vné
vepsanych.

Je dén AABC [AB = 17,2; BC = 6,7, <CBA = 70°)
z trojice AABCp AA,B,C,p AABC podle S. Narysujte
tuto trojici!

Na dané kruznici k = (O; 3,8) zvolte tfi navzdjem ruzné
body A,-B,, C a sestrojte trojici trojihelniki AABC p
P AA,B,C,p AABC podle S!

Sestrojte AABC z relace AABCP o p AABC podle S,
je-li ddn A A4,B,C, s tupym thlem pti vreholu A4,.
Vy&etiete mnoZinu viech péli @ sdruzenych s pély S, kdyz
vrchol C daného trojihelniku ABC probihé kruZnici tomu-
to trojihelniku opsanou. Patfi do této mnoZiny stfed S,
kruZnice vné vepsané ?



B. PRUSECIK VYSEK

Tuto &¢ast druhé kapitoly vénujeme dvojicim trojihel-
niki z relaci p nebo g utvofenym podle prisediku vysek
daného AABC, ktery budeme nadéle znadit vidy zna-
kem V.

Musfme ovSem pies toto jednotné znadeni rozliSovat
mezi trojihelnfky ostrodhlymi a tupoidhlymi, nebot
u ostrodhlych ptjde vidy o relaci p podle V, u tupo-
uhlych o relaci q podle V. Trojihelniky pravothlé zde
neptipadaji v ivahu, protoZe podle definic 1 a 2 nemo-
hou pély P ani Q leZet na kruZnici trojihelniku opsané.

Pro zkoumani vlastnosti relaci p nebo q podle V ma
zakladni vyznam véta, jejiz platnost ted dokdZeme:

Vita 30. Je-li ANABC pront slofkou a AA,B,C, nebo
AA,B,C, druhou slotkou v relact p nebo q podle V, je pol
V stiedem krufnice
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a) uvnitf vepsané ANA,B\C,, kdy: NARC je ostroihly,
b) vné vepsané AA,B,C,, kdyt NABC je tupoihly.

Diikaz provedeme pro kazdy typ trojihelniku zvlast.

a) Necht tedy AABC je ostroahly (obr. 69).

Piedevéim je CC, | AB A BB, | AC, a proto
XAA,C, = <ACC, = 90° — a, XAA,B, = <ABB, =
= 90° — a, takie <xAA,B, = XA44,0,, ¢l

pfimka A A, je osou thlu B,A4,C,. (2.14)
Z cyklickych zamén pak plyne:

pfimka BB, je osou <x4,B,C,, (2.15)
pfimka CC, je osou x4,C,B,. (2.16)

Pél V, kterym ptimky AA,, BB, a CC, prochazeji,
je podle (2.14), (2.15) a (2.16) stfedem kruZnice uvnitf
vepsané AA,B,C,, takZe je [AA,B,C;, NABClep
podle S.
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b) Necht A ABC je tupouihly s tupym uhlem p#i vrcho-
Iu 4 (obr. 70).

Oznadéme O stied kruinice A 4BC opsané a pruseéiky
piimek BO a CO s touto kruZnici po fadd B, a C,; déle
pak paty vySek AABC na stranich 4B a AC po ¥adé

a B,
oProt(é)ie ptimky BB, a CC, prochazeji stfedem O, je
¢tyFahelnik BCB,C,; obdélnik, a proto
XC,CB = <B,BC. (2.17)
Podle Thaletovy véty jsou trojihelniky AB,B,B
a AC,C,C pravoudhlé, takie je
BB, | BV-ACB, | BV = B,B, | CB,,
C,C, 1 CVABC, 1 CV = C,C,| BC,. (2.18)
Podle (2.18) jsou &tyFdhelniky B,B,AC a C,C,AB
lichob&?niky, a protoZe jsou vepsiny do kruZnice, jsou
rovnoramenné; odtud dostdvame piimo:

AC, = BC, = CB, = AB, = JAA,B, =

= JAA,C,, (2.19)
a také '

XA4A,B, = ¥BCC, A ¥AA,C, = <CBC,.

Soudasné je A4, | BC, tedy podle (2.19) také
A,B, | CC,a A4,C, | BB, (2.20)
Pi'imky BB, a CC, prochéieji stfedem O, a proto podle
(2.20) jsou body B, a C, sttedy obloukd 4,0, a A4,B,,
neboli: polopfimky B,B, a C,C, jsou osami vnitinich

“dhlu AA4,B,C,.

ProtoZe je soudasné B,B, | BV a C,C, 1 CV, jsou

pfimky BV a CV osami vnéjsich dhld AA44B,C,.
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Dokézali jsme, Ze [ A4,B,C,;, AABC]eq podle S, ="

Vyznam pravé dokazané véty 30 spodivd v tom, Ze
vlastnosti relace p podle V nebo q podle ¥V muZeme
zkoumat na zakladé jiz znamych vlastnost{ relace p
nebo g podle 8, S,, S, &i S,. Toho déle vyuZijeme.

Vita 31. Je-li dvojice [ANABC, NA,B,C,]ep podle V
nebo dvojice [ ANABC, NAA,B,C,]leq podle V, potom
vrcholy A ABC pali oblouky krutnice NABC opsané mezi
vrcholy NA,B,C, nebo NABC,.

Dukaz. UZijeme-li véty 30 a podle ni zaménime
indexy u vrchold trojthelnikd podle vét 15 a 22, dosta-
neme pfimo tvrzen{ obsaZena ve vété 31.

Tato véta pak ma zajimavy duisledek:

Utvofme k danému AABC trojthelnik A4,B,C, z rela-
co p podle V a k nému AABC z relace p podle V. Snadno
zjistime, Ze sloZend relace p O p podle V je identitou,
nebot V = 7. i

Pohledme naptiklad na obr. 69. Podle vét 13 a 31 je
CiA =B AANCA=PBA, takie 4 =A a obdobnd
iB=BaC(C =0, neboli AABC = ANABC.

Véta 32. Je-li dvojice [AABC, NA,B,C,]ep podle V
nebo dvojice [ AABC, NA,B,C,]eq podle V, potom osy

stran trojihelniks AAB,C, nebo NA,B,C, prochdzejt
vrcholy AABC.

Ditkaz. Také zde stadi provést ziménu indext ve vété
16, popfipadé 22.

118



Véta 33. Je-li dvojice ostrodhlyjch trojihelniktc N\ABC
a ANA,B,C, vrelaci p podle V, plati o veltkostech vnitinich
whld a, B, v, NDABC a &, B', ' AA,B,C,:

a' = 180° — 2a, ' = 180° — 28, »' = 180° — 2p.
Dikaz. Jestlize podle véty 30 je AABC v relaci p
podle § s AA4,B,C,, potom podle véty 17 je

1

a = 90° — % 8 po upravé a’ = 180° — 2aq«,
f = 90°— %— a po tipravé ' = 180° — 28,
yl

y = 90°—Tapo ipravé y’ = 180° — 2y,

Vita 34, Je-li tupoihly NABC pront slofkou v relacs
P podle V s dhly veltkostt « > 90°, B, y a NA,B,C, dru-
hou sloZkou v této relaci s vnitinims whly velikosis «', ' a y’,
potom plati:

a' = 2a—180° B = 28, ¥y = 2y.

Diikaz. UZijeme opdt vét 30 a 23, podle kterych je:

r

a = 90° + ; a po ipravé a' = 2a — 180°,
g =2 o poipravsp = 28,

a po lipravé y" = 2y.

2
_v
Y="Tg

Vita 35. Je-li A ABC prong slofkou a NA,B,C, nebo
AA,B,C, drukou slofkou v relacs p nebo q podle V, potom
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vrcholy A ABC jsou po fadé stiedy kruZnic opsanych troj-
dhelntkam AB,VC,, AC,VA, a AA,VB,, popripadé
ABVC,, ANC,VAza NA,VB,.

Dikaz. Pravdivost tvrzeni vyplyva opét z véty 30,
jestlize podle nf upravime texty vét 19 a 25.

Véta 36. Jsou-li dvojice [AABC, AA.B,C\] nebo
[AABC, AA,B,C,) z relaci p nebo q podle V, potom
vrcholy trojidhelniki AA,B,C, nebo AA,B,C, jsou sou-
mérné sdruieny s polem V podle stran ANABC a to:

vrchol A, (A4,) podle strany BC,

vrchol B, (B,) podle strany AC,

vrchol C, (C,) podle strany AB.

Ditkaz. Také zde stali obménit uZitim véty 30 texty
vét 20 a 29. Pro naje Givahy m4 oviem tato véta zvldStni
vyznam. Dokazali jsme pravdivost tvrzeni véty, ktera
byla v Gvodu pfipomenuta jako piiklad dikazové ilohy,
na niZ lze navézat obsidhlou diskusi. Dospéli jsme v této
diskusi k zavéru druhé &asti druhé kapitoly, kterou opét
uzavieme nékolika piiklady a dalSimi ‘lohami.

‘Piiklad 1. Sestrojte AABC =z dvojice [AABC,
AA,B,C,]ep podle 8, kde AA,B,C, je rovnoramenny
trojihelnik vepsany do kruZnice o poloméru velikosti
32 mm s jednim vnitfnim dhlem velikosti 30°. Trojthel-
nfk 4,B,C, viak nerysujte!

Rozbor. Hledany trojihelnik je podle véty 30 v relaci
p podle ¥V s danym AA,B,C,. ProtoZe pedle zadéni nelze
zjistit, je-li AA,B,C, ostrothly nebo tupoihly, jsou tyto
dvé moznosti, pokud jde o velikost jeho vnitfnich uhla:

a) 30°, 30°, 120°.

b) 30°, 75°, 75°.
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V prvnim ptipadé budou velikosti vnitfnich vhia
v AABC podle véty 34:

2.30° = 60°, 2.30° = 60°,2.120°— 180° = 60°, takze
hledany trojihelnik je rovnostranny.

V druhém piipadé jsou velikosti vnitinich Whld
180° — 2.30° = 120°, 180° — 2.75° = 30° a tieti dhel
oviem rovnéz 30°.

Vidime hned, %e podminkiam tlohy vyhovuje jenom
piipad druhy, protoZe v prvnim pkipadé piislusny troj-
dhelnfk je rovnostranny, takie A4,B,C; by musel byt
rovnéZ rovnostranny. K oznadeni vrcholi jsme pti FeSeni
této tlohy neptihlédli.

Pfiklad 2. Je ddin AKLM [KL =4 em; LM = 2,5
cm; <SKLM = 135°]. Sestrojte AKszM2 z relace
AKLM q AK,L,M, podle V, aniZ narysujete kruznici
obdma trojihelnfkim opsanou. Konstrukei umistéte
tak, aby priseéik vysek AKLM padl mimo nakresnu!

Rozbor. Predpoklidejme, Ze hledany trojuhelnik exis-
tuje. Potom podle véty 36 je vrchol M, soumérné sdru-
Zeny podle piimky KL a vrchol K, soumérné sdruzeny
podle piimky LM s priseéikem vysek V. ProtoZe viak
podle zadéni lezi prisedik vysSek mimo nidkresnu, se-
strojfme nejd¥ive paty vySek M, na strané KL a K, na
strand LM, jako% i vyS8ku na stranu KM véetné jejtho
prodlouZeni za vrchol L. Pieneseme-li nynf <MLV =
= IM,LM, do poloroviny KLM a thel XKLV =
= JK LK, do poloroviny MLK (obr. 71), protnou
ramena takto pfemisténych uhla piimky MM, a KK,
po fadé v bodech M, a K, Pokud bude nep¥istupny
i bod L,, miZeme narysovat snadno aspon &asti stran
ML, a K,L, Stadi si uvédomit, e podle véty 34 je
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K ML, =2. XKML a také <M,K,L, = 2. XMKL.
Konstrukce je provedena na obr. 71 a jeji popis je
obsazen v rozboru.
Diskuse. Ulohy tohoto typu maji vidy pravé jedno
feSeni, protoZe uréeni pélu V je jednoznaéné.

. .'.' l
N\
\\ \_ \. ! /'/=
Obr.71 0 N ;o

Ptiklad 3. Do kruZnice o poloméru velikosti 3,5 em
vepiste dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle V tak, aby
platilo: AB = B,C, = 5,5 cm.

Rozbor a popis. konstrukce. Zname-li velikost poloméru
kruZnice opsané a velikost jedné strany trojihelnfku,
mufeme graficky zjistit velikost protilehlého dhlu.
V naSem piipadé to bude y = a'. Podle véty 17 pak plati

a = 90° — % Tento thel snadno sestrojime (obr. 72).
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Kolem bodu 4 opiSeme oblouk polomérem AB =
= B,C, = 5,5 cm. Tento oblouk protne kruZnici opsa-
nou v bodé M, takie < MBA = y. Uhel vedlejsf k <
XMBA mé velikost 180° — y. Rozpilime jej a bodem A4
vedeme rovnobdzku s jeho osou. Rovnobézka protne
kruZnioi opsanou v bodsé C.

1 Obr. 72

Z konstrukce vyplyva, Ze thel <CAB mi velikost
90° — % Potom uZ obvyklym zplsobem sestrojime
AA,B\C,.

Diskuse. Uhel 90°——)2i je ostry, takZe naposledy
sestrojend rovnobézka protne kruznici opsanou v bodé

jediném. Uloha m4 pravé jedno feseni.

Piiklad 4. Je dén AKLM [KL =10cm; LM =
=5cm; MK = 6 cm]. AniZ provedete piislusné kon-
strukce, zjistéte, zda existuje k danému trojiihelniku
K,L,M, z relace p nebo AK,L,M, z relace q podle V
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a jaké je pofadf vrcholii téchto trojihelniki na piimkach
VK, VL a VM.
EReseni. Nejdtive zjistujeme, o KL > LM? + MK?,
nebof 10% > 52 + 62
Podle toho je dany trojihelnik tupouhly s tupym
dhlem pti vrcholu M. Existuje proto AK,L,M, z relace
q podle V.,
Uzitim kosinové véty zjistime pfiblizné velikosti
vnitfnich Ghla AKLM a to:
XLMK = 113° = ay <XKLM = 27° = 8,
IMKL = 40° =y.
Potom maji podle véty 34 vnitini dhly AK,L,M,
velikosti
SK, =y =2 =80°, <L, = f = 2B = 54°,
XM, = o’ = 2a — 180° = 46°.
Je proto 9’ > g’ > &’ a podle tabulky u piikladu 7
v prvni &asti této kapitoly je potadi bodi
e
na poloptimce VK: VK,K,
. -
na polopfimee VL: VL,L,
na polopfimee VM: VMM g

Ptiklad 5. M&jme dvojici [ AABC, NA,B,C,] e p po-
dle V takovou, Ze velikosti vnitinfch dhld AABC tvoii
aritmetickou posloupnost s diferenci d. Potom vnitin{
uhly AA,B,C, tvo¥i aritmetickou posloupnost s diferen-
cf 2d.

Dokazte a provedte diskusi vzhledem k parametru d!

Bedent. Podle zadénf jsou velikosti vnit¥nfch dhla
AABC potadé «, a« + d, « + 2d.
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Z véty 33 pak plyne: Rozdil:
a' = (180° — 2a)

p = 180° — 2(a + d) = (180° — 2a) — 2d 2d
y = 180° — 2(a + 2d) = (180° — 2a) — 4d 2d

Velikosti vnitfnich dhlda A4,B,C, skutefné tvoii
aritmetickou posloupnost s diferenci |2d|.

Sedteme-li velikosti vnit¥nich uhlid A ABC, dostaneme
rovnici

3a + 3d = 180° a odtud « = 60° — d, g = 60°, y =
= 60° 4 d.

Dosadime-li tyto hodnoty podle véty 33, dostaneme:
a' = 60° 4 2d, f’ = 60°, ' = 60° — 2d.

Piedpokladejme, Ze je d > 0. Potom thel velikosti
60° — 2d je nejmensf thel & nutné je

60°—2d >0 = d > 30°.

Piiklad 6. Je din AA4,B,C,[4,B, = 3cm, B,C, =
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= 4 em, XA4,B,C, = 120°]. Sestrojte trojihelnfk 4BC

z relace
[AABC, NA,B\C;leq podle S,.

Rozbor. Podle véty 30 je [ AA,B,C,, AABC]eq podle
V,kde V =8,

Konstrukce (obr. 73). Sestrojime priasedik vysek
AA,B,C, a kruZnici jemu opsanou k. Potom pimka
VA, protne kruZnici k v bodé A4, pfimka VB, v bodé B
a pfimka VC, v bodé C.

Diskuse. ProtoZe AAﬁl je tupoilhly, mi dloha
pravé jedno feSeni.

Piiklad 7. K danému trojihelntku K,L,M, [K,L, =
=7, LM, = 6; MK, = 5] sestrojte AKLM z relace
[AKLM, AK,L,M,]ep podle V.

EBedent (obr. 74). UZijeme opst véty 30, podle niZ je

[AA,B,C,, AABClep podle S,kde S = V.

126



Zde sestrojime nejdifve stfed kruZnice vepsané
AA,B\C,, potom kruZnici jemu opsanou a na nf nim
pHimky A,S, B,S a C,S urdf body 4, B a C hledaného
trojahelnfku.

1.

-3
.

o
b

10.

11.

12.

Cvileni

K danému trojithelniku narysujte druhou slozku z relace
p podle prasediku vysek V.

a) AABC [AB = 43; BC = 57; <BAC = 15°),
b) ADEF [DE = 52; EF = 35; XDEF = 105°).

Jedédn AK,L,M,zdvojice[ AKLM, AK,L,M,]€p podle
V(K,L, = L,M, = 6,2; K,M, = 4,5]. Narysujte AKLM.
K libovolné zvolenému tupouhlému AE,F,G, sestrojte
AEF@G z dvojice [AEFG, AE,F,G,]€p podle V.
AAB,C,; [4:B; = 4; B,C, = 5; A,Cy = 6] je z dvojice
[AABC, AA,B;C,]€q podle V. Narysujte AABC!

Do kruznice k¥ = (0; 33) vepiste dvojici tupoihlych troj-
thelnika [ AMNZ, AM,N,Z,]€p podle V, vite-li, Ze 1ihel
pfi vrcholu Z je tupy, dédle M, Z, = 60°a XZ,M,N, = 45°.
Pokud jste v ulohéch 2, 3, 5 rysovali osy uhli, opakujte
konstrukce bez poufiti kruZitka!

Vnitini dhly daného trojihelniku maji velikosti v poméru
2 : 3 : 4. Vypoditejte velikosti vnitfnich \ihla druhé slozky
z relace p podle V k danému trojihelniku.

Vnitin{ dhly trojihelniku maji velikosti v poméru« : v : ¢,
kde u, v, t jsou kladn4 &isla. Vyslovte podminky pro to, aby
trojuihelnik byl ostrothly, tupotihly nebo pravothly.
Ulohu 7 feite obecnd a vysledky porovnejte.

Velikosti vnit¥nich dhlh prvnf sloZzky v relaci p podle V
jsou v poméru 21 :4:5. Vypodftejte velikosti vnitfnich
1111]lr1.11111 druhé slozky a vysledek porovnejte s vysledkem 9.
ilohy!

Pomér velikosti vnitfnich hld druhé slozky z relace q
ﬁod]](e V je 7: 8 : 25. Urdete velikosti vnitfnich dhli prvni
slozky.

Na libovolng zvolené kruZnici zvolte tfi navzdjem rizné
body X, Y, Z a kolem téchto bodi opiste takové kruZnice,
které se po dvou protnou na dané kruznici & mimoto majf
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13.

14.

15.

16.

18.

19.
20.

21,
22.

23.

-]
'."‘
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spoleény jestd jeden dalsi bod ve vnitfni nebo vnéjii oblasti
zvolené kruZnice.
Je dén trojuhelnik FGH. Urdete takovy bod M, aby kru%-
nice opsané trojihelnikim AFM@®, AFMH, AGMH byly
navzdjem shodné.

Zvolte polopfimku Zl_i){ » bod V, ktery na nf nelezi, a tsetku
velikosti r. Sestrojte A ABC, jehoZ strana AB leii na polo-

pfimce A_1>M, bod V je prusedikem jeho vysek a tuselka r
polomérem jeho kruznice opsané.
Zvolte polopfimku B,M, bod V mimo ni leZfci a tisetku
velikosti 7. Sestrojte dvojici AABC p AA,B,C, podle V
tak, Ze strana B,C, padne na polopfimku B, M, bod V bude
prusedikem vySek AABC a r velikost poloméru spoleéné
kruZnice opsané této dvojici.
Usetka AB = 6 cm je stranou AABC, r = 3,5 cm velikost
poloméru kruznice jemu opsané a OV = 1,5 em vzddlenost
prusediku vysSek od stfedu kruZnice opsané. Sestrojte
dvojici [ AABC, AA,B,0,]€p podle V.
Sestrojte dvojici [ AKLM, AK,L,M,]€ q podle V, vite-li,
2e KL = 5,8 cm, polomér spoleéné kruZnice opsané r =
= 3,4 cm a vzddlenost priseéfku vySek V od stfedu opsané
kruznice OV = § cm.
Na kruZnici & = (0O; r) zvolte bod A a jeden bod wvnitini
oblasti této kruZnice oznadéte V. UkazZte, Ze tyto tfi prvky
urduji jednoznadné dvojici [ AABC, AA,B,C,]Jeppodle V.
Opakujte ulohu 18 s tim rozdflem, Ze bod V zvolite vné
kruznice.
Je dédna kruZnice k = (0;r), jeji bod vnitfni oblasti V
a usedka ¢ < 2r. Sestrojte dvojici [ AFGH, AF,Gy1H,]€
€ p podle V tak, aby bylo FG = ¢.
Opakujte ulohu 20 8 tim rozdilem, Ze bod V bude ve vnéj-
8{ oblasti kruZnice k. )
Libovolny vnit¥nf bod zvolené kruZnice k = (O; r) oznadte
V. Potom zvolte pfimku h. Sestrojte dvojici [ AKLM,
AK,L,M,]€p podle V tak, aby strana LM AKLM byla
rovnobéind s pfimkou A a bod V byl pfsluinym pélem.
Do kruZnice o poloméru r = 3 cim vepidte dvojici [ AKLM,
AK,L,M,]Jeppodle V tak, aby byl <KVL = 120°
a <K,VM, = 140°.
SeqtrOJte dvojici [ AEFG, AE,F,G,]€ qpodle V tak, aby
E,F, = 6,5 cm, <E,Q,F, = 25°a XEFQ@ = 35°



25.

26.
217.
28.

29.

80.

Zvolte t¥i navzdjem rizné body A, B, C, které neleii
v ptimee. Potom sestrojte trojihelnik KLM, v ném# zvo-
lené body 4, B, C jsou po fadé patami vysek na strany
KL, LM, MK.

Na dané kruZnici ¥ = (O; 3,8) zvolte body 4, B, A, a se-
strojte dvojiei AABCp AA,B,C, podle V. Udejte pod-
minky FeSitelnosti!

Na kruznici £ = (0; 4,2) umistdte body 4, 4,, B, a sestrojte
dvojici AABCp AAB,C, podle V. Udejte podminky
feSitelnosti!

V dvojici AABCp AA,B,C, podle V znéme polomdr
kruZnice opsanér = 4,2¢m, <ABC = f = 48°, <XB,4,C,
= a' = 64°. Narysujte!

Jo dédna kruZnice ¥ = (0; 3,6), na ni bod C, a p¥imka 5,
kterd je rovnobéing se stranou AB trojihelniku ABC
z dvojice [ AABC, AA,B,C,]€p podle V. Sestrojte tuto
dvojici tak, aby {BAC = a = 60°.

Vy8etfete mnoZinu viech péli @ sdruZenych s priseéikem
vyek V trojtihelniku 4BC, kdyZ vrehol C probihé oblouk
kruznice A ABC opsané!
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C. STRED KRUZNICE OPSANE
A TEZISTE

Bude-li pélem stfed kruZnice danému trojihelniku
opsané nebo jeho t&Zit8, pujde v obou piipadech o relaci
P podle definice 1. To proto, Ze jak stfed kruZnice troj-
uhelnfku opsané, tak i t&Zi§té jsou prvky podmnoZiny,
kterou jsme v iivodni kapitole oznaédili K'.

Velmi jednoduché jsou vztahy mezi trojihelniky
z dvojice

[AABC, AA,B,C,]ep podle O, kde O je stfed kruz-
nice obéma trojihelnikiim opsané.

Vita 37. Jsou-li trojihelntky NABC a NA,B,C, v re-
lact p podle O, kde O je siied spoleéné kruZnice obéma troj-
whelnikiam opsané, je tato relace stiedovou soumérnosti se
stredem O.
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Dikaz (obr. 75). Podle definice 1 prochdzeji v daném
piipadé piimky 44,, BB, a CC, stfedem kruZnice
AABC opsané. Je tedy

AO =04, A BO = 0B, A CO = 0C,,

takZe trojihelnfky AABC a AA,B,C, jsou soumérné
sdruZeny podle sttedu O. Bezprostfednim dusledkem
toho je jejich shodnost AABC ~ AA,B,C,, z &ehoi
pak vyplyvaji dalsi vlastnosti relace p podle O:

a) rovnost stran: 4B = A,B,; BC = B,C,; CA4A =
= ClAl,

b) rovnobéinost stran: AB| 4,B,, BC | B,C,, CA ||
I C,A,,

c) slhod.nost whla: « = a'; 8 =48,y

d) {AOB = 2y, je-li y S 90°, nebo <):AOB = 360° —
— 2y, je-li y > 90° (s cykhckyml obménami pro dhly

a a f).

K zajimavému disledku dojdeme, utvofime-li k relaci
p podle O relaci p podle O.

Véta 38. Je-It dvojice [AABC, AA,B,C,]ep podle O
a dvojice [ AA,B,C,, AABC]ep podle O, potom pFislus-
ny pol O je prasebikem viydek NA,B,C, a stfedem kruZnice
vepsané ANABC a to:

a) wonité AABC, je-li NABC ostrouhly,

b) vné NABC, je-li AABC tupoihly.

Dikaz. a) Na obr. 76 vlevo je AABC ostroihly. Proto-
ze piimky AA,, BB, a CC, prochdzeji sttedem O kruz-
nice AABC opsané, jsou trojahelniky AAA4,4, ABB,B
a ACC,C podle véty Thaletovy pravoihlé s pravymi
tihly pti vreholech 4, B a C.
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Je tedy A4, © | AA a soudasnd podle véty 13 AA ||
| B,C,, takze .14, | B,C, a obdobnd i BB, | 4,C,;
CC, 1 A,B,.

Podle véty 13 viak ptimky AA,, BB, a CC, prochs-
zeji pélem O, ¢m% je dokaz4no, ¥e pél O je prisedikem
vysek AA,B,C,, ale také podle véty 30 je stfedem kruz-

nice vepsané AABC.

b) Na obr. 76 vpravo je AABC tupothly s tupym
Ghlem pti vroholu 4. Uk4zali jsme jiZ v dikazu véty 13,
Ze pHimky AA,, BB, a OC, prochizeji tym? bodem, ktery
viak v tomto pHpadé lezf vné kruZnice AA4BC opsané.
Podle véty 10 je tu nutnou a postadujici podminkou,
aby trojihelniky AA4,B,0, a AABC byly opaé&ného
smyslu. DokaZme, %e tomu tak skutedné je. Z vlastnost{
stfedové soumérnosti vyplyva, Ze trojihelnfky AABC
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a AA,B,C, jsou tého? smyslu. ProtoZe podle pfedpokla-
du jsou ihly %xBAC a <B,A,C, tupé, oddsluje;piimka
AA, bod B od bodu C, jakoZ i bod B; od bodu C,, a to
tak, Ze B, lezi v poloroviné 44,C a bod C, v poloroviné
AA,B. Dile je podle véty 13
A4 || B,C, || BC,
—_ _— —_—

takZe bod A leZi v polorovind BCA. Proto i pfimka 44,
odd8luje shora uvedené dvojice bodi. Uvidime dale, Ze
pfimky BB a CC se navzijem protinajf na pfimce 44,.
Proto pfi konstrukei podle véty 13 padne bod B do
poloroviny A A4,C, kde leziibod B,, a bod C do poloroviny
A4,B, kde le# i bod Cy. Jsou tedy trojihelniky AABC

a AA 1B1C, opatného smyslu a podle véty 10 se polo-

pimky BB,, CC, a oviem i 44, prot.map vné kruZnice
AABC opsané. Jepc‘h priseéik je na obr. 76 vpravo

oznaden O.

Nyni u# jenom musime dokézat, ¥e bod O je prisedik
vySek AA,B,C,.

Postup bude stejny jako v dasti a) dikazu:

Také zde je CC | CC, = CC, | B,A,, protoe je
CC || B,A,.

Obdobnd je BB, | C,4, a tedy i 04, | B,C,.

Bod O je proto  Gsedikem vydek v AA,B,C, a podle
véty 30 soudasné s’ edem kruznice vné vepsané AABC,
a to proti vrcholu A. '

Pozndmka 1. Trojthelniky v pravé popsané slozené re-
laci p O p podle pélu O maji jestd ndkteré daldi vlast-
nosti, které stoji za zminku. Na obr. 76 vpravo je pri-
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sedfk poloptimek B,Ba CC (nevyznageny) sttedem kruz-

nice vepsané trojihelniku ABC. Pravdivost tohoto
tvrzeni vyplyva piimo z konstrukce:

BB || A,C, | CA = AB = CB, protoze
gtyiihelnik BBAC je lichob&znik. (2.21)
A4 || C,B, | BC = AB = AC, protote také
¢tyfFihelnik ACBA je lichobéinik. (2.22)
Podle (2.21) a (2.22) je potom CB = CA4,
neboli ¥BCC = X ACC, takze poloptimka C'C
je osou JACB. (2.23)

Obdobns je v lichobézniku ABCC AC = BC a v licho-
béZniku ACBA AC = BA, odkud pak plyne BC = BA,

coZ znamensa, e XABB, = <XCBB, a poloptimka
BB, je osou XABC. (2.24)

Podle (2.23) a (2.24) se poloptimky CC a BB, protnou
v jednom bodé, a to ve stfedu S kruZnice vepsané
AABC.

PHimym disledkem toho pak je, e CC, | AB,
AA, | BC, BB, | CA.

Podle predchozich ivah jsou body B a C po radé stre-
dy obloukt AC a AB, takze naptiklad ptimka CC,, kters
prochazi stfedem O kruZnice opsané AABC, je osou
tétivy AB a obdobnd ptimka BB, osou tétivy AC. Po-
tom oviem i pfimka 44, je osou tétivy BC.
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Pozndmka 2. Zde je tfeba jesté ptipomenout, Ze véta
38, jak ostatné vyplyva z jejiho textu, neplati pro troj-
theinfk pravouhly. To proto, Ze k pravoihlému troj-
dhelnfiku lze sestrojit AA4,B,C, v relaci p podle O, avSak
nikoliv AABC v relaci p podle 0. Méi-li totiz AABC
pravy thel napiiklad pti vrcholu 4, potom body B a C
splynou.

Nyni obratime svou pozornost k vlastnostem relace p
podle pélu T, kde T je téZisté daného trojihelniku.

Ukazme nejdiive, Ze v tom piipadé stoji za zminku
pledevséim zvld$tni rozmisténi vrcholi uvaZovanych
trojuhelnfkd na kruZnici jim opsané.

Véta 39. Mé&jme dvojici [ AABC, NAA,B,C,]€p podle
polu T, kde T je té5i8té NABC, jehoZ strany majt velikosti
a = BC, b = CA, ¢ = AB. Potom vrcholy uvaZovanyjch
trojihelnika le#t na spoletné krusnici opsané tak, Ze je

AB:AC=b:¢,BC:B4d=c:a,
CiA:.CB=a:b.

Dakaz (obr. 77). Na obr. 77 je T téZisté AABC
a A+ stied strany BC. Z podobnosti A4, BA* ~ NCAA*
vyplyva
AB:BA* =CA:AA*
a odtud
CA.BAY b.a

A1B= AA"' == 2ta’

dosadime-li CA =b, BA* = % AA* =1, kde t, je
t&Znice pislusnéd ke strané BC. (2.25)



Obdobné pak z podobnosti A4,CA* ~ ABAA* plyne
A,C:CA* =BA: 44*
a odtud

BA.CA* c.a

40 =0 =52, (2.26)

kdyz BA = ¢, CA* = % A4+ =

Obr. 77

Ze (2.25) a (2.26) uZ dostaneme délenim a po ipravé
kricenim:

AB:A,C=0b:ec.

Zbyvajicf dva vztahy jsou vysledkem cyklickych za-
mén.
ProtoZze dikaz se opird o rovmost usedek CA* =

= BA* = %, m4 vlastnost uvedenou ve vétd 39
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praveé relace p podle 7. U viech v této kapitole probfra-
nych relacf jsme nadli viceménd jednoduché vztahy
mezi velikostmi vnitfnfch dhli prvni a druhé sloZky,
coZ umoziiovalo feSeni tlohy, kde jsme k dané druhé
sloZce z relaci p nebo q dovedli sestrojit sloZku prvni.
Jak uvidime déle, u relace p podle T Zidny takovy
jednoduchy vztah neexistuje. Proto nejdiive vénujeme
pozornost vztahim mezi velikostmi stran a téZnic
uvaZovanych trojihelnfki.

Véta 40. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle
T, kde strany AABC maji veltkostt po fadé a, b, c a k nim
prislusné téinice velikosti ta, ty, t.. Potom plati

BC,:CA,:AB, =a.t,:b.t,:c.t.

Dakaz (obr. 77). Z podobnosti AB,C\T ~ ACBT
plyne

B0,:CB = BT : 07 &iti B,o, = CE:BL
cT
Dosadime-li do této rovnosti CB = a, OT = %tc,
BT = B,B* + B*T, kde
__ AB*TB* b 1
+ = — + = —
BB BB it A B*T g b
dostaneme po tpravich

a(3b® + 4¢2)
Stbtc
V ditateli tohoto vyrazu dale dosadme

b= 5 Vi@ F o — b

B,C, =

137



a po dalsfch dpravach dojdeme ke koneénému vysledku:
a(a® + b + c?)

Eﬁ1=

4tbtc
s cyklickymi zdménami:
4 _ ba* 4 b 4 c?)
Cudy = 4ot '
— 2 2 2
4B = tb el (2.27)
4tatb

Utvotime-li z vyrazi (2.27) postupny pomér, miizeme
jej zkratit vyrazem
a? -+ b2 + c?
4tatbtc
a dostaneme tvar, jehoZ pravdivost jsme méli dokazat:
BC,:CA,: A.B, =a.t,:b.t, : c.t,.

Utijeme-li sinové véty a soudasné vyjadiime velikosti
téZnic pomoci velikosti stran AABC, bude

sin «’ :sin ' :siny’ = a|/2(d% + c?) —a?:
: b]/2(a“‘ +ct) —b?: c]/2(a” + b%) — ¢

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, napovid4,
Ze k danému AABC lze podetné i konstrukéné nalézt
AA,B,C, z relace p podle T, aviak obrécenou ilohu
nelze fedit ani podetnd, ani konstrukei. Spokojime se
viak tvrzenim, Ze podetnf feSeni vede k soustavé rovnic
étvrtého stupné, kterd mé aspon dvé realnd FeSeni, po-
kud AABC neni rovnostranny, a jedno ¥edeni v tom p¥-
padé, kdyZ rovnostranny je. Toto tvrzeni nyni dokaze-
me.
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Vita 41. Je-li dvojice [NABC, NA,B,C,]ep podle T
a dvojice NA,B,C,, AABC] ep podle T, potom piislusny

pol T je t¥%istém NABC.

Dikaz (obr. 78). Na obr. 78 je zobrazen AABC, déle
AA,B,C, z relace p podle T a AABC podle véty 13
z relace p podle 7. Trojihelniku BTC je opséna krui-
nice a jeji prasedik s piimkou A4, je oznaden A4,.

Podle vét 4 a 14 je
JATC =f + p' =180°— B = X4, TC =8 =
= 4,80,
IBTC =a+ o« =180°— a = IBALC = a.
Trojihelniky AA4BC a AABC maji tudiZ dva vnit¥nf
Ghly shodné, takZe je
AABC ~ AABC. (2.28)
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Soudasnd plyne z konstrukce
C,B = A,B = ¥C,CB = XTCB = ¥BCA,
a také
A,C = B,C = XA,BC = ¥CBB, = XCBT
a odtud
ABTC ~ ABAC. (2.29)

V podobnosti podle (2. 28) a (2.29) odpovidé v obou
trojtihelnicich strané BC strana BC a tudiZ i bodu 7'
bod 4,. Tim je dokazéno, Ze bod 4, je téZistdm A A,BC

a souéasné te piimka AA, protins tsetku BC v jejim
stfedu 4*. Proto plati v kruZnici k:

AA*. A, A* = BA+.CA*
a v kruZnici k: TA*.A,A* = BA*.CA*, neboli

AA* A A" = TA* AA*.

Dime-li poslednimu vyrazu tvar iméry, bude dikaz
uplny, protoZe
AA* :TAY = A,A*: 4,A* =3 : 1,

takze bod T je tézi8tdm A ABC. Soutasnd je dokézéino,
Ze v sloZené relaci AABC p AA,B,C, p AABC podle
T je AABC rizny od AABC, a to s jedinou vyjimkou,
kdyz AABC je rovnostranny, takZe vrcholy 4, A sply-
nou stejnd jako B, Ba C, C.

V této souvislosti je dobfe si ptipomenout, Ze také
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sloZend relace p O p podle T je symetricka s relacf
p O p podle T a %e i zde plati vita 14 o velikostech
vnitinich dhla v trojihelnicich AABC a AABC. Pro
vztahy mezi velikostmi stran uvaZovanych trojihelnflki
pak plati dals{ véta:

Véta 42. Necht trojihelntky ve slofené relaci NABC
P O p AABC podle T maji velikosti stran a, b, ¢, @, b, ¢
a velikosti t&nic t,, ty, L., La, v, &, potom o téchto velikostech
plati:

a)a:b:c=1:1:1,

b)@:b:E=1ts:t: 1.

Dikaz (obr. 79). Na obr. 79 je T téZisté ANABC a A™*
stted strany BC. Dile je A*A’ = A*T a obdobnd
B*B' = B*T, 0*C’ = C*T. Ctytihelnik TBA'C je rov-
nobé#nik, a proto

2 2 2

BA' =TC = —3—tc, TA' = —3—t.,, TB = —t,. (2.30)

o
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Obdobné je
2 2

’ ’r 2
CT = ?tc, B'C = ?t“’ TB = ?tb, (2.31)
a také
, 2 2 b4 2
TC' = 5 b, AT = ?t‘" C'A = §tb. (2.32)
Podle (2.30), (2.31) a (2.32) je
ATA'B ~ AB'CT ~ NATC". . (2.33)

Pro lepsi piehlednost nejsbu na obr. 79 zakresleny

trojuhelniky AAIBIC a AABC z uvaZované relace.
Predpokladame-li, Ze tyto trOJuhe]niky maji velikosti
vniténich dhla po ¥ads &', 8, ', &, B, ¥, je dale

XATB = (y + ') => 4BTA’ =180°—(y +y) =7,
JATC = (B + B') = XATC' =180°— (8 + f') = §,
XOTB = (a + «') = XOTB’ = 180° — (x + ') = &.

UZijeme-li nynf véty 14, zjistime, Ze napiiklad
ABTA' a podle (2.33) i AATC’ a ACTB’' jsou podobné
AABC, takze
thid =ty L,

a b ¢
gy

N

()

=851
¢ili
a:b:c=1:1%:1%,
protoZe v uvaiovanych trojGhelnicich majf téZnice B4,

CB* a AC* velikosti — 5 g a —;— Je oviem moZno na-
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mitnout, Ze jsme tu uZili obraceni véty 14, jehoZ prav-
divost jsme nikde nedokézali. Platnost obricené véty 14
viak jednoznaéné vyplyva z véty 6.

Na zévér této kapitoly jesté uvedme dilezity disle-

dek véty 14, podle kterého je
BC,:CA, :AB, =a.l,:bl:¢.1.

Diikaz nenf nutno podavat, protoZe pravdivost tvrzeni
vyplyvé ze symetri¢nosti relace p O p a véty 40.

K pifedchozim tvahdm nyni opét piipojme nékolik
piikladd dloh a obvykld cvideni.

PHklad 1. Na kruznici k = (0; 3,5) zvolte tfi navza-
jem rzné body 4, B,, C a sestrojte trojici trojihelnfka
AABC p, AA,B,C, p, ANABC podle P tak, aby bylo

A4 | BC,B,B | AC,C,C | AB.

Rozbor (obr. 80). Podle zadénf spliiuji hledané troj-

thelniky predpoklady véty 38, a proto je P =0, kde O
je stted dané kruznice.
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Konstrukce. Piimka A0 protne kruZnici & v bod® 4,,
p¥imka B,0 v bodé B. Dale je 4,C = B,C a ptimka CO
protne kruznici k v bodé C,. Podle véty 13 pak je 4,B =
=C,BaCiA = BA.

Dikaz. Spravnost vyplyva z véty 13, nebof jsme p#i
konstrukci postupovali piesné podle této véty.

Diskuse. Nutnou a postadujici podminkou, aby iloha

méla Fedeni, je, aby piimky AB,, AC a B,C neproché-

zely stfedem O, nebot:

1.JeliOcAB,,jeB=A,AA =B, = A4 =B

2. Je-li 0eAC, je 4, =CAAC =B,C =0 a odtud
B, =C, C, = B, takie NABC je pravoihly s pra-
vym thlem pti vrcholu 4. Podle poznamky 2 za vétou
38 viak tato véta v pravoihlém trojihelniku neplati.

~——>
3.JelliOeBC, je B, =C,.

Zvolime-li nejdive body 4 a B, jsou jiZ jednoznatné
uréeny body A4, a B. Potom bod C muZeme zvolit na
mensfm nebo na vét§im oblouku kruznice k¢ A ABC opsa-
né mezi body A a B,. V prvnim p¥ipadé ja.koi i ve dru-
hém miZe trojihelnik AABC byt ostrodhly i tupoihly.

Zajimavy je ptipad, kdy bod C je stfedem oblouku
AB,, nebot splynou body C a v Oy, takZe pdl O leif na
te&nd kruZnice k v jejim bodé C.

PFiklad 2. Ke zvolenému AABC sestrojte zbyvajfci
dva z trojice AABC p NA,B,C,p ANABC podle O.

Rozbor. Podle véty 38 je pdl O stfedem kruZnice
vepsané AABC.
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Konstrukce (obi 81). VepiSeme kruznici AABC a jeji
stted oznadime 0. AA,B,C, je v relaci p podle O

s AABC a NABC v relaci p podle O s AA,B,C,. Tim
je dan postup konstrukee.

Dakaz spravnosti je dan vétou 38.

Diskuse. Viechny body v pribéhu konstrukce jsou
zvolenymi prvky uréeny jednoznadné s vyjimkou
pravoihlého trojihelniku. Uloha proto ma a% na tuto
vyjimku feSeni vidy a pravé jedno. ’

Piiklad 3. Stanovte postadujicf podminku pro to, aby
AABC ze sloZené relace AABC p 0 p AABC podle O
byl pravodhly.

Redeni. Podle véty 38 je pPedeviim AABC ~
=~ AA,B,C, a pél O je prisedik vysek AA,B,C,. Platf
proto podle véty 34 & = 180° — 2a’ nebo § = 180° —

146



— 28, ¥ = 180° — 2y’. Je tedy podle zadéni napiiklad
90° = 180° — 24, odkud dostdvame a« = &’ = 45°.

Miuze oviem byt také ' = 45° nebo 9’ = 45°. ProtoZe
viak AABC muZe mit nanejvy§ jeden thel velikosti
90°, je nutnou a postadujici podminkou, aby pravé je-
den vnitfnf ihel AABC mél velikost 45°.

Piiklad 4. Je din AABC [AB =12; AC = 18;
XCAB = 60°].

Je-li dvojice [AABC, AA,B,C,\]Jep podle T, déli
poloptimka 44, <XCAB na dvé &asti, a to:

a, = XA, ABa ay = 4A4,4C.
Ukazte, Ze v daném pfipad8 je sin «; : sin ap = 3 : 2,
a potom vypoditejte velikosti Ghld a, a a,!
Reseni. a) Podle véty 39 je
AB:AC=b:c=18:12=3:2. (2.34)

Soudasné je 4,B = 2.r.sin ay & A,C = 2r.sin a,.
Dosadime-li tyto hodnoty do (2.34), bude

sin a; : 8in ap = 3 : 2.
b) Podle zadanf je sin a, = sin (« — a,), takze

8in' (a0 — «y) 3 . .
TilL.TL:?=¢2sm(a——o.2) = 3 8in a,

(2.35)

za predpokladu, Ze a, # 0, coZ v tomto pifpadé plati.
Rovnici (2.35) upravime nejdfive na tvar

2(sin «.cos ay — cOS «.8in a,) = 3 8in a,,
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potom dosadime

V"}- cos a =
g TR AT
Ekvivalentnimi dpravami pak dojdeme ke koneé&né-

mu tvaru

sin a = cOoS ay =V1 — 8in? a,.

3
19

Tato ryze kvadratickd rovnice ma jediny vyhovujici
koten, a to ay = 23°25’, odkud pak a; = 36°35'. Druhy
koten je zaporny, takZe pfislusny ihel je vétsf neZ 180°.

in2 —
sin? ay =

Priklad 5. Je ddén AABC [a = BC = 3,b = AC = 5,
¢ = AB = 4]. Narysujte trojici AABC p AA,B,C, p
P AABC podle T a potom vypoditejte velikosti viech
stran, téZnic a vnitfnich Ghla této trojice trojihelniki.
Vysledky porovnejte!

Reent. Postup konstrukee snad nenf nutno popisovat.
Pfipomefime jenom, %e jde o pravouhly trojahelnfk
ABC s pravym thlem pfi vrcholu B, nebot je

b® = a® 4 c

Velikosti vnitfnich Ghld AABC lze tedy urdit velmi
snadno a jsou to: &« = 36°52'12", 8 = 90°,y = 53°07°48".

K vypodtu velikosti téZnic AABC pouZijeme béiné
pouzivanych vzorcid, zde napfiklad:

te = ;— V20 + &) — a® = 4,272,
a obdobné '
=25,
t, = 3,605,
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Velikosti stran AA,B,C, dostaneme podle (2.27), kde
naptiklad
N a(a2 + b2 + 62)

B.C, = = 4,160,
i1 4.tb-tc
a obdobné
,C, = 4,068,
A,B, = 4,687

ProtoZe podle zaddni je velikost poloméru opsané
kruZnice rovna jedné poloviné pfepony AC, je r = 2,5.
Z toho snadno zjistime velikosti vnitinich uhla A4,B,C,,
nebof je napfiklad

B,C, 4,160

sin a’ = o 5 = atd.,

takze .
a' = 56°18'38", B’ = 54°14'46", 9" = 69°26'36".

Velikosti vnitinich @hlt AABC zjistime u¥itim vty

14, kde napifklad
& = 180° — (x + a') = 86°49°10", § = 35°45'14",
y = 57°25'36".
Tim je usnadnén vypodet velikosti stran AABC:
G =2.r.sina = 4,993, b = 2,922, ¢ = 4,21.

Velikosti t&nic AABC pak zjistime stejné jako veli-
kosti té¥nic AABC: i, = 2,63, {, = 4,38, 1, = 3,50.

Vsechny velikosti jsou tu ovSem uréeny jen ptibliZné,
a to u délek s pfesnosti na t¥i aZ tyfi platné cifry,

u thld s pFesnostf na vtefiny. Podle toho je t¥eba i posu-
zovat vysledky ziskané méfenfm.
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Pfiklad 6. I kdyZ vysledky ziskané v piedchazejici
uloze jsou jenom piiblizné, pfece lze s vyhradou tvrdit,
Ze

@.ba bty :C.ty =ad.1,:0.1,:¢.1,.

UkaZte, Ze nejde o jev nahodily!

Redeni. Vime, %e sloZens relace p O p je symetricka.
Z toho lze soudit, Ze plati-li pro dvojici [ A4ABC,
AA,B,C,]ep podle T véta 40, tj.

B,C,:CA,: A\B, =a.ty:b.t;:c.t,,

musi platit i pro dvojici [ AABC, A4,B,C,]ep podle T,
takZe
BC,:C A, :AB, =a.l,:b.l,:¢.i.

Tim je dokazana obecnd platnost vztahu uvedeného
v uloze v pfmém souladu s disledkem véty 14 uvedenym
na konoi této kapitoly.

Priklad 7. Na dané kruZnici £ = (0; 4) lezi body 4, B
a A, tak, %¢ AB = 6 cm, B4, = 3 cm.

a) Narysujte dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle T'.

b) Provedte diskusi tlohy pro piipad, kdy velikost
BA, neni zndma a bod A, probfha celou kruZnici k.

a) Rozbor. VySeti{me nejdfive mnoZinu viech tézist T'
trojihelnikd ABX, kde X je bod, ktery probihé kruZnici
k. Na obr. 82 je C* stied strany 4B hledaného AABC.
T je jeho tézi§td. Vime, Ze v tom piipadd je C*T :
:C*X =1:3. Tim je déna stejnolehlost H = [0*; %J,
v ni% obrazem kruZnice k£ je opét kruZnice s polomérem

velikosti % (zde %] opsand AA’B'T,kde A’ a B’ le#i na
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AB tak, Ze C*4A' =C*A4:3, C*B’' = C*B:3. Tato
kruznice je hledanou mnoZinou s tim, %e body 4’ a B’
nejsou prvky této mnoZiny. Jejf stfed pak leZf na polo-

Obr. 82

piimce C*0 tak, Zze C*0' = % C*0. Pro zjednodusen{

konstrukce je dobfe si uvédomit, Ze je

w0y — o L. 4
A'0'=B0 = =3
takZe je k' = (0’; %]

Popis konstrukce. Mame-!i sestrojenu kruznici &', bude
hledany bod 7' pruseéikem polopfimky 44, s kruZnicf
k' a potom bod C prisedikem polopiimky C*T s kruz-
nicf k.

b) Z predchoziho je jiz zfejmé, Ze existence a podet
feSeni je zavisly na tom, zda pfimka 44, bude mit spo-
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le¢né body s kruznici k. Vedeme-li bodem A tedny ke
kruZnici £’, protnou tyto tedny kruZnici £ v bodech M
a N (viz obr. 82 vlevo). Potom bude mit iloha privé
jedno FeSeni, bude-li 4, = M nebo 4, = N, dvé Feleni,
bude-li 4; uvnitt XMAN, a 72adné FeSeni, bude-li 4,
lezet vnd XM AN.

1.

2,

8

12.

18.

Cvideni

K danému AABC [AB = 6; BC = 4,5; CA = 7] sestrojte

AA,B,C, z relace p podle O a. AABC z relace p o P podle

0. Sestrojte i pél O.

Je dén AKLM [KL = 55; LM = 35; XMEKL = 30°%

XL jo tupy] ze slozené relace AKLMpoPp AKLM podle

0. Sestrojte AKLM. Udejte podet Feleni a zdivodnaéte!

Velikosti vnitfnich ahla v AABC jsou v poméru 2 : 3 : 10.

V jakém pomdru jsou velikosti vnitfnich dhla AABC

z relace AABC p o P podle O?

V dané dvojici AABC p 0 5 AABC podle O znéme veli-

kosti vnitfnich Ghld ve druhé sloZce, a.to: * = 36°54/, ﬁ =

= 81°12’, Urdete velikosti vnitfnich dhlh prvni slozky, tj.

AABC!

Ulohu 3 feite obecnd!

Ulohu 4 fedte obecné!

Na dané krugnici zvolte t#i navzéjem razné body 4, C,, C.

lPo(t;om sestrojte trojici AABCp AA,B,.C,P AABC pod-

e O.

Ulohu 7 opakujte s trojici bodd 4, B, A!

Ulohu 7 opakujte s trojicf bodu 4, B, C,.

Ulohu 7 opakujte s trojici 4, B, C,. Tvofte ddle obdobné

ulohy!

Je dZn AKLM velikostmi stran, a to: KL = 6, LM = §,

MK = 7. Sestrojte trojici AKLM p AK,L,M,p NKLM

podle 7.

K libovolnd zvolenému AEF@ sestrojte trojici AEFG p
p AE,F.G, P AEFG podle T!

Strany daného AABC maji velikosti a = BC = 4; b =
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14,

15.
16.

17.
18,

19,

20.
21.

22.

= AC = 5; ¢ = AB = 6. Narysujte trojici AABCp
p ANA.B,C,p AABC podle T. Potom vypotitejte velikosti
v8ech stran, v8ech vnitinich uhly, téZnicv AABCa AABC
a polomdru kruZnice opsané. Vysledky porovnejte s vy-
sledky ziskanymi konstrukei!
Na kruznici k¥ = (O; 4) umistéte body 4, B,, C, 4,, B, 0,
v tomto daném potadi tek, 2e 4,B : 4,C = b :¢; B,C :
:B,A =c¢:a;C,A:C,B = a:b,kdea,b, ¢ jsou velikosti
useéek splﬁupcl trOJuhelmkovou nerovnost.
Utiitim véty 42 feste zndmou vilohu: Sestrojit trojuhelnik,
jsou-li dény velikosti vSech tfi jeho téznic.
V dané kruznici k = (O; 4) sestrojte tétivy 4B = 6 cm,
C0, = 7 cm, tak aby bod C, byl vrcholem AA4,B,C, z re-
lace AABC p AA,B,C, podle T. Ukaite, e tloha mé
tefeni, prdvé kdyz je CC, > AB.
Ulohu 16 opakujte pro tétivy BC = 5,5¢cma A4, = 7Tcm
a relaci p o p podle T.
Na kruZniei k& = (0; 3,5 cm) leZi body E, F a F, tak, %e
EF = 5,6 cm, EF, = 2,5 cm. Narysujte dvojici [ AEFG,
AE.F, G 1.]€p podle T.
v daném riiznostranném trojdhelniku jsou zakresleny
viechny tfi té%nice AA’', BB, CC' a jejich prisedik T.
Rozstiithneme-li tento trojﬁhelm’k podél téZnic, ziskdme
Sest riznych trojihelnikd, z nichZ lze po dvou sloZit tFi

shodné trojihelniky podobné AABC ze slofené relace
AABC p 0 p ABC podle T. DokaZte!

Obmétite dlohu 20 pro A ABO z téZe relace!

Vypotitejte velikosti dhli g, = ¥<B,BA a 8, = <B,BC
v dvojici AABC p AA,B 0l podle T, je-li AB = 24 mm,
BC = 32 mm a <):OB

Je-li AABCpop AABC podle T,jetg:tp:t =8INT:
: sin f : sin 7, kde ¢, tp, ¢, jsou velikosti t&Znic AABC a &,

. E, ¥ velikosti vpitfnich vdhlh v AABC. Dokaite!

28.

24,
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Je-li AABCpODP AABC podle T, #y; # : £, = sin & :
:8in B : sin y, kde a, B, ¥ )sou vehkoat_;l lrmtrmch dhla
v AABC a iy, ty, §, velikosti téZnic v AABC. Dokaite!
Ukaite, Ze dusledkem tloh 22 a 23 jo vztah: t4 : 8y : 2, =

=sin(x + a'): sin (B + f):sin(y + y') =a: 56, kde
&, b, & jsou velikosti stran A4ABC.
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