Zajimavé dvojice trojihelniki

Kapitola 3. Podobné zobrazeni

In: Arnos$t Niederle (author): Zajimavé dvojice trojtihelniku.
(Czech). Praha: Mlada fronta, 1980. pp. 153-212.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403991

Terms of use:

© Arnost Niederle, 1980

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403991
http://dml.cz

KAPITOLA 3

PODOBNA ZOBRAZENI{
A. OBECNE VLASTNOSTI

V zavéru prvni kapitoly jsme naznadili, Ze v této kapi-
tole pojedname podrobnéji o relacich ,,p podle P*‘ nebo
g podle Q. Zatim jsme se témito relacem_i _zib)'rva,li
jenom natolik, Ze jsme dokazali existenci AABC pied-
poklddanych vlastnosti (viz vétu 13) a vztahy mezi veli-
kostmi vnitfnich dhld trojice AABC p AA4,B,C, p
P AABC podle P, kde P je vnitini bod AABC (viz vétu
14).

V tomto omezen{ jsme vyuzili vét 13 a 14 pfi zkoumanf

Ywey

A ABC. Pro dalsf uvahy vSak nyni jiZz s timto omezenim
nevystatime. PFedevsim musime odvodit vétu obdobnou
vété 14 pro pél P lezicf vné AABC.

Vita 43. Md-li trofice trojuihelniki ze slofené relace
AABC p NA,B,C, p NABC podle P vnitint 4hly veli-
kosti «, B, y; &', B', ¥'; & B, ¥, potom o téchto velikostech
plati:

&= (a4 a')— 180° kdyZ « + «' > 180°,
B=p+0,
y=v+7.

Dikaz (obr. 83). Na obr. 83 je v. AABC a + o’ >
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> 180°, takze pdl P lezi podle véty 4 v polorovind
——
BCA*. Proto je

B = xABC = ¥B,BC — <B,BA. (3.1)
Dale pak podle véty 13 B,C = 4,C a odtud

XB,BC = 180°— JA4,AC = 180°-— < PAC ™
(3.2)

soudasné je

B,A =C,A= <BBA = JC0,CA = XPCA.
(3.3)
Dosadime-li podle (3.2) a (3.3) do (3.1), bude

B =180°— YPAC — YPCA = SAPC =8+

a to podle véty 4 v AAPC.
Obdobné dostaneme v AABP y = SAPB=1y + y'.
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Protoze je & + f -+ y = 180°, bude
& =180° — (B + ) — (y + ¥) = (a + o) — 180".
Existuji ovSem je§té cyklické zdmény pro (8 + f') >

> 180° a (y + %') > 180°. Ty uvedeme pozdéji v pie-
hledné tabulce.

Vita 44. Md-li trojice trojuhelniki ze sloZené relace

NABC q AA%BZC'2 q AABO’ podle Q vnitini dhly veli-
kostt «, B, v; &, B, ¥'; &, B, ¥, potom o téchto velikostech
lati:
g) le#t-Ii pél Q wuwniti <XBAC, & = 180° + (a — &');
B=B—B)y=@r—9)
b) lefi-ls pél Q wuvnits uhlu vrcholového k XBAC, & =
= 180"+ («' —a); ' = (B —B)i 7 = (' — )

Dakaz. Pravdivost tvrzeni a) vyplyvé z obraceni véty
43. K dtkazu proto pouZijeme obrizku 83. Zde lezi pdl

P vné kruznice A ABC opsané.
Zaméiime oznadeni pélh P = Q A Q@ = P, takde je-li
AABCp NA,B,C,p NABC podle P,
bude
AABC q NA;B,C, § AABC podle @,
kdyi N4,B,C, = AA4,B,C,. Zaménime-li soudasnd ozna-

eni ABC za ABC a naopak, jako i oznadeni pisluinych
vnitinich dhla, bude

a =&+ a’' —180° = & = 180° 4- (a — a'),
B=B+¢ =B =p—¢,
y=7v+v =y =y—7.
b) Druhé tvrzeni véty 44 se tyka pélu @ lezictho uvnit¥
vrcholového thlu XBAC (obr. 84).
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Zde je c L
¥y = ¥C,CB— ¥C,CA (3.4)

a soudasné
C,B = 4,B = 4C,CB = <A4,B,B =
= 180° — x4,B,Q. (3.5)
C,A = B,A = J3C,C4 = <B,A,4 =
= XB,4,Q. (3.6)

Dosadime-li také zde podle (3.5) a (3.6) do (3.4), bude
v A4,B,Q

= 180° — XA4,B,Q — XB,4,Q = X4AQB =y —y.

Obdobné je § = g’ — B a odtud
& =180°— (B’ — ) — (y) —y) = 180° — (' + ) +
+ (B + y) = 180° — (180° — a’) + (180° — a) = 180° 4
+ (o' — a).

Ptislu¥né cyklické zamény shrneme nyni spolu se za-
mépami vyplyvajicimi z vét 14 a 44 do pFehledné ta-

bulky: -
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Lot

Velikosti vnitfnich dhld v A ABC

Poloha pélu a=BAC | j=x4BC | 3= 4ACB
P nebo @ velikosti Ghld jim odpovidajfcich
XCA,B JAB,C XBC,A
P vnitinf bod AABC 180° — (a 4 a') | 180°— (B + ') | 180° — (y + %)
P v polorovind BCA* | (a+ a’)—180° B+ F v+
—_—
ACB* a+ o B+ f)—180° y+ 6
—_—
ABC* a+a g+ (y +9') — 180°
Q uvnitt XCAB 180° + (a — a’) g—p y—v
JABC a—a 180° 4 (8—8") —
<BCA a—a’' g—p 180° + (y —y")
@ uvnitf vrcholového
thlu k XCAB 180° + (a’ — a) g —p Y —y
JABC o —a 180° + (8" —p) Y —v
IBCA o —a B —8 180° + (y' —y)
tab. 3




Pozndmka. V zihlavi tabulky jsou vedle velikostf
vnjténich dhld v AABC uvedeny v pfislusnych rubri-
kach i velikosti ahld XCAB, <ABC a X BC,yA4, o kte-
rych zatim nebyla Feé. Brzy v3ak pozname, Ze jde o veli-
kosti vnitfnich dhli v podobnych trojihelnicich, takZe
je vyhodné je uvést do jedné spoledné tabulky. Tabulka
nam dobfe poslouZf p¥i rozvijeni dalSich avah i pfi FeSen{
uloh.

Nyni jiz mifeme piikrodit k vlastni latce této kapi-
toly. Zaéneme definici:

Definice 3. Méjme dvojice [ AABC, NA,B,C,]€p po-
dle P nebo [ AABC, NA,B,C,;] eq podle @, kde pély P
nebo @ neleZi na 24dné strané AABC ani na Z24dném je-
jich prodlouZeni. Potom mnoZinami My,, My, a My, rozu-
mime po ¥adé mnoZiny vSech trojihelnfkd vepsanych do
kruznic l,, I, a 1., kde

{B,C,P}V{(B,C,Q}CL,
{4,C,P}V{4,C,Q Cl,
{4, B,P}V{4,B,Q}Cl.

Pfipomenme si, Ze jiz v prvnf kapitole jsme se zaby-
vali vlastnostmi lauZnicovych oblouki prochézejicich
napifklad body 4, B, P nebo 4, B, Q. Tam slo o mnoZiny
vsech pélu P nebo @ predpokladanych vlastnostf. V de-
finici 3 se ted objevuje celd kruZnice I, obsahujici uve-
dené body jako nositelka vrcholu trojihelnikii z mno-
Ziny My,. Jednim prvkem této mnoziny je také AABC,,
kde C, j je prisedik pimky CC s kruznicf I.. Podobné lze
utvotit i AA4,BC v kruZnici I, nebo 4B,C v kruZnici [,.
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Vlastnosti trojtihelniki tohoto typu vyjadiuji dalsi dvé
véty:

Véta 456. Méjme dwojict { ANABC, NA,B,C,]ep podle
P a trojici trojihelnikn [AABC, NAB,C a AABC,),
kde A, je praseltk pFimky AP s krufnict opsanouw APBC,
B, praseCik primky BP s kruénici opsanou NAPC a C,
prasebik pitmky CP s kruénici opsanou AABP. Je-li
soucasné L

AABCp o p ANABC podle P,
potom L
NABC ~ NAB,C ~ NABC, ~ NABC.

Dakaz (obr. 85). Na obr. 85 vlevo je p6l P vnitfni bod
AABC a kruZnice I, je opsina ABCP.
V kruznici [, je
JBALLC = 180° — BPC = 180° — (a + «') (3.7)
podle véty 4.
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Dile je
JABC = XA,PC = 180°— XAPC =
=180°— (8 + B) (3.8)
rovné? podle véty 4.
Podle (3.7) a (3.8) maji trojihelntky AA4,BC a AABC
(z relace p O p podle P) dva vnitini ihly shodné, a proto
je ANABC ~ AABC. Tento vysledek je v dobrém sou-
ladu s ddaji v tabulce 3 pravé tak jako zavéry z cyklic-
kych zémén: ~
AAB,C ~ NABC A NABC,~ NABC,
takze

AA4,BC ~ NAB,C ~ ANABC,~ NABC.

Na obr. 85 vpravo je pél P v poloroviné BCA*.
Zde je <BA,C = 180 — <BPC = 180° — [360° —
— (a + a’)] podle véty 4 a odtud

XBA,C = (a + a') — 180°. (3.9)
Dile je

SCBAy = <CPA =8+ § (3.10)
a potom i

XBCAy, = XBP4 =y + ¥ (3.11)

oboji podie véty 4.

Porovname-li (3.9), (3.10) a (3.11) s tabulkou 3, vidi-
me, %e tam uvedené dvojice dhli jsou skuteéné shodns,
tak’e je A4,BC ~ AABC.

V kruZnici [, pak je <SABLC = SAPC =8+ f
a také XBAC = LBAL = (a + ') — 180°.
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Je proto AABC ~ AABC a obdobnsé i ANABC, ~
~ AABC opét v dobrém souladu s tabulkou 3. Véta 45
proto plati i tehdy, kdyz pdl P lezi vné NABC.

Véta 46. Méjme dvojict [ AABC, NA,B,C,)eq podle
Q « trojict trojukelniki [ AABC, NABLC a NABC),
kde A, je prasebik pfimky AQ s kruZnici opsanou NQBC,
B, pruselik piimky BQ s kruZnici opsanou NAQB a C,
praseétk pFimky CQ s krugnici opsanou NAABQ. Potom je

AABC ~ NAB,C ~ NABC,~ NABC,
kde_ _A_“TECT je druhd slotka ze slofené relace [ AABC,
AABCleq O ¢ podle Q.

Diskaz (obr. 86). Na obr. 86 vlevo je pdl @ vnitini bod

X BAC, a proto:
LBALC = 180° — IBQC = 180° — («' — &) =
= 180° 4+ (a — &), (3.12)
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dale je

44,BC = $4QC = (8—B) (3.13)
podle véty 5 a obdobné
XALB = XAQB = (y — V) (3.14)

také podle véty 5. Srovname-li tento vysledek s tabul-
kou 3, zjistime, ie_t_rl?._itl'ni uhly AA4,BC jsoq_sihi)dné
8 vnitfnimi Ghly AABC, takie je A4,BC ~ NABC.
Z cyklickych zdmén déle plyne
AABC ~ NABC A NABCy, ~ ANABC
a-odtud )
AABC ~ NABC ~ NABC, ~ ANABC.

b) Na obr. 86 vpravo je pél @ uvnitt dhlu vrcholového
k dhlu BAC, a proto:

JIBA,C = 180° — IBQEC = 180° — (a — &) =
= 180° + (&' — a),
potom
XA4eBC = SAQC = X4QC =f —
a konedné

S4B = SAQB = SAQB =y" —y.

Opét jsme dosli k shodnému zavéru, Ze uvaZované
trojuhelniky maji shodné velikosti vniténich dhld
a jsou proto podobné. Spolu s cyklickymi zéménami pak
plati: |

AABC ~ NAB,C ~ ANABC,~ NABC.
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V predchézejicich dikazech jsme nejenom prokazali
pravdivost vét 45 a 46, ale soudasné i opravnénost uspo-
Fadanf tabulky 3, kde jsme uvedli rovnosti:

& = YA,BC, p = XABC, 7 = SABC,.

Budeme proto tabulky 3 pouZivat také v souvislosti
s vlastnostmi trojihelniki AABC eMyp,, AAB,Ce
eM;, a NABC,eM;,. Ptitom je tfeba si uvédomit, Ze
je-li ddna dvojice [ AABC, AA,B,C,] ep podle P, nebo
dvojice [AABC, AA,B,C,]eq podle @, lze kruZnice
ls, Iy a [, narysovat jedinym zptsobem, a pravé tak i body
A,, B, a C, jsou jednoznadnd uréeny. Tim ovéem je dana
jednoznaéné také trojice trojihelniki AA4,BC, AAB,C
a AABC,. Jisté je na mistd tato dmluva:

Privé popsany vztah mezi uvaZovanymi trojihelniky
budeme nadile vyjadfovat takto:

dvojice [ AABC, AA,B,C;]ep a k nf pfisluind tro-
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jice, nebo [AABC, NA,B,C,] €q a k ni ptislusna tro-
jice. TéhoZ obratu pouZijeme v pfipadé, Ze bude nisle-
dovat jenom jeden nebo dva z uvaZované trojice troj-
thelnikda.

V mnoZiné My, utvoirme nyni relaci p € (Mr, X My,),
a to [ AA,BC, APB,C;]ep podle A,.

Z obrazku 87 je zfejmé, Ze body B, a C, jsou prisediky
polopfimek BA, a C4, s kruznicf I, podle definice 1.
ProtoZe jsme relaci p v ivodni kapitole uvedli jako zobra-
zeni, je zfejmé, Ze p6Sl P zde je obrazem bodu A, zatimco
bod A4, ptevzal dlohu pélu v relaci p v mnoZiné My,.

Obdobné relace pak lze utvoiit i v mnozinach My,
M. Zménf se jenom oznadeni vrcholi p¥islusnych troj-
thelnikd. Tak dostaneme dalsf dvojice trojihelnfki.

[A4AB,C, AA4,PC,) ep podle B, v mnoZiné Mp,,
[AABC,, NA.B.P)ep podle C, v mnoziné My,.

ProtoZe pravé zavedend relace je relaci p podle P,
mé vSechny dosud popsané vlastnosti této relace. Podle
popisu konstrukce jednotlivych bodi je opét ziejmé, Ze
jejich poloha jednoznadné vyplyvd z poloh v dané
dvojici trojuhelniki [ AABC, AA,B,Ci]ep. Proto
vztadhneme tmluvu z piedchazejictho textu i na pravé
popsanou trojici, takZe budeme psat:

dvojice [AABC, ANA,B,C,] ep podle P a k ni ptislus-
na trojice [ APB,C,, NAPC,, NA.B.P).

Véta 47. Méjme dvojici [ AABC, NA,B,C,] €p podle
P a k ni prislusnou dvojici [ AABC, APB,C.]ep podle
A,. Potom je

APBCy~ NA,B,C,.
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Dikaz. a) Necht pél P je vnitini bod AABC (obr.
87). Potom je v kruZnici I, %< B,C,P = <B,BP a v krui-
nici k je

% B,BP = %A;BB, = <4,C,B, =v'. (3.15)

Soudasné je v kruznicil, <C,B,P = XC,CP a v krui-

nici k
XC,CP = 4,00, = <A,B,C, =§'. (3.16)
Trojihelniky APB,C, a AA4,B,C, maji podle (3.15)

a (3.16) dva vnitini Ghly shodné, a proto jsou podobné.
b) Necht pél P je vnéjsi bod AABC, takZe leZf napii-

—
klad v poloroviné BCA* (obr. 88).

Obr. 88
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Na prvni pohled se obrizky 87 a 88 podstatnd lisi,
protoZe napfiklad bod 4, je zde jednou bodem wvnitini,
podruhé bodem vnéjsi oblasti laruZnice l,. Postup dika-
zu viak je v obou pfipadech naprosto stejny, jak je
mozZno se piesvéddit. Nemusfme proto dikaz znovu
opakovat. Nesmime vSak piehlédnout disledky vyply-
vajicf z pravé dokazané véty:

Z cyklickych zimén totiZ dostdvime

AAPC, ~ NAB,Ci ANABP ~ NABC,,
takZe z véty 47 plyne:
AABC, ~ APB,C, ~ NAPC, ~ NAB,P.

‘Véta 48. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,C,)eq podle
Q@ a k ni prisludnou drvojici [ A4,BC, NQB,C,] ep nebo
q podle A,. Potom je

AQ-BaOa ~ AAzBaOz.
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Dikaz (obr. 89 a 90). a) Necht pél @ lezf nejdifve
uvnité XBAC.

V kruznicil; je <@B,C, = <QCC, = 180° — X A4,CC,
a v kruZnici k je <4,0C, = 180° — <X 4,B,0,, neboli

XQB,C, = %A,B,C, = f'. (3.17)

Soudasné je v I, IQC.B, = X@BB, = 180°— X
< A4,BB, a v kruznici k je <A4,BB, = 180° — < A4,C,B,,
neboli

XQC,Bs = XA,C,B, = ¥'. (3.18)

Trojihelniky AQB,C, a AA4,B,C, maji podle (3.17)
a (3.18) dva vnitini Ghly shodné, a proto jsou také
podobné.

b) Na obr. 90 je pél @ vnitini bod dhlu vrcholového
k <BAC.

Obr. 80
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Zde se opét zménil jenom obrazek, protoze bod 4, tu
je bod vnéjsf oblasti kruzZnice l,, ale postup dikazu je
opét zcela shodny s pfedchozim s tfm rozdilem, Ze

XQCC, = ¥4,B,C, = f§,
XQC,B, = 180° — XQBB, = ¥B,(,4, = y'.
Odtud pak plyne: AQB,C,~ AA,B,C,.
Také zde je tfeba vzit v ivahu i cyklické zamény:
AARQC, ~ NAB,C, N NAB.Q ~ NA,B,C,,
takze
AAszoz ~ AQBaCa ~ AAbQCb ~ AA::BCQ
Zde je oviem moZné namitnout, Ze dikazy vét 45—48
nebyly dovedeny aZ do konce a Ze jsme snad neoprav-
néné pouiili dikazu z analogie, kdyZ jsme ze vztahi
v kruZnici !, usuzovali, Ze stejné vztahy nalezneme
i v kruZnicich J, a [,. Formdlné je oviem tato namitka
opraivnéna. UkdZeme viak napfiklad postup v &asti
a) dikazu véty 48. Zde v kruZnici [, plati:
XQB A, = <QAA, = XA,AC, = <A,B,C, == §,
{QAch = 180° — {QBBc = {CzBBZ =
= JC,A4,B, = o'
Z tohoto ptikladu je zfejmé, Ze jde skuteéné o analogii
a pifsludné dikazy se hodi spiSe do cvideni.

Mnohem zajimavéjsi zde jsou dusledky vét 45—48.

Podle véty 45 a 46 je napiiklad AA,BC ~ AABC
a podle véty 47 a 48 APB,C,~ AA,B,C, nebo
AQB.Co ~ NA,B,C,.
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Soudasné viak vime, Ze je

[AABC, AA,B,C,1ep podle P
a také
[AABC, ANPB,C,)€p podle 4,.

Ziejmé je tedy v podobnosti M, —~ My, dvojice
[AABC, AA.BCleppodle P vzorem a dvojice
[AivBG’ APB,C.]ep podle 4, jejim obrazem a na-
opak.

pI zde je tfeba vzit v uvahu cyklické zamény, takze
tyto disledky vét 45—48 plati i pro podobnosti M, —
— My, a My — My, ptidem? je vidy pél P vzorem a pély
A,, B, a C, jeho obrazy a naopak. Jedno z téchto po-
dobnych zobrazeni ukazuje obr. 91.

Dodejme jestd, e také dvojice [ AABC, AA,B,C,)e
ep podle Q je vzorem a dvojice [ Ad¢BC, AQB.C.le p

169



podle A, jejim obrazem, jak ukazuje obr. 92, a to se

viemi dalsimi disledky véetnd téch, které jsou vyjidie-
ny v dals{ vété.

2 Obr. 92

Véta 49. Méjme dvojici  trojuhelniks [ AABC,
A4,B,Cy] ep podle P nebo [ AABC, AA,B,C,]eq po-
dle Q@ a k nim pFislusné trojice trojuhelniks APB,C,,
AAPCya AAB.P,nebo NQBCo, ANAQC, a NABQ,

potom

a) pfimky AyA., B.B, a C,Cy prochdzeji poly P nebo Q
a soutasné je

“——> > >
b) 4,4, || B,C, nebo A, A4, | B,Cs,
' “—> “—>
B,B.|| A,C, nebo B,B, || 4,C.,

—=> > > “——>
C.Cy | A,B, nebo C,C, || A:B,.

Dikaz zde musime provést pro &tyfi rtzné polohy
péla P nebo Q.
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a) Na obr. 93 je pél P vnitinf bod AABC, a proto:
v kruZnici [, je

XC0C,P = JCBP, (3.19)
v kruZnici k pak je
XCBP = <CBB, = 4CA,B,, (3.20)

takZe podle (3.19) a (3.20) je
XCA,B, = <CC,P, neboli A,B, || C,P. (3.21)
Dile je v kruznici J,

XCC,P = XCAP, (3.22)
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v kruZnici k pak je
JCAP = JCAA, = ¥CB,A,, (3.23)
takZe podle (3.22) a (3.23) je
XCB,4, = <CC,P aodtud 4,B, || C,P. (3.24)

Podle (3.12) a (3.24) jsou piimky C.P a C,P rovno-
bé?né s piimkou A4,B, a tedy i navzijem rovnobéZné.
Maji-li soudasné spoleény bod P, potom musi splyvat
a je PeC,C,.
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Tim je dikaz proveden pro piimku C,C, a z cyklickych

zémén dostaneme také
“—> > <>
AbAc ” Blol A P eAbAc»
= > “——>
B,B. || A,C, A PeB,B,.

b) V piipad$, Ze pél P lezf vné AABC, je situace po-
nékud sloZitéjsi, aviak myslenkovy postup dikazu je
stejny ]ako v piipadé a), proto zde provedeme jenom
struény zdpis dikazu (obr. 94).

V kruznici [, je XCC,P = XCBP, v k je <CBP =
= JCBB, = 4CA,B,, a proto

JOC.P = 4CAB, = C,P || A,B,. (3.25)

Dile v I, je <CC,P = JCAP, v k je JCAP =
= JCAA, = 180° — <CB,A,, a proto

CC,P = 180°— 4CB\A, = C,P || A,B,. (3.26)
Kone&né podle (3.25) a (3.26) je C,P || C,P, neboli
C.C, || A,B, A PeC,C,.
Obdobné pak plati: <44,P = SACP = SACC, =
= JXA4B,C,, takie
JAAP = <ABC, »> AP || B,C,, (3.27)
JAAP = XABP = JABB, = {AC,B,, takfe
JAAP = SAC\B, = AP|C.B,. (3.28)
A zase podle (3.27) a (3.28) je A,P || A.P, neboli
A,4.|BG,APed A, (3.29)
Tim je dokdzano i tPet{ tvrzeni, nebot z podobnosti
trojdhelniki APB,C, A ~ 4yPCy, A ~ AB.P vyplyvi
<C,PB, = <C,PB,, takie PB, = PB,. (3.30)
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¢) Na obr. 95 le#{ p6l @ uvnit¥ Ghlu BAC.
ProtoZe i zde jde o zcela shodny myslenkovy postup,
pouZijeme jesté struénéjsiho zdpisu:
JAAQ = 180°— XAC,B, » A.Q| C,B,,
(3.31)

XA4,Q = $ABC, => AQ|C.B,. (332

Ze (3.31) a (3.32) plyne

— 0 > “~—>
AA, || BC: A Qe AiA,, (3.33)
&FB.Q = 180° — XBA,C, = B.Q | 4,0,
(3.34)
XBBQ = {BGZAZ = BQ " Azoz- (3.35)

Ze (3.34) a (3.35) plyne
—> > ——>
B,B, || 4,C3 A Qe A0C,. (3.36)
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Obdobné jako v ptipadé b) muZeme i zde z (3.33)
a (3.36) usuzovat z podobnosti na pravdivost tvrzenf
trettho, tj.

<> > «~——>
C’.,C,, ” Az.Bz A Q € anb- (3.37)

d) Zbyva uz jenom ptipad, kdy pél @ lezi uvnit¥ dhlu
vrcholového k X BAC, jak ukazuje obr. 96.

Obr. 96

Zde je ¥AA4,.Q = XACQ = XACC, = XAB,C,,
takie ¥AA,Q = <IABC, = AQ|C,B, a také
XA4,Q = XABQ — XABB, = JAC,B, takie
JAAQ = YAC,B, = A.Q| C,B, a odtud

4.4, C.B A Qedd.. (3.38)
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Soudasné je <BB.Q = <BA,C, = B,@| A,C,, dile
XBB.Q = 180° — < B(C,4, = B.Q | 4,C; a odtud

«——> <——> <>
B,B.|| A;C: A Qe B,B.. (3.39)

Podobné jako v pfedchozich dvou dikazech vyplyva
z (3.38) a (3.39) také tfeti tvrzeni, a to:

> > ——>
C’aC’,, “ Asz A Q € anb. (340)

Tim jsme ziskali dostate¢nou pfedstavu o obeecnych
vlastnostech podobnych zobrazeni z mnoZiny M; do
mnozin Mz,, My, a My, a naopak, takZe muzeme opét
na nékolika pHkladech ukazat Fesenf konstrukénich tloh
uZitim piisludnych vét.

Piiklad 1. Je dén trojihelnik PB,C, [PB, = 1;
B,C, = 6; C,P = 4], o némz vime, %e je nejvétsi z tro-
jice trojihelnikd APB,C,, NAPC, a NAB,P pisluiné
k dvojici [ AABC, NA,B,C,] z relace p podle P. Sestroj-
te AABC, vite-li, Ze pdl P je jeho vnitini bod a velikosti
trojtihelnfki z dané trojice jsou v poméru 5 : 4 : 3.

Redeni (obr. 97). Piedevsim uvaZme, e za nejmensf
z uvaZované trojice trojihelnfkii muZeme povaZovat
bud AA4,PC,nebo AA,B.P. Zde provedeme pouze druhy
ptipad.

Potom je podle zadéni pomér podobnosti prvych dvou
trojihelniki k, = 4 :5 a pomér podobnosti druhého
a treffho k, = 3 : 4. MiZeme proto zjistit konstrukei
nebo vypoétem i velikosti stran druhého a tfetfho troj-
thelniku, a to:

AP =56: PC, = 4,8; C,4, = 3,2:
A,B, = 42; B,P = 3,6; PA, = 2,4.
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Sestrojime-li dany A PB,C,, mame jiZ polohy pfimek
B,B, = PB, a C,C, = PC,, které podle véty 49 proch4-
zejf p6lem P. Naneseme-li na' pfisluéné polopfimky od
pélu P tsetky PA,, PC, a PB,, dostaneme chybéjicf
vrcholy hledané trojice trojihelnikd. Tim je uloha vyte-
dena.

Ab Obr. 97

K vlastni konstrukes je tfeba dodat, fe nebude vidy
moZné ziskat vypoétem presné velikosti chybéjicich
rozmérd, a proto radéji uzijeme vhodnych redukénich
dihli k sestrojeni pozadovanych velikosti. K sestrojenf
piimky A,4. pak je nutno uvazit, Ze podle véty 49 je

XAPCy = XPB,C,.

Diskuse. ReSeni existuje nepochybnd tehdy, kdy%
kruZnice opsané uvaZované trojici trojihelnikid se pro-
tnou po dvou ve dvou ruznych bodech, z nichz jeden je

pél P. To musi oviem nastat vidy, protoze v p¥ipadé,
%e by kterékoliv dvé kruznice vedle pélu P nemély dalsf
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spoleény bod, musely by se dotykat pravé v tomto
pélu, a to pfi seskupen{ trojihelnfkit odpovidajicim vété
49 nemuZe nastat.

Bude mit proto takto dani tloha vidy pravé jedno
FeSeni. V naSem p#ipadé, jak jsme uvedli v rozboru, je
zaddni dvojznaéné, a proto tloha mé dvé FeSeni.

Piiklad 2. Jsou dany velikosti strany AB a poloméru
kruZnice opsané trojuhelniku ABC i poloha pélu @.
Uréete polohu tietfho vrcholu C v AABC tak, aby troj-
dhelniky AQB,C., NA4:,QC, & AA.B.Q byly rovnora-
menns a tvokily trojici pfislusnou k[ AABC, NA,B,C,]e
€q podle @.

Rozbor. Zvolme naptiklad AB = 6 cm; r = 3,5 cm;

AQ = 12 em, BQ = 6,5 cm (viz obr. 98).
Protofe je déna kruZnice opsand AABC i pél @, mi-
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%eme na dané kruZnici uréit polohy bodd A, a B,. Podle
véty 48 pak bude napfiklad AQB.C, podobny A4,B,C,,
takZe FeSeni dlohy spodivd v tom, Ze musime urdit
polohou C, tak, aby AA4,B,C, byl rovnoramenny. To
lze provést celkem &tytmi zpisoby. Prvni dva trojihel-
niky dostaneme, kdyZ za hlavn{ vrchol zvolime body 4,
nebo B,, druhé dva, kdyZ hlavnim vreholem bude bod C,.
Zde provedeme jednu z druhych dvou moZnosti, a to tu,
kde AA,B,C, je ostroihly. Spojnice vrcholu Cy s @ urdi
na opsané kruznieci polohu tfettho vrcholu C. Nynf jiZ
zndme vSechny prvky potfebné k sestrojeni hledané
trojice trojihelniki. Ve zvoleném pifpadé viak se setks-
vame 8 jistymi potiZemi, protoze nékteré dulezité body
lezi mimo ndkresnu. A tu je dobra pifleZitost k tomu,
abychom vyuZzili véech poznanych vlastnosti této trojice
podle dokazanych vét.

Diskuse. Z rozboru je zfejmé, Ze iloha muZe mit aZ
étyfi feSeni. To ovSem za predpokladu, Ze pél @ nelezf
na zadné strané AABC ani na jejim prodlouZeni. Sou-
dasné oviem musi byt AB < 2r.

Piiklad 3. Je ddn AABC [AB = 7cm; BC = 6 cm;
CA = 5 em]. Urdete polohu pélu P tak, aby AABC ze
slofené relace AABC p o p NABC byl pravothly
s pravym tGhlem pfi vrcholu 4 a ostrym tdhlem veli-
kosti 30° p¥i vrcholu B.

Redend. UZijeme-li dasledkt véty 14, muZeme veli-
kosti uhlii «’, #’ a ¥ urdit ze vatahli « 4 a’ 4 & = 180°,
B+p8 +8=180° a y+ 9 + y =180°. Potom uZ
sestrojime AA,B,C, a AABC. To je oviem postup dosti
zdlouhavy, zvla§té kdyZ musime uvaZované uhly séitat
graficky.
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Zde se viak nabizi feSeni mnohem jednodussi (obr. 99).

Uzijeme vlastnosti trojice AN4,BC, NABC a NABC,,
o ni% vime, Ze podle véty 45 a podminek v zadéni dlohy
mé vnit¥ni Ghly velikosti po fadé 90°, 30° a 60°. Narysu-
jeme-li aspoii dva z této trojice trojuhelnfku, napkiklad
AABC a NABGC, potom se pfimky 44, a BB, protnou
v bodé P, ktery je hledanym pélem.

Konstrukce je vlastné jiz popsina v rozboru, jenom
pfipomerime, Ze <XBCA, =60°, <XCBA, = 30°,
XACB, = 60° a koneéné < CAB, = 90°.

Obr. 99

Pfiklad 4. K dané dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep po-
dle P [AB =5; BC = 5,5; CA = 6,6; AP = 4; BP =
= 2,5] sestrojte trojici k nfi pksluSnych trojihelnfka
APB,C,, NAPC, a NA.B,P, aviak tak, Ze nenarysu-
jete kruzZnice opsané trojihelnikim AABP, ABCP
a NACP.

Reseni. Uzijeme opdt véty 49. Nejdifve narysujeme
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ptimky, které prochazeji pdlem P a jsou po fadé rovno-
b&%né se stranami A4,B,0,, a to C.Cy || 4,B,, 4,4,
| B,C, a B,B, || A,C, (obr. 100).

Chybéjicich Sest vrcholi hledané trojice trojihelnikd
nyni jiZz snadno sestrojime, nebot:

—>
vrchol 4, leZi na polop¥imce 4B,,
—
vrchol A, na polopfimce AC,,

— —> —_— —>
B, na BA,, C,na CA,, B, na BC,, Cy na CB,.

Obr. 100

Priklad 5. Je dain A ABC, p¥islusny k dvojici [ AABC,
AA,B,C,] z relace p podle P. Jeho strany maji velikosti
AB =6cm, BC, =54cm, AC, = 7,8 cm. Sestrojte
pfislusnou trojici APB.,C., AAPC, a NAB.P, vite-li,
Ze jde o trojici rovnostrannych trojihelnikd.
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Rozbor (obr. 101), Ze zadani vyplyvé, Ze v mnozZiné
M;, predpoklidime existenci dvojice [AABC,,
AAB.Plep podle C, v souladu s disledky véty 46

Obr. 101

(viz obr. 87). Refeni dané tlohy tedy bude spodfvat
v tom, Ze v kruZnici /, opsané danému A.A4BC, sestroji-
me- takovy pél C,, aby obraz AABC, z relace p podle
C, byl rovnostranny trojtihelnik. Podle véty 4 takovy
trojihelnik dovedeme sestrojit.

Konstrukce. Predeviim opifeme AABC, kruZnici I,
a s pomoc{ dsekovych thli sestrojime kruZnicové oblou-
ky AC,Ba BC,C,s obvodovymithly velikosti xAC,B =
= JAC,B + 60°, <XBC,0, = <BAC, + 60°. Tyto
oblouky se protinaji v hledaném bod® C,. OpiSeme-li
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nyni kruZnici & trojihelniku ABC,, protne pfimka C,C,
kruznici I, v bodé P a kruZnici £ v bodé C. Znime-li
AABC a hledany pdl P, snadno sestrojime i AA4,B,C,
a tfi hledané trojihelniky. KruzZnice I, a I, ani rysovat
nemusime (viz piiklad 4).

Piiklad 6. Do kruzunice k = (0; 3,5 cm) vepiste AABC
[AB = 5 ¢cm, BC = 6 cm] a urdete polohu pélu @ tak,
aby o rozmérech trojihelnfkd z dvojice [AABC,
AA,B,C;] €q podle @ a k ni pFisludné trojice AQB.C,,
ANA:QCy a AA B,Q platilo:

EE,:Q—C,,:ITQ=7:I2:11.
Reseni. Podle véty 48 je AA,B,Cy~ AAQC, ~
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~ AABQ, tak¥e rozméry téchto trojahelnika maji veli-
kosti imérné. Plati-li to o stranach téchto trojihelniki,
plati to také o velikostech poloméra kruZnic jim opsa-
nych. Je tedy podle zadani

riryit,=17:12:11 = 35 :60:55,

protoZe je r = 35 polomér kruznice opsané AA4,B,C,.
Zname tedy velikosti 7, = 60 mm, r, = 55 mm.

Konstrukce (obr. 102). Narysujeme nejdiive kruznici
Iy, kterd prochizi body 4 a C a ma polomér velikosti
60 mm, potom kruZnici /, polomérem 55 mm tak, aby
prochizela body 4 a B. Tyto kruZnice se protinajf
v hledaném pélu Q.

Diskuse. KruZnice [, a [, 1ze narysovat ve &tyFech odlis-
nych polohach, takZe tloha ma &tyfi FeSeni. Zde jsme
vSak uvedli jenom jedno z nich.

Cvileni

1. K danému AABC [AB = 7; BC = 5; X ABC = 90°] se-
strojte trojici APB,C, AAyPCy AAB,P piisludnou
k dvojici z relace p podle P, lezi-li p6l P uvnitf AABC tak,
%6 Y BCP = 4 CBP = 30°.

2. Opakujte cvideni 1, aviak tak, Ze pdél P umistite vnd
AABC tak, 2e SCAP = S ACP = 15°. .

8. Je dén AKLM [KL = 9; LM = 5; KM = 7] a pél @,

— >
ktery leZi v poloroviné KLM na te¢né sestrojené v bods L
ke kruinici AKLM opsané, pitidemZz LEQ = 4. Sestrojte
trojici AQBCs, NApQChr, AAB,Q piisludnou k dvojici
z relace q podle Q.

4, Do kruzZnice o poloméru r = 3,5 ecm vepiste pravouhly
rovnomérny AEFG s pravym tdhlem pfi vrcholu F. Na
prodlouZeni vysky ptisludné ke strané EG uréete bod @
tak, aby FQ mélo velikost této vysky. Potom sestrojte
trojici AABC,, AABC, AABC 1 trojici AQB4C,,
AAQCy, AAB,Q ptislusné k dvojici z relace q podle @Q.
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6

7'

9

10.

K pfesnému sestrojeni jednotlivych bodi vyuZijte zné-
mych pomoenych konstrukei.

Jsou dény velikosti vnitfnich dhli trojihelnik ze slozené
relaco AABC p NA,B,0, p AABC podle P nebo @ (kdy%
stfedni slozka je AA,B,0,). Zjistdte velikosti vnit¥nich
dhlid trojidhelnika z trojice AA,BC, AAB,0, AABC, pki-
sludné k dané trojici. Podle vysledku udejte polohu ptislus-
ného pélu.

a)x =58% 8= 73%a =49°p§ 28°,y = 28°%
b)a=12°%8 = 115° a' = 21°, 8’ = 135°,% = 77°%
)a=69°8= 54° a' =13°8" = 23°% = 93°
d)a=81°8= 44°,a' = 55° ' = 42°, 5 = 152°;

Jo dén AMNZ [MN = 5; NZ = 6; ZM = 7). Sestrojte
pél P tak, aby rozméry trojihelnika v trojici AMNZ,
AMN,Z a AMNZ, ptisludné k relaci p podle P byly v po-
méru 3 : 4 : 6. Stanovte nejdfive polet fefeni a potom né-
které sestrojte.
Opeakujte tilohu 6 pro pél @ a pomér velikosti stran uvaZo-
vanych trojihelnika 2 : 6 : 7.
Narysujte libovolnou dvojici trojihelniki z relage p podle
pSlu P, ktery leii uvniti zvolené dvojice, a soudasné
1 trojihelnfk z relace p o p podle téhoZ pélu P.
a) Oznadte prvni slozku relace AABC ana APBC, ovéite

pravdivost tvrzeni:

ata ta=f+p +B=y+y +7

kde uzité znaky majf vyznam podle textu.
b) V narysovaném obrdzku vyhledejte daldi trojihelniky

podobné A PBC,.
Jo dén A A.B,P [4,B, = 8; PA, = 6; PB, = 5] z trojice
piisluiné k relaci p podle P. Sestrojte zbyvajici dva troj-
thelniky z této trojice, vite-li, 2¢ PB; = 4, P4, = 7. Na-
rysujte i AA,B,C,, aviak kruZnici jemu opsanou rerysuj-
te!

Jo déne tsetka 4,4, = 11 cm, jejiz krajni body jsou
vrcholy trojihelniki z trojice ptisludné k relaci podle pé6lu
@ s prvn{ slotkou AABC. Pél Q d&li Gsedku ApA, tak, Ze
ApQ = 7 cm a bod B, pili usetku @B,. Déle je zndma veli-
kost vnitfniho dhlu << B,4,C, = 120° pfisludného rovno-
ramenného AA4,B,C,. Sestrojte AABC!
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11,

12,

18

14.

15

16.

17,
18.
19.

20.

21.
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Na kruZnici k¥ = (O; 3,5) jsou dény body 4 a B [AB =
= 4,6]a body B,, C, [4B, = 6; A0, = 2]. P4l P je hlav-
m‘tE _vE_cholem rovnoramenného AAAP, kde 4 je vrchol
AABC z relace p 0 p podle P. Sestrojte AABCa AABC,
prisluény k dvojici z relace p podle P.

Je dén AK,L\M, [K,L, = T7; )M, = 5,5; <K, L,M, =
= 60°] a velikosti isetek KK = LL = 2, kde <K,L,M,
je druhd slozka z relace p podle P a K, L vrcholy AKLM
z relace p O p podle P. Narysujte trojici trojihelnikd
APB,C,, AAWPCy, AAB P piisludnou k témto relacim,
aniZ narysujete kruznice hledané trojici opsané.

Je dén AU,V,Z, [U,V, = 6,6; V.Z, = 7;r = 3,8] & ve-
likosti uselek U,Z = U,V = 3, kde V je vrchol AUVZ
z relace p O p. Sestrojte trojici AUVZ, AUVZ, AUVZ,,
aniZ narysujete kruZnice jim opsené.

Jedén AEFQG[EF = 4,5; FG = 6; GE = 6,5] adva vnitf-
ni Ghly SEF,G = 45° a X EQGF trojihelnikid z trojice
piislusné k relaci [ AEFG, AE,F,G,]€ p podle P. Sestrojte
tuto trojici i trojici APF,G,, AEPGy, AE,F,P, aniZ na-
rysujéte kruZnice tdmto trojicim opsané.

Opakujte tdlohu 14, avS8ak s dhly velikosti X EF,G =
= 135°, X GE,F = 25°. Zduvodnéte, proé v tomto p¥i-
padé nelze uZit relace p podle P, ale relace g podle Q.
Potom sestrojte AE;QC;.

K libovolnd zvolenému A ABC sestrojte AA,B,C, z relace
p podle pélu P, ktery leZi uvnité AABC. Potom pokla-
dejte AA,B,C, za prvni slozku v relaci [ A4,B,C,,
AABC] e p podle P a sestrojte k ni pfisludny trojihelnik
A,B,0g a v kruZnici jemu opsané AA.B_P z relace p podle
pélu C. Dokaite, %e je AA!B,P ~ AABC.

Ulohu 16 opakujte pro pél P lefci vnd A ABC.

Ulohu 16 opakujte pro pél @ leici uvnité XxBAC.

Ulohu 16 opakujte pro pél @ leici v dhlu vrcholovém
k XBAC. :

K zvolenému AA,B,C, z relace p podle P sestrojte prvni
slozku AABC, vite-li, 2o k této dvojici pfisludné troj-
thelnfky AABC,, AAB,, AA,BC jsou rovnostranné.
Uvaite, lze-li ilohu 20 za stejnych podminek Fedit i pro
vndjsi pél Q.



22,

23.

24.

28.

Vné libovolného A ABC narysujte trojihelniky A ABC, ~

~ AAB,C ~ AA,BC takové, te AB :BC,:Cod = §:

: 6 : 7. Pfimky A4A,, BB, a CC, prochézeji jednim bodem.

Dokazte! O ktery bod jde?

Je dédna dvojice [ A4ApPCy, AAB,C]E€ p podle B, prislu3néd

k dvojici AABC p AA,B,C, podle P: A,P = 17,3; CpP =

= 6,2; X APCp = 43°; AC = 5,8; X B, 40 = 67°.

a) Urdete velikosti stran a vnitfnich 4hla AA4BC.

b) Sestrojte a provedte pfibliZnou kontrolu méfenim!

Jo dén AABC ze sloZené relace AABCp op AABC

[AB = 4,8; XBAC = 72°; XCBA = 65°] a nékteré roz-

méry trojuhelnfka k této dvojici pfislunych, a to: ABy, =

= 6; BC, = 7,4; C4, = 5,2. Narysujte vlechny v textu

uvedené trojdhelniky.

Zvolte libovolny AEFG, jeho vnitfni bod oznadte P

a sestrojte dvojici AEFG p AE,F,G, podle P a k ni pii-

sludné trojice [ AABC,, AAB,C, AABC], [ AA,B.P,

AAyPCy, APByC,), aniZ narysujete kruZnice tdmto troji-

cim opsané I,, Iy, 1,.

((i)lpagujte tlohu 25 pro relaci [ AKLM, AK,L,M,]€ q po-
e Q.

Zvolte libovolny AABC a vnéjsf p6l Q na tefnd vedend

v bod® B ke kruZnici AABC opsané. Potom narysujte

dvojici AABC q AAyB,C, podle @ a trojice trojihelnikt

k nf pfisludné.

Ulohu 27 opakujte s tim rozdilem, %e pél @ bude prisedi-

kem teden vedenych ke kruZnici AABC opsané v jeho

vrcholech B a C.
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B. ZVLASTNI PRIPADY PODOBNYCH
ZOBRAZENI

Ve druhé kapitole jsme shledali, Ze zvlaStnim polohdm
pola P neho @ odpovidaji zvldstni vlastnosti dvojic troj-
uhelniki podle nich utvofenych. MiZeme proto pravem
predpokladat, Ze se tyto zvlastnivlastnosti projevi i u tro-
jic trojuhelnikd k nim p¥isludnych, tj. [ A4,BC, ANAB,C,
AABCa[ APB,C,, NAPC,, NAB.Plnebo [ A@B,C,,
AA4QC,, NA,BQ)

UkaZme nejd¥ive, jaké disledky z toho plynou pro
dvojice utvofené podle stfedi kruznic danému trojuhel-
niku vepsanych.

Véta 50. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C\]ep podle
S, kde S je stfed krusnice N\ABC wvniti vepsané, a k ni
pFislusné trojice [ AAoBC, NABC, NABC,] a [ ASB,C,,
AA,SC,, NA.B.S). Potom plati:

a) ANA,BC ~ ASB,Cs, NAB,C ~ NASCy, NABCy =~
= AAoBcS,

b) ANAyBC ~ ANAB,C ~ ANABCy~ AA4,B,C,,

c) Vreholy A,, B, a C, jsou sifedy kruinic NABC vné
vepsanych.

Dukaz. Viechna tvrzeni uvedena v této vété vyply-
vaji ptimo z diive dokazanych vét. Stadi je jenom p¥i-
pomenout podle obr. 103.

a) Podle véty 19 jsou body A4,, B, a C, stfedy kruznic
opsanych po fadé trojihelnfkim ASBC, AASC
a AABS. Protoze tyto vrcholy jsou pély v relacich p
podle 4,, B, a C,, jde o stfedovou soumérrnost v mnozi-
nach Mr,, My, a My, a uvaZované dvojice jsou shodné.

(3.41)
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b) Podle véty 47 je napfiklad ASB,C,~ AA4,B,C,
a soudasné podle (3.41) ASB,C, == AA4BC, takze je
také AABC ~ AA,B,C,. Obdobné pak AAB,C ~
~ ANAB\C,, AABCy,~ AA,B,C,.

Obr. 103

¢) Zde podle véty 25 je napfiklad pfimka ﬂo osou
XBAC a stfed 8, leZf na kruZnici opsané ABSC, takZe
je Sq = A, a obdobné také S, = B, 1 S, = C,.

Pravé dokazana véta ma jesté dalsi diusledky, z nichz
nejduleZitéjsf jsou:

1. O velikostech vnitfnich dhli v trojihelnicich
AABC, NABC a NABC, plati
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2, Ze stfedové soumérnosti v mnoZinach Myp,, My,
My, vyplyva:

—> > —_— —_— > >

A.B,|| ABA 4,B, = 4B, B,C, | BC A B,C, = BC,
(;—> <——>‘ — —

Cid,||CAANCA4, =CA;

3. Vrcholy A4,, B, a C, jsou vrcholy trojihelniku,
v némz kruznice opsand AABC je kruZnicf Feuerbacho-
vou (viz vétu 27).

Vé&ta 51. M&me dvojici [ AABC, AA,4,C,)eq podle
Sa, kde 8, je sifed kruinice vn& vepsané ANAABC proti
vrcholu A a k této dvojics prislu$né trojice [ AA,BC,
AABQO, AABOo] a [SaBaOa, AAbSﬂObs AAchSa]-

Potom platt:

a) ANAGBC =~ AS.B.Cs;, ADAB,C =~ AA4,8,Ch,

NABCy ~ NAB.S,; i
b) AA,BC ~ AAB,C ~ AABC,~ AA,B,C,;

c) Vrchol A, je sifedem krunice NABC uvnitf vepsané.

Dikaz (obr. 104). Z véty 25 opét vyplyva, %e bod 4, je
stfedem kruZnice opsané trojihelnfkim AABC a
A8eB.Cs, takZe piislu$na relace p podle 4, v mnoZiné
My, je stiedovou soumérnosti. To vsak pro dikaz véty
51 nestadf, nebot musime jeité dokizat, Ze bod B, je
sttedem kruZnice opsané AABS, a bod C, stfedem kruz-
nice opsané AACS,.
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Predevifm je podle véty 5 <C8,B = a’ — «. Dosa-

dime-li sem podle véty 23 a a’ = 90° |- a

5 dostaneme

a

XCS,B = 90° + % —x=00°— . (342)

Diéle je v kruZnici ¥ XCC,B = <CAB = a, takie
v AC,BS, ¥C,BS, = 180° — 4CS,B — JCC,B a po-
tom podle (3.42)

XC,BS, = 180° — [90° —%] —a = 90° — %

, (3.43)
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Porovnadme-li (3.42) a (3.43), zjistime, Ze AC,S,B ma
dva 1hly shodné a' je rovnoramenny, ¢&ili C,8, = C,B.
Rovnost C,4 = C,B plyne z véty 22, a proto body 4, B
a S, lezi na kruZnici opsané kolem stfedu C,. Cyklickou
zameénou dostaneme i dalsi rovnosti

B,A = B,C' = B,S,.

Tim jsme soudasné dokazali, Ze relace p podle 4,, B,
a C, v mnozinach Mr,, My, a My, jsou stfedovymi sou-
mérnostmi a odtud plyne shodnost dvojic trojihelnika
uvedenych v tvrzeni a) véty 51.

Tvrzeni b) snadno odvodime z véty 48, protoZe podle
této véty je naptiklad AS.B,C, ~ A4,B,C, a soucasné
podle tvrzeni a) véty 51 AABC =~ AS.B.C,, takie je
AABC ~ NA,B,C, a z cyklickych zdmén pak plyne:
AABLC ~ ANA,B,Cyy NABCy~ AA,B,C,.

Tvrzeni ¢) je jako u véty 50 dusledkem véty 25, nebot
je 4, = 8.

. Nezli uvedeme dusledky praveé dokazané véty, je tfeba
vzit v ivahu jesté cyklické zamény pro pély S, a S,, pro-
toZe véta 51 byla vyslovena pouze ve vztahu k pélu S,.

Tyto zamény oviem uvedeme bez dikazu:

Je-li pélem stted kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu B, bude
a) ANABC =~ NASyCv, NABCy =~ AAB.Ss,

AA¢BC =~ NS8,B.Cs;
b) ANA¢BC ~ ANABLC ~ ANABC, ~ ANA,B,Cy;
¢) Vrchol B, je stiedem kruznice AABC uvnit¥ vepsané.

Je-li pélem stied kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu C, bude
a) AABOQ = AAchScy AAOBO = ABaCaSc:

AABC =~ NAS.Ch;

b) ANABC ~ NABC ~ ANABCy,~ AA.B,Cy;
¢) Vrchol C je stiedem kruZnice AABC uvniti vepsané.
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Na obr. 105 jsou v jednom obrazku zakresleny vSechny
tki trojice trojdhelnikiui p¥isluSnych k dvojicim uvede-
nym ve vété 51 a jejich disledeich podle cyklickych zé-
mén. Z obrizku lze snadno zjistit, Ze se nékteré vrcholy
zobrazenych trojihelniki navzdjem kryji a mimoto se
jejich oznaleni vyskytuje jeSté jednou v jiné trojici.
Najdeme proto kazdou z dvojic [4.B.], [B.C.] a [Cods]

Obr. 105
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v obrazeci tiikrat. Soudasnd pak nékteré vrcholy sply-
vaji, a to:

Sqg=By=0,, Ay =8, =0Cy, A, = B, = 8§,. Oviem
také § = A, = B, = C,, kde S je stted kruZnice uvnit¥
vepsané AABC.

Z téhoz obrazku lze vyéist i dalsf dusledky véty 51
zcela obdobné disledkiim uvedenym za vétou 50. Nenf
nutné je proto opakovat. Jsou tu viak jestd dalsf,
z nichZz uvedme aspon jeden:

V Sestiihelniku 4,C,C,B,B.4, 1ze nalézt nékolik &ty¥-
uhelniki pravothlych, jako napiiklad 4.4,8.S, nebo také
ASA,8, a podobnd. Ze jde o pravoihlé &tyfihelniky,
neni nutno dokazovat, vyplyva to z Thaletovy véty,
nebo z véty 27, podle nfZ je kruZnice opsand AABC
Feuerbachovou kruZnici AS,S,S.. Také dvojice [4.B.],
[BsC.] & [C4,], které se v obr. 105 opakuji, jsou vrcholy
obdélnika, jak dokiieme v pikladech p¥ipojenych na
konci této &asti kapitoly.

Véta obecné platnosti, kterou nyni uvedeme, zahajuje
dvahy o vlastnostech trojic trojihelnikdi odvozenych
z relace p nebo q podle prusediku vysek AABC.

Véta 52. Je-li bod V priaseéikem vyek daného NABC,
potom kruinice opsané trojithelnikim AVBC, AAVB,
AABV a ANABC jsou navzdjem shodné.

Ddkaz (obr. 106). Pfipometime si vétu 36. Podle nf je
napiiklad vrchol A, AA4,B,C, z relace p podle ¥V sou-
mérné sdruzeny podle osy BC s pdélem V. Je tedy
AVBC ~ AA,BC a odtud plyne, Ze i kruZnice opsané
tdmto dvéma trojuhelnikim jsou navzdjem shodné.
Obdobné platf AAVC ~ AAB,C a také NABYV =~
=~ AABC,, takie viechny &ty¥i uvaZované kruZnice

104



jsou navzijem shodné. Bude-li trojihelnfk 4 BC pravo-
uhly, potom neexistuji trojuhelniky AVBC, AAVB,
AABYV anemé smyslu uvaZovat, zda véta 52 platf i pro
takovy trojihelnik. Bude-li vSak tupodhly, plati véta
36 a tudfZ i véta 52.

Obr. 106

Véta 63. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle
V nebo dvojict [ AABC, NA,B,C;] €q podle V takové, Ze
Zddny vnitini whel NABC nent pravy a V je priseéik vy-
Sek NABC.

Potom o trojihelnicich z trojic prislusnyjch k dané dvojict
plati:

a) NA¢BC ~ NAB,C ~ NABC,~ AABC.

b) Trojihelntky AVB.Co, ANAVC, a AAB,V jsou
soumérné sdrufeny s AAyB,C, nebo NAAB,C, podle
siran NABC.
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¢) Body A,, B,, C, nebo 4,, B,, C, jsou po fadé praseti-
ky vySek v trojuhelnicich NABC, NABC a AABC,,
soulasné pak stfedy kruinic vepsangch trojihelnikam
AVBC,y ANAYWC, a NAB,V.

Dikaz (obr. 107). a) Na obr. 107 je AABC ostrodhly.
Podle véty 36, jak jsme jiZ pfipomnéli, je pfimka BC
osou usetky VA, a podle véty 52 i osou soumeérnosti
kruZnic opsanych trojihelnikim AVBC a AA;BC.
PHmka VA, proto protina tyto kruZnice v bodech sou-
mérnd sdruzenych podle osy BC, takie trojihelnfky
AABC a AABC jsou rovnéz soumérné sdrueny podle

Obr. 107
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osy BC a jsou shodné. Doplnime-li tento vysledek cy-
klickymi zaménami, dostavame:

AAGBC =~ AAB,C =~ AABC, ~ AABC.

b) ProtoZe v popsané osové soumérnosti je bod A4,
obrazem bodu V, je dvojice [ A4,BC, AVB,C,] €p po-
dle 4, obrazem dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle V.

¢) Z toho déle plyne, Ze body A,, B, a C, jsou priseéky
vySek v trojihelnicich A4,BC, AAB,C a NABC,. To
vsak podle véty 30 soudasné znamend, Ze tyto body jsou
stfedy kruZnic vepsanych trojdhelnikim AVB,C,,
AAVC,a NAB,V.

Tim je dikaz véty 53 podén pouze pro trojihelnik
ostrotdhly. Z obr. 108 vSak je zFejmé, Ze tato véta platf

B, Obr. 108
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i v trojihelnfku tupodhlém, nebot rozdily jsou privd
jenom v indexech, jak je mozno se pfesvédéit.

Pozornému d&tenaki jisté neusla skutetnost, Ze se tu
projevuji disledky vét 45 a 46 tykajicich se podobnych
dvojic z mnoZin Mr, M., My, & Mr.. Uka¥me jesté, jak
se to projevi v relacich podle stfedu kruZnice AABC
opsané nebo podle jeho t8Zists.

Véta b4. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle
0, kde O je stred krunice N\ABC opsané. Potom o trojicich
trojuhelntka k ni pr'z'slwﬂ‘ngjch platt:

Vreholy A,, B, a O, 7sou po fad¥

a) stiedy Icruzmc wvnitf vepsanijch troyuhelnikum
AABC, NAB,C a NABC,,

Obr. 109
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b) priseéiky vySek trojuhelniki AOB,C,, AAOC,
a NA.B.O.

Dakaz (obr. 109). Pravdivost véty vyplyva piimo
z vét 38 a 45. Srovname-li totiz obr. 91 a 92 s obr. 109,
vidime, Ze na obr. 109 je napifklad bod A4, obrazem
pélu O v podobnosti [ AABC, AA4,B,C,]Jep podle
0~ [AA4,BC, NOB,C,]ep podle 4. V této podobnosti
pak platf jak tvrzeni a), tak i tvrzeni b).

K zcela obdobnému vysledku dospéjeme, bude-li p6-
lem t8%i§tdé T' daného AABC.

Véta b5. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,Ci]ep podle
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T, kde T je tézisté A ABC. Potom o trojici k ni pfislusnijch
trojihelntika plagi:

Vrcholy A,, B, a C, jsou po Ffadé té&isti trojdhelnika
AABC, NABL a NABC,.

Dikaz (obr. 110). Podobné jako predchazejici véta
i tato véta plyne pfimo z dfive dokazanych vét, a to véty
41 a 45. Podle véty 41 totiz vime, Ze v relaci

[AABC, NA,B,Clep podle T

je p6l T t&2i5tdm AABC, tak¥e z podobnosti [ AABC,
AA.B,C;lep podle T ~[AA4,BC, ATB,C.]ep podle
A, p¥{mo vyplyva, %e bod A4, je obrazem pélu T, tedy
t8Zistdm A A4,BC. Déle pak podle cyklickych zamén je
B, t8%i8tém AABC, C, téZistém AABC,.

Na zavér této kapitoly si jeSté ukdZeme, Ze uZitfm
vlastnosti relace p podle T je moZno fesit ilohu z p¥i-
kladu 6 v prvni kapitole. Tam byly diny tfi tdsedky
velikost{ a, &, ¢. Usetku ¢ jsme méli rozdélit na dvé ¢asti,
jejichZz velikosti jsou v poméru a?: b2 Zde je moino
tuto tlohu Fedit dvéma zpisoby, z nich% jeden ukdZeme
v piikladech po odvozeni pfisluiné véty:

Vita 56. M&jme dvojici [ NABC, NA,B,C\]ep podle
T takovou, %e téintce N\ABC maji veltkosts t,, b, a t;,. Ddle
necht na strandch AAB,C, leZi body

4% = (44, N B,C,); B* = (BB, N 4,C,);

Ct=(CC, NA,B,)).
Potom je:

A, C*:B,C* =142 BA*:ClA* =8 : ¢,
AB*:CB* =¢:4.
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Dakaz (obr. 111). Na obr. 111 je I, kruZnice opsani
AA,B,T, C; prisetik této kruznice s piimkou C,C
a konedné C'* prusedik ptimky CT s p¥{mkou A,B,.

V krutnici I, je XC,B,d, = XCiTA, = 180° —
— (8 + B'), protoze XA, TC, = f + B’ podle véty 4.

Obdobné pak <Cy4,B, = 180° — (« 4 &').

Obr. 111

Trojdhelnik A4,B,C; podle toho mé dva thly shodné
s trojihelnikem ABC z relace A4,B,C; p AABC podle
T, jak vyplyva z véty 14. Jsou proto uvaZované troj-
thelniky podobné: AA4,B,Cy~ AABC.

Vezmeme-li soudasné v dvahu vétu 42, bude

4,0y BiCy = by i ta. (3.44)
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Daéle z podobnosti AA4,B,T ~ ABAT plyne
AT :BT =BT : AT =t : t,. (3.45)

Ze vztaht (3.44) a (3.45) utvofme soudin v rovnosti

AT _ 6 (3.46)

a levou stranu ndsobme vyrazem

% sin | XCA,T|

% sin | XC4B,T|
ktery se rovné jedné, protoZe jde o siny protéjsich hli
v tétivovém &tyidhelniku Cod,TB,.
Po vynisobeni bude mit (3.46) tento tvar: —IP;—I =
2
2
= :—;, kde P, je velikost obsahu ACe4,T, P, pak veli-

kost obsahu AC B,T. Tim se dikaz znadnd zkritf,
protoZe obsahy P, a P, jsou pfimo timérné velikostem
usedek A4,C*, B,C*.

Plati proto 4,0*: B,C* = : {2 a podle cyklickych
zamén také zbyvajici dva vztahy z véty 56.

Jak této véty vyuZijeme pFi FeSeni zmfinéné dlohy,
ukaZme hned na pifkladu:

Pfiklad 1. Danou tseéku KL = 12 cm rozdélte na dvé
dasti, jejichZ velikosti jsou v poméru a? : b2, kde a > b
jsou velikosti libovolné zvolenych tsedek.

202



Konstrukct provedeme uZitim véty 56. Zvolime libo-
volnou tsedku mensi, ne% je soudet ﬂny’rch c@u tsedek,
tak, Ze lze sestrojit AABT, kde AT = a, BT = b, AB
je vhodné zvolend t¥eti strana AABT (obr. 112),

Obr. 112

Nyni uréime bod C tak, aby bod T' by! tézistém A ABC.
Na prodlouZenf dsedky AT za bod T uréime bod 4™ tak,

e TA* = —;— a, na prodlouZeni tse¢ky BT za bod T

urdime bod B* tak, e TB* = % b. Polopiimky BA4*

a AB* se protnou v hledaném bods C.

Trojihelniku ABC opfSeme kruZnici a jeji prusedik
s pfimkou AT oznadime A,, prisesik s pfimkou BT pak
B,. Podle véty 56 p¥imka CT déli Gseéku 4,B, v poZa-
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dovaném poméru. K rozdéleni dané tsedky KL v tom-
téZ poméru uZijeme napiiklad stejnolehlosti, jako je
tomu na obr. 112,

Priklad 2. Je dén ASB,C, [SB, =4; SC, = 3,5;
B,C, = 4,5] ptislusny k dvojici [AABC, AA,B,C,]e
ep podle §. Sestrojte tuto dvojici, je-li S stied kruzni-
ce uvnitf vepsané AABC.

Eedent (obr. 113). Vime, %e vrchol 4, je sttedem kruz-
nice opsané danému ASB,C, (véta 19). Dale je strana
BC A ABC soumérné sdruzena podle stiedu A4, se stra-
nou B,C, daného trojihelniku (véta 50). Sestrojime-li
usetku BC, mi¥eme narysovat i kruinici vepsanou
AABC, protofe zname stfed kruZnice jemu vepsané
a jednu stranu. Zbyvajic{ dvé strany pak leZ{ na te¢néch
vedenych z bodd B a C ke kruZnici vepsané. Vrchol 4 je
potom jejich priseéik. MiZeme ovSem vrchol A sestrojit

Obr. 113
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také tak, Ze pfeneseme ihly <« CBS a < BCS do poloro-
vin opa¢énych k polorovindm CBS a BCS.

Piiklad 3. Je dina strana AB AABC a stied S, kruz-
nice jemu vné vepsané proti vrcholu 4 [AB = 4,6 c¢m;
A8, = 8 cm; BS, = 5 cm]. Sestrojte trojici trojihelni-
ki ASB.C., AASLC, a AAB.S; aniZ narysujete
kruZnici opsanou AABC.

Redent (obr. 114). P¥{imka A4S, je osou vnitinfho ihlu

AABC pfi vreholu 4 a piimka BS,; osou vnéjifho dhlu

—_—

pfi vrcholu B. MiZeme tedy sestrojit polopfimky AC
—

a BC, které se protnou ve vrcholu C. OpfSeme kruZnice

Obr. 114
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lo, I, a [, trojihelnikim AS,BC, AAS.C a AABS,.
Vime, Ze stfedem kruZnice opsané AS,BC je bod 4,
a polopfimky BA, a CA, protnou kruznici [, ve vrcholech
B, a C, jednoho z hledanych trojihelnikt S,B.C,. Po-
tom polopfimka S,C, protne kruZnici J, ve vrcholu C,
a polopfimka S,B, kruZnici I, ve vrcholu B,. Zbyvajici
dva vrcholy, totiZ 4, a Ay, sestrojime uzitim podobnosti
AS.B.Cs ~ ANASLCy ~ NAB,S, napiiklad prFenese-
nim vnit¥nich dhla v AS,B,C..

Ptiklad 4. Reste co nejjednodus$imi prost¥edky ulohu:

Je dén A4, VC, [VA, =65mm, VO, = 35mm,
A,C, = 70 mm] pHslusny k dvojici [ AABC, AA4,B,C,] €
ep podle V, kde V je prisedtk vySek AABC. Sestrojte
NAB,C, z relace p podle V a zbyvajici dva trojdhelni-
ky z trojice k této relaci pislusné.

Obr. 116
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Redeni. Danému trojihelniku opiSeme kruZnici I,
a sestrojime stfed kruZnice uvnit¥ vepsané B,. Osa
tsetky VB, protne kruZnici I, v bodech C a 4. Tim je
uloha vyfesSena, protoZe zbyvajici t¥i kruZnice, tj. k, I,
a I, jsou shodné s I, takie je AO = CO, B,B | AC
atd. Celd konstrukce je provedena na obr. 115.

Priklad 5. O trojici shodnych pravoithlych trojihelni-
ki s odvésnami velikosti 6 cm a 3,6 cm vime, Ze piislusi
k dvojici z relace p nebo q podle V. Rozhodnéte, kolika
zpusoby lze tuto trojici umfstit tak, aby vyhovovala
uvedené podmince, a potom sestrojte jednu z téch moz-
nostf, kde prvni trojthelnfk v uvazované dvojici je
tupothly.

Resent. Neptihlédneme-li k oznaden{ vrchold dané tro-
jice trojihelnfki, existuji privé &tyii moZnosti, jak je
umistit vzhledem k danym podmfnkim. Tyto &tyFi
zpiisoby jsou zobrazeny na obr. 116,

JestliZe prvni v dvojici trojihelnfkt mé byt ostro-
dhly, existuje pravé jedno uspofddani, nebot v bods V,

1R2

R 21 21R

Obr. 116
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ktery je spoleénym vrcholem danych ti trojihelniki,
se musf kryt vrcholy téchto trojihelniku tak, Ze bod V
je vrcholem pravého tihlu v jednom trojihelniku, vrcho-
lem menstho ostrého thlu ve druhém a vétifho ostrého
ve tietim trojuhelniku.

Obr. 117

Nejinak je tomu v piipadé, Ze pijde o trojihelnik
tupodhly. Zde viak existuji tfi mozZnosti, které se 1isf
pofadim téchto dhld v trojici tvoficf thel pfHimy. Ozna-
¢ime-li pravy thel R a ostré éislicemi 1 a 2, existuji tato
t¥i riznd uspofadini: 1 R 2, R 1 2, 1 2 R. Zbyvajicf t¥i
moznosti 2 R 1,21 R, R 21 vedou k shodnym Fedenfm.

Piipad 1 2 R je proveden na obr. 117.

Postup konsirukee je zde velmi jednoduchy. Narysuje-
me zvolené seskupenf dané trojice trojihelnfkd a opf-
Seme jim kruZnice I;, I, a /.. Tak dostaneme pfimo vrcho-
ly hledaného trojthelnfku. Na obrdzku to jsou:

A prisedik kru¥nic [, a [.

B priseéfk ruZnic [, a I,.

C prisedik kruZnic I, a .
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P¥iklad 6. Dany trojihelnik OB,C, [OB, = 5,5; B,C, =
= 4; 0C, = 5] ptislusdi k dvojici [ AABC, NA,B\C,]e
ep podle O, kde O je stied kruznice opsané AABC.
Sestrojte AABC.

Reseni. Vime, Ze podle vity 54 je prasedk vysek
v AOB,C, vrcholem 4, trojuhelniku 4,B,C, z relace p
podle O. Sestrojime-li tedy tento priseéik, ziskdme i ve-
likost poloméru kruZnice opsané AABC. Je to velikost
usedky A4,0. OpfSeme-li tuto kruznici, je vrchol 4 jejf
pruseéik s pf{mkou 4,0, vrchol C jeji priseéik s pHm-
kou C,A4, a koneéné vrchol B jeji prusedik s p¥Hmkou
B,A,.
Konstrukce je provedena na obr. 118.

Obr. 118

Piiklad 7. Je din obdélnik 8,8,C.C, [S.S, = 96 mm,
8;C; = 64 mm] a na jeho strané 8,5, bod C takovy, Ze
S,C = 36 mm. Bod C je vrchol AABC a body S, S
stfedy kruZnic jemu vné vepsanych. Body C, a C, jsou
vrcholy trojdhelniki z trojic pfisludnych k dvojicim z re-
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laci

q podle S, nebo S; a 8,. Narysujte AABC a uvedené

trojice trojihelnfki.

Redeni. Podle véty 49 lei pél S, na pimce C,C, a podie
véty 27 je tisebka CS, vyskou v trojihelnfku S,8,8S..
Dalsi dva vrcholy AABC jsou patami vysek v témz troj-
thelnfku. Tim je tloha vyteSena. Konstrukei zde neuva-
dime, jde o opakovanf situace na obr. 105.

1.

7
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Cvileni

K danému AABC [AB = 60; BC = 52; AC = 67] se-
strojte trojici trojdhelniki ASBgCs, AApSCp, AABS
prislusnou k relaci p podle S.

Joe dén ADEF [DE = 50; <FDE = 70°; XFED = 50°]
a relace q podle Sy, kde Sy je st¥ed kruZnice ADEF vné
vepsané. Sestrojte trojici AS|EiFs, ADS;F, ADES,.
K danému AKLM [KL = 45; LM = 55; <KLM =
= 60°] sestrojte trojici AVLiMy, AK,VM, AKpLapV
prislusnou k relaci p podle V.

Je dén AZMN [ZM = 58; MN = 40; XZMN = 110°]
a relace g podle V. Sestrojte k nf ptisludnou trojici
AVM,N;, AZnVNmp AZpMaV.

Je dén AABO, z trojice piislusné k relaci [ AABC,
AA,B,C,]ep podle S [AB = 70; BC, = 80; AC, = 85].
Sestrojte dvojici [ AABC, AA,B,C,].

O daném ABCS [BC = 50; <BCS = 25° ' JCBS =
= 30°] vime, %o je &4sti AABC a bod S je stfedem kruz-
nice tomuto trojihelniku vepsané. Sestrojte stfed S, kruz-
nice AABC vné vepsané proti vrcholu 4 a trojice troj-
thelnika pisludnych k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p po-
dle S,.

Tro_]u.helm’.k ACB, [AC = 60; XACB, = 50°; XCAB, =
= 60°]) je z trojice tro.]uhelmkﬂ pi‘xsluénych k relaci
[AABC, AA,B,C,]eppodle V. Sestrojte zbyvajici dva
trojuhelniky z této trojice.

K danému AEFQ,[EF = 65; XEFG, = 30°; SFEQG, =
= 80°] sestrojte trojici AOF,G,, AE;0G4, AE,F,0 piislus-
nou k relaci p podle O.



9.

10.

11

12,

18.

14.

15.

16.

17.

18,

19.

Dany AKLM,[KL = §; KM, = 6; LM, = 7] je z trojice
ptisluiné k dvojici [AKLM, AK,L,M,]€p podle T'. Se-
strojte tuto dvojici i trojici ATB;Cy, AATCy, AA,B.T.
Vrcholy AA,BCy [4,By = 12; B,Cy = 10; CpA, = 15]
jsou wvrcholy trojice tro;uhe]mkﬁ phsluéné k relaci
[AABC, ANA,B,C,]€p podle 8. Sestrojte co nejjednodus-
8im zpuisobem AABC.

Sestrojte AABC k danému ASB,O,; [B,C; = 55, SC; =
= 60; SB,; = 48] z trojice pHslusné k dvojici [ AABC,
AA\B,C,]€p podle S.

Trojihelnik Ay VCy [4pCy, = 70; VAp = 80; VC), = 45] je
pfisludny k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€ppodle V. Se-
strojte tuto dvojici.

Sestrojte dvojici [ AEFG, AE,F,G,)eqpodle 8, je-li
AEF,S, [E,S, = 45; F,S, = 30; L E,;S,F; = 130°] z tro-
jice pFisluéné k relam q podle S,,.

Vite-li, 26 Ad4,B.0 [A.B, = 6; A,O = 6,5; B,O = 4,5] je
z trojice trojihelniku prmluénych k relaci [AABC
ANA,B,C,]€p podle O, sestrojte AABC.

Zvolte trojici bodu E, F, & takovych, Ze neleif v pfimce.
DokaZte, Ze v rovind EFG existuje aspoii jeden bod M,
ktery spolu 8 body E, F, @ uruje tfi shodné kruZnice.
Zvolte libovolny troluhelnik a kolem jeho vrcholit opiste
kruZnice 1, l4, {3 takové, aby prochdzely jednim bodem
a po dvou uréovaly spoleéné tétivy, jejichZ velikosti jsou
shodnsé.

Dany trojihelnfk DEF mé velikosti stran v pomdru
6: 7 :8a vime o ndm, %e patfi do trojice trojihelnfkid p#{-
sludnych k relaci p nebo q podle neuréeného pélu. Mdme
sestrojit prvnf slotku z tdchto relacf, kterou je AABC
a dany trojihelnik pFislus{

a) k relaci p podle S,

b) k relaci p nebo q podle V,

o) k relaci q podle S,,

d) k relaci p podle O.

Do kruZnice k = (0; 3,8) vepiste AABC, jehot vnit¥ni
tihly maji velikosti v poméru 5: 6 : 7, a sestrojte trojice
trojuhelnika pfisludné k relaci p podle 7.

KruZnice l,, !y a I, opsané trojici trojihelnfkd ASB,C,,
AApSCy, AAB,S piisluiné k relaci p podle S se dotykaji

piimek m,, E—g., a (0—.,_5,,. Dokaitel
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20.

21.

22,
28.

24,
26,
26
27.

28.
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Narysujte trojici AABOp AA,B,C, B_A;ZE_C- podle 7

a sestrojte pél T. Potom poklddejte AABC za prvni slok-
ku v relaci p 0 p a sestrojte k ni pfisludnou trojici v kruz-

nicich opsanych AABT, AATC a ATBC. Vysledek

zhodnotte!

V dvojici trojihelnikti z relace p podle S a k ni pfislus-

nyeh trojicich zndme velikosti uhld XA4,SC, = 49°53'18";

X CA,B = 62°13'46"; X ACB = 73°29'14". Uréete veli-

kosti v8ech zbyvajfcich 1ihld.

V. ASeB,Cs je <XSgByCa = 15°26'19"; I B,S,C =

= 143°42'11°. Uréete velikosti uhla v pFislusném A ABC.

Je dén AABC, [AB = 4,6; VC, = 5,4; C,A = 6,8] pii-

slusny k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle T. Sestrojte

tuto dvojici!

Opakujte tlohu 23 pro dvojieci [AABC, AA,B,C,]e

€ p podle 0!

Opakujte dlohu 23 pro dvojici [AABC, AA,B,C,le

€p podle S!

Opakujte tdlohu 23 pro dvojici [ AABC, AA,B,C,]e

€p podle V!

Trojuhelnik ABC,[AB = 8,6; CyAB = 15°; <C,BA =

= 20°] piislusi k dvojici [ AABO, AA\B,C,]€ q podle S,.

Narysujte tuto dvojici!

c(ﬁpakujte tlohu 27 pro dvojici [ AABC, AA,B;C,] € q po-
e V!
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