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KAPITOLA 4

NEKTERE METRICKE
VZTAHY

V predchazejicfch tfech kapitolich jsme se prevazné
zabyvali pfedevsim vztahy polohovymi. Vztahy metric-
ké jsme zatim brali v divahu v souvislosti s velikostmi
1hld a v nékolika malo daldich p¥ipadech. Proto v této
z4véreéné kapitole obratime svou pozornost k velikostem
stran uvaZovanych dvojic a trojic trojihelnfki a k veli-
kostem poloméru kruznic jim opsanych.

Pro zjednoduSeni textu budeme i zde pouzivat difve
zavedenych symboli ve stejném vyznamu. Predevsim
budeme velikosti vnitfnich uhla AABC znadit po fad$
«, B, yavehkostl vnitfnich Ghld AA4,B,Cnebo A4,B,C,
po fadé a’, ﬂ , ¥'. Stejného znadeni pa.k uiueme i v troj-
dhelnfcich jim podobnych Nebudeme ani zdivodiiovat
obecné platné vztahy, napiiklad:

Le#i-li pél P uvmtr AABC, potom je podle sinové
véty

BC :CA : AB =sin a; sin # : sin p,
B,C,:C,A,: AB, = sin a' :sin #’ :sin y’,
BC:AC : AB =sin(a + a') :8in (B + f') :
:8in (y 4 7).
Odtud pak plyne z podobnosti napiiklad:
B,Cy:CP:PB, =3sina’: sin p :siny’
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nebo
BC :CAy: AyB =sin (« + ') :sin (B + f') :
:sin (y + 7).

Samoziejmé vezmeme v tvahu rozdily, které se tu
mohou objevit, kdyZ bude napiiklad podle véty 4
(« + a’) > 180°, nebo y — y’ < 0°, kde potom p¥isludné
hodnoty sinu budou zéporné. Na tyto p¥ipady upozor-
fiuje tabulka 3 za vétou 44, které v téchto pi{padech
opét s vyhodou vyuZijeme.

Vedle disledki véty sinové uvedeme bez dikazu jestd
vztah mezi velikostf strany, poloméru kruZnice opsané
a sinu protilehlého tihlu. Napiiklad

AB = 2rsiny = 2r;sin (y 4 '),
A,B, = 2rsiny’,
A,B, = 2rsin y/,
A.B, = 2r,sin y’

a podobné.
Nebudeme se zabyvat vztahy mezi vehkostml stran

a Ghla v trojihelnfcich AABC, AABC, AABLC,
AABC,, a to proto, Ze v dlohidch bychom téchto vztahi
pFili§ nevyuzili. Na druhé strané je podle potfeby velmi
snadno odvodime ze vztahu, které déile probereme
podrobnéji.

Vta b7. Je-li dvojice [ AABC, NA.B,C,]ep podie P
nebo [ABC A, AAB,C,] eq podle Q, potom o veltkostech
stran a 1hl v uvafovanych trojihelnicich plati:

A,B, : AB =sin y’ : sin y, A;B, : AB =sin y"": sin y,
B,C, : BC =sin «' :sin a, B,C, : BC = sin a’ : 8in a,
CiA;, : CA =sinf :8inf, CyAy: CA =sin f’ :sin f.

214



Dakaz. Uvedli jsme, Ze je AB = 2rsiny a také
A,B, = 2rsin ¢’ nebo A,B, = 2rsin ¥/,
a proto
A,B, : AB = 2rsiny’' : 2rsiny = sin 9’ :sin y,
AyB, : AB = 2rsiny’ : 2rsiny = sin 9’ : sin y.

Dale uZ jde jenom o cyklické zémény.
Zajimavé jsou dusledky této véty v pripadech, kdy

dvojice trojihelnikii jsou utvofeny podle péla ve zvlist-
nich polohach.

Véta b8. Je-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle S,
kde S je stfed krufnice NABC wvnilf vepsané, potom je:

8) 4,B,: AB =1 :2sinl2’-, b)A1B1=2rcos-%,
BIO’I:BO’=1:2sin—02‘-, B,Cl=2rcos%,
C,4,:04 =1:2sin%, C,A4, =2rcos-%,

¢} B,C,:C,4, : A,B, = cos % : cos % : co8 %

Dikaz. Podle vty 17 je a’ = 90° —%, B = 90° —

B ane_ 7
?)y—go—?'
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Proto je podle véty 57:
a) AIB1 :AB =sin 9’ : sin y = sin [90° — l] siny =

2
—cos Y- :2sinYcos - = 1:2sin-> ick
= cos 5 : 2 sin g ©08 5 1:2sin g @ cyklické
zamény.
b) 4,B, = 2rsin [90° —%] = 2r cos {;— a cyklické za-

mény;
c) Vyplyva pfimo z b).

Véta B9. Je-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]eq podle
Sa, kde S, je stfed kruinice vné vepsané NABC proti
vrcholu A, potom je:

8) 4,B,: AB=1:2c0s L,  b)4,B, = 2rsin,
B,C, :BC =1: 2sm;-‘, B202—2rcos;,
CA,:CA =1 Zcosg, 02A1=2rsin—l2i,

¢)B,C,:C,A,:A,B, = cos—2— : sin% : sin %

Dikaz. Zde budeme dosazovat podle véty 23 a to:

F_ge s 2.ogp B Y,
=90+ 55 B=3i V=73
a.)AlevaB=siny':siny— m—;i smy—
—sin X-:28in L cos t- =1 X.
—sm2.2sm2cos2 l.2cos2
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Obdobns je Cyd, = 1 : cos 1, aviak

B,C, : BC =sin a’ :sin a = sin (90°-{- —;—] = cos% :

a « a [
: 8 = - 1 2s8in—-c¢cos— =1:2sin—_--
sin a = cos 5 2 sin 5 €08 5 sin -

b) 4,B, = 2rsin y’ = 2rsin % Obdobns je C,d, =
B

= 2rsin ' = 2r sin —-, avéak

B,C, = 2r sin a’ = 2r sin [90" + ——;—] = 2r cos —;—--

Zde je ovSem tieba jestd utvotit cyklické zimény
vzhledem k pélim S, a S.. Provedeni ponechme do
cvideni.

¢) Toto tvrzeni opét vyplyva pimo z tvrzeni b).

Véta 60. Je-li dvojice [ NABC, NAB,C,1ep podle V,
nebo dvojice [ AABC, AA,B,C,leq podle V, kde V je
priaseéik vySek NABC, potom je
a) v ostrouhlém AABC

AB,:AB =2cosy : 1, A,B, = 2rsin 2y,
B,C, :BC = 2cos a : 1, B,C, = 2rsin 24,
CA,:CA =2cosf:]1, C,A; = 2rsin 28,

B,C,:0,4, : A,B, = sin 2« : sin 28 : sin 2y,
b) v tupoihlém AABC, kde a > 90°,

AB, : AB = 2cosy: 1, A,B, = 2r sin 2y,
B,C, : BC = —2cosa:]l, B,0, = —2r sin 2a,
Cyd4,:04 =2cosf:1, C,4,; = 2rsin 28,
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Dikaz. a)Je-li AABC ostrodhly, musime dosadit
podle véty 33 a to:

o = 180° — 24, f = 180° — 28, y' = 180° — 2y.
A,B; : AB = sin 9’ : sin y = sin (180° — 2y) :siny =
=8in2y:siny = 2sinycosy:siny = 2cosy:1
a viechny cyklické zdmény,
A,B; = 2rsin y’ = 2r sin (180° — 2y) = 2r sin 2y
a odtud také
B,C,:C4, : A,B, = sin 2« : sin 28 : sin 2y.

b) Je-li AABC tupoidhly s tupym dhlem pfi vrcholu
A, je cos a < O a také sin 2a < O. Proto se v piislus-
nych rovnostech objevuje znaménko minus. Jinak nenf
mezi a) & b) rozdil.

Metrické vlastnosti dvojic typu [ AABC, AA4,B,C\]e
ep podle sttedu O kruZnice AABC opsané nemusime
zkoumat. Podle véty 37 tu jde o soumérnost podle stie-
du, tedy shodnost, takZe zde nenf nic nového k objeveni.

Pokud jde o relaci p podle t&Zistd T' AABC, té jsme
vénovali pozornost z hlediska metrickych vlastnosti uz
v kapitole druhé, takze ani ji se zde nemusfme zatim vé-
novat.

Naopak bude udelné uvddomit si vztahy mezi veli-
kostmi poloméri kruZnic opsanyoh trojihelnikim
AABC, AAB,C, nebo AA4,B,C, a trojihelnfkim
APBC, NAPB, NABP nebo AQBC, NAQC, NABQ.
K oznadeni velikostf téchto poloméri uZijeme symboli:

a) r pro velikost poloméru kruznice opsané trojthelni-
kim AABC, AA,B,C, nebo AA,B,C,,
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b) 74, 74, 7, pro velikosti polomé&ri kruZnic opsanych
trojihelnfkim APBC, AA4,BC, APB,C,, AAPC,
AABLC, NAPCy,, NABP, ANABC,, AA.B.P,
nebo trojihelnfkim AQBC, AABC, AQB.C,, ANAQC,
AABOOr AAbQCb) AA-BQ: AA-BOQ: AAchQ°

Véta 61. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle
P a necht poloméry krufnic opsanych po fadé trojihelnt-
kam AABC, APBC, NAPC a ANABP majt velikosti r,
Tay To @ 7o, POLOM fe

T sin a . sin g .
IS i« )] R (B A
. sin y )
" fsin (y + )|
Dikaz. V kruznici k opsané AABC je napitklad
BC =2rsina =>r = BiC s (4.1)
2s8in a
v kruZnici /, opsané APBC pak
BC = 2r,sin (a + «') podle véty 4, tak¥e
BC
Yo = Tem (a T &) (4.2)

Podle (4.1) a (4.2) je proto

BC BC
2sin « * 2sin (« + «')

rir, =
a po upravé
. sin «
" sin (« 4 a')
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Obdobné pak je

iy 1. SInB
r'r"_l'sin(ﬂ+ﬂ')’
R LY S
T e+ )
Tim je dokazana i pravdivost postupného poméru
L ) sin « ) sin 8 )
riteTyir.=1: (et o) smB+F)
. sin y )
“sin (y + 9)

V tvrzeni véty 61, jehoZ pravdivost jsme pravé do-
kazali, jsou viak hodnoty sind ve jmenovatelich uve-
deny v absolutnf hodnot8. Nenf proto nd§ dakaz jesté
dplny. Musime zde vzt v ivahu i piipad, kdy pifsludny
pol lezi vné uvaZovaného AABC, a proto je (a + a’)
nebo (B + f') & (y + y’) vétéi neZ 180°. Potom oviem
jeho sinus je zdporny a museli bychom jej uvést se za-
pornym znaménkem, aby postupny pomér mél viechny
¢leny kladné. Je proto vyhodnéjsi do tohoto poméru
uvést uvaZované siny v absolutnich hodnotéch. To
jistd muZeme, protoZe nim v tomto pifpadd jde pouze
o velikosti uvedenych sin.

Véta 62. Méjme dvojici [AABC, NA,B,C,]eq podle
@ a necht poloméry krufnic opsanygch po fadé trojuhelni-
kam AABC, NQBC, NAQC a NAABQ maji velikosts r,
Tay 75, & T, POtOM je

rireiryir.=1: Sin « P — sin 8 :
gin ja — a'| * sin | — f|
,__smy
" sin jy — 9’|
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Dikaz. Na rozdil od dikazu véty 61 zde pouZijeme
véty 5. Jinak je dikaz uplnou analogif dukazu véty 61,
takZe neni nutno jej dopodrobna opakovat. Rozdil je
pouze v tom, Ze uhly («a — a), (8 —f') a (y — ') ne-
mohou mit absolutni hodnotu nikdy vé&t§i nei 180°,
Mohou byt ovSem ziporné, a proto jsou ve jmenovate-
lich v tvrzeni této véty uvedeny v absolutni hodnoté.
Na poloze pélu @ vzhledem k vnitfnim Ghlim AABC
zde nezdleZf.

Pro zvlddtni polohy péli P nebo @ dostaneme oviem
po vhodném dosazeni a tpravich vyrazy mnohem
jednodussi. )

Vita 63. Méjme dvojici [ ANABC, AA,B,C,]ep podle
S, kde 8 je stred krutnice NABC wonitt vepsané a necht
¥, T4 Ty, @ T, j80U veltkosti poloméra kruinic opsangch troj-
dhelntkam AABC, NSBC, NASC a AABS; potom je

. a . .
r:razrb:rc=1:2sm?:28m%:2smi2’--

Dikaz. Dosadme do vyrazu z véty 61 podle véty 17
naptiklad sin (a + «') = sin [a + 90° — %) =

= 8in [90° + —a-] = cos — . Potom oviem bude

2 2
pip =1 sin « 4. sina
. a'— . r 2 -_ = i
8in (a 4 a') «
cos2
a &
2 8in — cos —
2
=1:——2 =1:2sin—g—-
a 2
cos
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Stejnym postupem dojdeme i k imérdm

f:7'1,21:28in%; r:rc=1:2sin—;-,
takze platf
T R N A 1:2sin—;—:2sin—g—:2sin%-

Zbyvi jenom dodat, Ze v tomto vztahu nenfi nutné
uvadét hodnoty sinii v absolutnfch hodnotédch, protoZe
st¥ed kruznice uvnité vepsané leii vidy uvniti AA4BC,
takZe Zidny z uvaZovanych sini nenabude ziporné
hodnoty.

Bude-li pélem néktery ze stfedd kruznic AABC vné
vepsanych, jsou tfi moZnosti, naptiklad:

Vita 64. Je-li [ AABC, NA,B,C,) eq podle S,, kde S,
je stfed krufnice vné vepsané trojihelntku ABC proti
vrcholu A, je

p Y

A a
r.r,,.r,,.r,—l.2sm-2—.2cos?.2cos-§-

Dikaz. Zde oviem vyjdeme z tvrzeni véty 62 a dosa-
dime podle véty 23, kde

r—gr 2 p=b, ¥
Bude proto |a — a&'| = a—90°—% = %—90" .

V katdém piipadé je % < 90°, a proto sin |a — a'| =

cos —
- 2
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Po dosazeni a tpravé je jako v pfedeslé vétd

r:r,,=1:2sin—g—-

Dale v3ak je |ﬂ—ﬁ'[=(ﬂ—-% a [y—9y|=

y — —;—l , takZe musime dosadit sin|f—pg'| =

. . , .7
=sm—2—,sm[y——y|=sm—2—-
Je tedy
. 2:sin—-ﬂ—cosﬁ
sin f 2 2 i}
ror,=1: ﬁ=1:——ﬂ=1:2cos?
sin? sin—2—
a obdobné také
cp =1:cos L.
r.rc—l.cos2

Tim je dokdzina pravdivost jedné ze tfi mozZnosti.
Dalsf dvé vyjdou z cyklickych zdmén, a to:

Bude-li S, stied kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu B pdlem, bude

a .
r:ra:r,,:r,=1:2003?:2sm%:2cos%,
nebo
o .
r:r,,:r,,:r,=1:2005?:2cos%:2sm%,

kdyZ pélem bude 8, st¥ed kruZnice vné vepsané AABC
proti vrcholu C.
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Vezmeme-li v Gvahu vétu 52 a obr. 106, zjistime, Ze
dvojice [AABC, AAB,CiJep podle V a [AABC,
NA,B,C] eq podle V jsou z hlediska metrickych vztahti
zcela nezajimavé, protoze v tomto p¥ipadé kruzZnice
opsané NABC, AVBC, NAVC a AABV jsou navza-
jem shodnéaplatfr : 74 :7,: 7. =1:1:1:1 bez ohledu
na to, jde-li o trojihelnik ostroihly ¢&i tupoihly.

Zajimavéjsi je pfipad, kdy pélem je stfed kruZnice
AABC opsané.

Véta 65. Je-li dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podle O,
kde O je stted kruznice N\ABC opsané, potom je
1 . 1 . l . 1

"2cosa  2cosf  2cosy

TIrg Ty =

Dikaz. Vime, Ze relace p podle 0 je stfedovou soumer-
nostf, tedy shodnosti aproto o' =«, B/ =4, ¥y =».
Potom oviem a + a' = 2a, § + f' = 28, y-}—y = 2y,
takZe napfiklad

r-r—l-Sina— . sin a _
T T ein2 " 2sinacosa
1
=1:
2co8a’
neboli
1 11

Tila o le= s a 2cosf 2cosy

V téchto dvahich bychom mohli jedtd pokradovat tak,
Ze bychom odvodili i vzoree pro vypotet velikost{ stran
trojihelniku typu AA,BC nebo APB,C, & AABC apod.
Ve tietf kapitole jsme v8ak jiZ ukazali, Ze tyto trojihel-
niky jsou z dvojio navzijem podobnych, takie dobfe
vystaéime s dosud odvozenymi vzorci.
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Zpusob pouZiti téchto vzorch vysvitne z nasledujicich
ptikladi FeSenych tloh. _
P¥iklad 1. Je dana relace AABC p AA,B,C, podle P
takovd, #e AB =17cm, 4,B, =5cm, SACB =y =
= 64°. Vypoditejte:
a) velikost poloméru kruZnice opsané AABC,
b) velikost dhlu 9’ = <4,C,B,,
¢) velikost poloméru kruZnice opsané AABP,
d) velikost Ghlu ' = <ACB = XAC,B,
e) velikost strany 4.B, trojihelniku P4 B, p¥islusného
k dvojici [AABC, AA,B,C,] ep podle P.

Resent. a) Protoe je AB = 2rsiny, je . - AN
w

,__AB _ 7
~ 2siny  2.0,89 789

= 3,89 cm.

b) Podle véty 57 je A,B, : AB = sin 9’ : sin y, odkud

sin ' = Alb;;zmy _ 5.0,879 879 — 0,64190,

Tomu vyhovuji dva uhly a to: p' = 39°56’ nebo:
»' == 140°04’ (pFesndji 39°56'26", 140°03'34").

¢) Zde musfme rozliSovat dvé moZnosti:

I Jeli ' = 89°56, je y + ' = 103°566’, takie p +-
+ y' < 180° a pél P leif uvnitt AABC. V tom pifipadé
je podle véty 61

__rsiny , 3,89.sin 64°  3,89.0,89 879
"= Sin(y+y) sin103°56 0,97 058

7, == 3,60 [em].
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II. Je-li y' = 140°04’, je y + y' = 204°04’, takze
y 4+ 9 > 180° a pdl P lezi vné AABC. V tomto ptipadsé
je proto

rsiny . 3,89.0,89 879
sin(y +9) 0,40 780

d) V tomto piipadé stadi nahlédnout do tabulky 3,
abychom zjistili, Ze

1.7 =180°—(y + 5') = 180° — (64° + 39°56') =
= 75°04', coZ je soudasné i velikost < AC,B.

IL 7 = (y + ') — 180° = (64° + 140°04') — 180° =
= 24°04’, co? i zde je velikost xAC,B.

e) V obou ptipadech uZijeme vzorce

A.B, = 2rsiny’.

.3,60.0,64 190 = 4,62 [cm]
.8,58.0,64 190 = 11,01 [cm]

- 8,58 [em].

ro = —

I.A4.B, =
II. A.B, =
Piiklad 2. Do kruZnice k o poloméru r = 3,8 cm ve-
piSte trojihelnik, jehoZ strany maji velikosti v poméru
cos « : cos f: cos y, kde a + f + y = 90° jsou polovién{
velikosti vnitinfch dhld daného AKLM [KL = 6 cm,
LM ="7cm, MK = 8 cm]}.

Rozbor. Podle véty 58 je hledany trojihelnfk druhou
slozkou v relaci AABC p AA,B,C, podle S za pfedpo-
kladu, Ze 2a, 28 a 2y jsou velikosti vnitinich Ghla

AKLM ~ NABCNV AKML ~ NABCV ALKM ~
~ NABCV ALMK ~ AABCV AMKL ~
~ ANABCY AMLK ~ NABC.

Konstrukce. Sestrojime AKLM a jemu podobny
AABC tak, aby polomér kruZnice jemu opsané mél
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danou velikost 3,8 cm. Potom narysujeme AA,B,C,
z relace p podle 8, ktery jiz md pozadované vlastnosti.
Ditkaz spravnosti konstrukce je dan vétou 58.
Diskuse. Jak jiZz bylo v rozboru naznadeno, lze dvojici
ANABC a AKLM navzijem prifadit Sesti raznymi zpt-
soby. Odtud plyne, Ze tiloha ma Sest fesenf.

P¥iklad 3. Je dan AABC, jehoZ obsah mé velikost
P =256 m? a dva vnitfnf dhly velikosti « = 42°
p = 58°. Vypoéitejte velikost obsahu P, trojihelniku
A,B,C, zrelace AABC p AA,B,C, podle S. Ulohu Feste
nejdiive obecné, potom teprve dosadte podle zadani.

Redeni. Predevsim zjistime velikost Ghlu y = 180° —
— (a + p) = 80°.
Obsahy P a P, vyjadiime takto:

1 1
P = 5 ab sin y, P, = - a,b, sin 9’,  (4.3)

kde a, b, a, a b, jsou velikosti stran uvaZzovanych troj-
thelnfka.

Podle véty 58 je B,C, : BC =1: 25in — a odtud

2
BC, = 2% . (4.4)
2 sin —;i
Obdobné pak
AICI = ACﬂ . (4.5)
2 sin E‘
Soudasné je podle véty 17
y = 90° — % (4.6)
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Hodnoty (4.4), (4.5) a (4.6) dosadme do (4.3):

P, = 1 BC.40 sin [90° —l]-
2 2 sin —.2 sin ﬁ 2
2° 2
Protoze vSak velikosti stran BC a AC neznime, mu-

sfme se snaZit je ze vztahu vyloudit vhodnym dosaze-
nim. K tomu nidm dopomiife tato tprava vyrazu

sin [90° —%] = cos L., Vime, e sin y = 2sin ? cos L.

2 2" 2"
odkud cos 7 = 22 yy .
28111?
MaZeme proto psat
1 BC.AC .sin y
Py = B v’
2sm?2sm72sm—2—

a protoZe % BC.AC .siny = P, bude koneénd

P
.i._ﬂ;.z_
83m2sm2sm2

Tim je tloha obecné vyfefena. Dosadime-li podle za-
dénf, bude

P, =

P, =

256
8.0,35 837.0,48 471.0,64 279

— 286,5 m?.

Piiklad 4. Je dén postupny pomér velikost{ polomért
kruZnio opsanych dvojici [ AABC, AA,B,C,] €q podle



8, a k ni pfislusnym trojdhelntkim AS,B,C,a AA4:S,Cs,
a to:

rirgimy =u:v:¢ kde u, v, { jsou &isla pFirozena.

a) Dokazte, Ze danou sloZenou timérou je jednoznaéné
urden i &tvrty ¢len postupnych poméri na obou stranach
timéry a stanovte podminky ¥eSitelnosti.

b) Na zikiadsé vysledku tdlohy a) ukazte, Ze ve zvlist-
nim pifpadé, kdy r =10 a % :v = 3 :2 je dand dloha
jednoznaéné, pravé kdyz » = 3. Tento pFipad Feste po-
detné!

Redent. a) Ptedeviim platf podle véty 64
B Y

1 .
r:r.,:r,,:rc=—2-:sm—02‘—:cos—2—:cos—2—- (4.7)
N\

Dany postupny pomér « : v : { upravime tak, aby prvn{
Slen byl % . Proto_cely pomér vydélime é&islem 2, o kte-
rém ze zadanf vime, %e je rizné od nuly. Soudasné do-
plnime é&tvrté ¢leny obou postupnych pomérd v dané

timeéfe, a to na levé strané 7, na pravé strané z. Po téchto
upravach dostaneme:

1l.v ¢t .=
2 2u 2u 2u

Porovnime-li nyni pravou stranu vyrazu (4.8) s pra-
vou stranou vyrazu (4.7), vidime, Ze jo

L-—sini- -‘—_‘COS£° i—cosl.
2u 2’ 2u 2’ 2u 2

FiTg Ty, = (4.8)

Tfm jsou velikosti hli «, 8, y urdeny,a to jednoznaéns,

protoZe je % < 90° A % < 90° a pifsludné kosiny jsou
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kladné a ani — nemiie byt vétii nez 90°. ProtoZe pak

2
y = 180° —(a + B), zndme i z=2u.cos%-

Prvni ¢ast dukazu je provedena.

Déle vime, Ze absolutni hodnoty sinu a kosinu jsou
mensf nez 1,

Je proto:

_v_<1 = O<—v—<1,neb01i0<v<2u,
2u 2u

el 0<-t < 1,neboli0 << 2u.
2u 2u

(4.9)
Musime ovSem vzit v Givahu i to, Ze A4,B,C, je tupo-

uhly, protoZe podle véty 23 je zde a’ = 90° + —, takie

B+ <90 = ﬁ + Y < 90°. To viak zZnamens, Ze
ﬂ

aspori jeden z ihlu 5 nebo - ]e mensi nez 45°. MaZeme

predpokladat, Ze je to napi'l'kla,d dhel % Potom jeho
kosinus bude vétif neZ cos 45° a plati:

cos%-——;;>v22 =>t>ul2.

Tim se interval (4.9) jesté vice ziZf a bude uv2 <t <
< 2u, coz je hledana podminka.

b) Dosadime-li » = 3, je v = 2 a potom 3)2 < ¢ <
< 6, tak¥e ¢t = 5, protoze podle zadanf je ¢ pfirozené
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éislo. Dosadime-li vSak » = 6, potom » = 4 a ¢ nabude
hodnot 9, 10, 11, takZe tloha uZ neni jednoznadna.
Je-li tedy » = 3, v = 2, ¢ = 5, bude:

= 0,83 333 a odtud § = 67°06’,

takie y = 74°48’,

Nyni jiZz maZeme uréit i velikost &sla z, nebof z =
= 2u.cos8 % = 6.cos 37°24" == 4,77.

Velikosti jednotlivych poloméra dostaneme ze vztahu
1

T iV T ——'s'ni'cos—'cosl
-a-b-c_2-12- 9 ° 2
Prvni &len postupného poméru na levé strand ma byt
10. Proto postupny pomér na pravé strané rozsifime 20,
takZe r irg iy 7, = 10: 20sm§ 20 cos - ﬂ 200033—
= 10:6,67 : 17,67 : 159, neboli » = 10, r,, = 6,67,
r, = 17,67, r, = 15,9.

Priklad 6. Do kruZnice k = (0; 10) je vepsana dvojice
[AABC, ANA,B,C,] ep podle O takova, Ze polomér kruz-
nice opsané AQBC m4 velikost r, = 12, polomér kru#-
nice opsané AAOC velikost r, = 15. Vypotitejte veli-
kosti stran a vnitinich Ghld v trojdhelnicich ABC
a ABC, kde AABC je ze sloZzené relace [ AABC, AABC]
€p O p podle O.
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EBedent. Nejdive zjistime velikosti vnit¥nich whla
AABC uZitim véty 65. Je-li podle této véty napiiklad

1
rife = .m, bude cos a = 2.
r
a obdobns = ——-
dobné cos o

Dosadime-li podle zadani, bude

10 5 00070
COSa—-ﬂ—-—ﬁﬁa—65,2232,
10

cos f = = —;- = f = 70°31'43".

30
Tim je déna i velikost t¥ettho dhlu, y = 44°05'45".

Velikosti stran AABC vypoditdme ze vzorci a =
= 2r 8in «, b = 2r sin f, ¢ = 2r sin y. Piislusné hodnoty
jsou:

a=18,2; b= 18,6; c = 13,9.

Znime-li velikosti vnittnich thld A ABC, znéme i ve-
likosti vnitfnich dhla A4,B,C, z;relace p podle O, ktery
je shodny s AABC, a tedy i velikosti vnitinich dhla

AABC, protoZe podle véty 14 je naptiklad

= 180° — (« + o) = 180° — (« + a) =
= 180° — 2& = 49°14'56".

A

Potom také
B = 180° — 28 — 38°56'34",
y = 180° — 2y = 91°48’30".
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Konednsd jsou velikosti stran AZPﬁ
@ = 2rsin & == 15,2, b = 2r sin § = 12,6,
¢ = 2rsiny = 20,0
(zaokrouhleno na 3 pl. c.).

Priklad 6. Je dan AA.B.V [A.B, = 6,4; B,V = 8;
VA, = 4,8] ptislusny k dvojici [AABC, NA,B\,C|]lep
p podle V. Uréete ptiblizné velikosti stran AABC, jeho
vnitinich Ghli a poloméru kruZnice jemu opsané.

Redent. Zde je dobte si uvédomit, %e o velikostech stran
daného trojihelnfku plati

82 = 6,4% - 4,82 = 40,96 - 23,04 = 64.

Trojihelnik 4.B,V je tedy pravodhly s pravym Ghlem
pfi vrcholu 4,. Tim je dana i velikost poloméru kruZnice

1
opsané r = > VB, = 4 a velikosti sini obou ostrych

uhld

. 4 ' ’
sin p =6T=0,8=>y == 53°08’,
: ’ 4’8 ) e !
Slnﬁ =—8—=0,6=>ﬂ :36°52.

Dile jiz musfme rozliSovat dvé odliéné situace.
a) Bude-li AABC ostroihly, bude se dal§i vypodet
Fidit v8tou 33, takZe
a' =180° — 2a = a = 90° —

a' °
5 = 45°,
y = 180° — 2y =y = 90°—% = 63°26/,

B = 180° — 28 = f = 90° —”7 = 71°34",
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Potom zndme i velikosti stran A ABC, nebot:
@ = 2rsin a = 8.0,70 711 = 5,7,
b =2rsinf =8.0,89 411 = 7,2, ‘
¢ = 2rsiny = 8.0,58 952 = 7,6.

b) Bude-li AABC tupothly, musime k vypodtu uzit
véty 34, a proto

=2 > a=-> = 45°,

B =28=p =" = 2684,

o™ o

’

y = 2y — 180° = y = 90° + 7; = 108°26'.

Také zde jiZ zname velikosti stran A ABC, nebot:
a =2rsina =8.0,70711 =57,
b =2rsinf = 8.0,44 724 = 3,6,
¢ =2rsiny = 8.0,58952 = 7,6.

Moznosti, jak zadat tlohy uréené k numerickému Fese-
nf, jsou zde velmi pestré, jak ostatnd ukazuji i cvideni
navazujici na tuto poslednf kapitolu.

Cvideni

‘i/ Jeo dén polomér r = 5,2 cm kruznice opsané A ABC, veli-
J kost jeho strany AB = 6,7 cm a velikost uhlu ¢’ =
= XA,0,B, = 37°24' v AA B,C, z relace AABCp
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P AA,B,C, podle P.Uréete velikosti dalsich prvkdy, a to:

a) dhlu y z AABC,

b) strany 4,B, z AA,B,C,,

c)ihlu yz AABC vrelacipops AABC,

d) poloméru 7, kruznice opsané AABP,

e) strany ABv AA.B,P z trojice ptisludné k relaci p
podle P.

2, Odvodte vzorec pro vypodet velikosti obsahu AABC,
jsou-li dény velikosti poloméru kruZnice jemu opsané
a vnitfnich 1hli. Tento vzorec potom upravte pro vypodet
velikosti obsaht trojihelnikd AA,B,C, nebo AA,B,C,
z relaci p nebo ga trojihelniki z trojic ptisludinyoh k témto

. -, relacim.

\%‘)Do kruZnice k = (0; 5,8) je vepsén AABC s vnitfnimi

,/ Ghly velikosti a = 72°39‘, B = 46°23'. Urdete velikosti
stran AA,B,C, z relace p podle S.

4. Uréete velikosti obsahti obou sloZek z relace AABC p
p NA,B,C, podle S, kdyz AB = 9,4 cm, BC = 5,6 cm,
JXABC = 112°. ,

8. Jeddn AEFG vepsany do krunice k = (O; 7,2) s vnitini-
mi dhly velikosti XEFG = 82°, X FGE = 58°. Urdete
velikosti stran E,F, a E,G, i ihlu I F,E,G, v trojihelniku
E,F,G,; z relace q podle S, a jeho obsah.

6. Trojuhelnik 4,B,C, z relace AABC q AA,B,C, podle S,
m4 rozméry 4,B, = 4,6; B,C, = 9,2; C,4, = 5,6. Uréete
velikost poloméru r kruznice opsané A ABC.

7. Strany A ABC maji velikosti v poméru 7 : 9 : 8. Urdete
pfibliZny pomér velikosti stran A A,B,C, z relace [ AABC,

.. AA,B,C,]Jep podle V.

6&. Trojihelnik ABC s vnitfnimi dhly dané velikosti a = 42°,

LB = T4° y = 64° mé obsah P = 200. Urdete velikost
obsahu AA,B,C, z dvojice [ AABC, AA,B,C,]1€p podle
V. Nejdiive udejte obecny vzorec.

9. Je din AEFG [EF = 50 mm, FG = 70 mm, GE =
= 100 mm]. Urdete velikosti stran AE,F;@; z relace
AEFG q AEF,G, podle V.

10. Jsou-li velikosti vnitfnich dhld v AABC v poméru
3 :4: 5 a velikosti vnitfnich dhla 4,B,C, z relace p podle
P v pomédru 7:8:9, urdete velikosti vnitinich 1ihli

AABC ze slotené relace p o p podle P a pomdr jejich
velikosti.
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11.

12,

18..

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Je déna dvojice [ AABC, AA,B,0,]1€p podle O vepsang
do kruZnice & = (0; 7,2) s vnitfnimi dhly ¥ABC = 78°,
JCAB = 46°. Vypotitejte velikost obsahu AABC ze
slozené relace p o p podle O. Udejte obecny vzorec pro
dané r, a, f.

Dané trojubelniky AABC [AB = 8 cm, BC = 6,5 cm,

JABO = 70°]a AAB,P[A.B. = 5,8 cm, B,P = 6,9 cm,

JAB,P = 48°] jsou z relace AABC p ANA,B,C, podle P

a k ni pfisludné trojice trojuhelnikii. Urgete velikosti stran

AA,B,C,.

Do kruzpice & = (0; 6,4) jo vepsdén A ABC s vnitinimi

thly velikost{ & = 76°28'35%, § = 41°32'63". Uré&ete veli-

kosti poloméri kruzZnic opsanych trojahelnikim AOBOC,

AAOO, AABO.

Znéme-li v relaci [ AABC, AA,B,0,]€p podle P velikost

poloméru spoleéné kru¥nice opsané r = 8,3 cm a velikosti

ihla g = 42°36', f' = 71°18’, miZeme uréit velikosti

a) stran AC a A4,C,,

b) poloméru ry kruznice opsané A APC,

c) strany A;Cp v AApPC, z trojice k dané relaci pFislus-
né; naznadend vypolty provedte.

V dvojici [ AABC, AA,B,Pleppodle C, pi#isluiné

k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle P znédme:

A.B, = 5,6 cm; < A,PB, = 48°12’; AB = 4,2 em. Urdete

velikosti 7, r,, XBCA.

Uréete polohu pélu @ v relaci AABC q AA,B,C, podle Q,

je-li dén postupny pomér velikost{ poloméru r:7,:7p:

17, =3:4:5:6 a velikosti dhli & = 42°, § = 26°.

Jsou-li 7, r4, 1y & 7, velikosti poloméra kruZnic opsanych po

fadd trojuhelnikim AABC, ASBO, AASC a AABS

a velikosti vnitfnich dhld AABC «, , y, potom je:

riirdirfird =
= 0,26 : (1 —cosa): (1 —cos ) : (1 — cos y).

Dokaizte!

V pravoihlém AKLM mé jeden vnitini iihel velikost 30°.
Dokazte, %e ze &tvetfice poloméri kruZnic opsanych po #addé
trojdhelnikim AKLM, ASLM, AKSM, AKLS majf
prévé dva shodné velikosti.

Je dén AABC [AB=17; BC=15; CA=26] a pél Q



[BQ = 9; CQ = 10; Q€ BCA*. Urlete velikosti vnitfnich
1vhla AA4,B.C, 7 relace AABC q AA,B,C, podle Q.

20. V dvojici [AABC, AA.B,C;]leqpodle @ je AA,B,C,
rovnostranny, vepsany do kruZnice & = (O; 7 m). Urdete
velikosti tsedek AQ, BQ a CQ, vite.li, 2e vnitin{i Ghly

’ AABC maji velikosti a = 40°, § = 80°.

21. Do kruZnice k = (O; 18) je vepsén A ABC s vniténfmi Ghly

= 43°; y = 67°. Uréete co nejjednoduseji velikosti obsa-
hu v8ech t# trojihelnfki A 4,80, AAB,C a AABC, pii-
sludnych k relaci [ AABC, AA,B,0,]1€p podle O.
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