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DODATEK

Vybér pojmu a vztahi z projektivni geometrie
pouZitych v textu

Délief pomér. Jsou-li 4, B, C tfi rizné body na téze
pfimce, potom délicim pomérem nazyvame reilné é&islo

A=(ABC) =‘;—g, které je kladné, kdyZz bod C je

vnéjsi bod tdsedky AB, a zaporné, kdyz bod C je jeji

vnitinf bod. Toto &slo je ovéem rizné od nuly i od jedné.

Na obr. D1 jsou zobrazeny oba uvedené pipady

8 naznakem konstrukce bodu C k dané tsedce AB pro
4 4

délicf poméry 4, = 5 g = ——-

3
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Dvojpomdr. Jsou-li 4, B, C, D &tyfi navzajem rizné
body na téZe pfimce, potom dvojpomérem nazyvime real-
né ¢islo
6=(ABC’D)=(ABC) AC AD  AC.BD

(ABD)~ BC "BD ~ BC.4AD'

3 4 .5
o O o
A B C D
Obr. D2

Na obr. D 2 je naptiklad 4B = 3; BC = 4; CD = 5;
je tedy:
. _(ABC) _AC AD _
6_(ABOD)_(ABD)—_B—C—'75_
_AC.BD 7.9 21
~ BC.AD ~— 4.12 16

nebo
_(ACB)y AB AD
(ACBD)= 4Dy =CB ' CD —
.8 12 5
T —4°'5 16
atd.

Z ukazek je zkejmé, %e pii diselném vyjadteni dvoj-
poméru je nutno vzit v Gvahu smysl jednotlivych tsedek.

Projektivni &tvefice bodd a p¥Himek. Jsou-li dvé &tvefice
bodi na riznych p¥{mkéch nebo i na téze piHmce umists-
ny tak, %e je (4 BC D) = (K L M N), nazyvéme tyto
Stvefice projekitvnims, coi znamend, Ze jsou téhoZ
dvojpoméru. Projekiivnimi nazyvime i &tvefice pfimek
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z danych svazki, které témito dtveticemi bodd procha-
zeji.

Proto piSeme obdobné jako u projektivnich é&tvefic
bodii rovnost:

(@becd) =(klmmn).

A\

Obr. D3
Oba vztahy jsou zobrazeny na obr. D 3, kde je AC =
=40; CB =30; BD =50; KM = 45; ML = 103,
450 19
LN = o
Dosadime-li tyto velikosti, dostdvame:
(ABCD)=—4; (RLMN)=—-

Soudasnd pak ve svazcich S, a S, platf:
(@abecd) = (klmn).
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Véta L. Jsou-li a, b, ¢, d &tyFi navzdjem razné primky
tého# svazku, potom protinaji kaidou pFickw svazku ve
Ctvefict bodw téhoZ dvojpoméru, tj. projekiivnt.

Obr. D4 ~

Dakaz. Na obr. D 4 vidime &tyfi pfimky svazku S
protaté pti¢kami ve étveficich bodd 4, B, C, D a K, L,
M, N. Mime dokazat, e (K L M N) = (A B C D).

Body L a B vedme rovnobézky s pfimkou SD a oznaé-
me jejich prusedfky s pfimkami svazku K,, K,, M,, M,
jak je patrno z obrazku.

Nynf je pfedeviim

BA BK, BC BM, .
D4 S DS’'DC” DS’

a proto
BA BC BK, BM, BK, . (1)
DA "DC DS DS ~ BM,
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Déle pak
LK LK, LM LM,
NK NS’ NM - NS

a proto
LK LM LK, LM, LK, ()
NK "NM ~ NS NS LM,
) BK, LK,
ProtoZe je K\ M, || K, M,, plati B, ~ Ii,’ a do-

sadime-li sem podle (1) a (2), bude

BA BC LK LM
DA “DC = NK 'NM°

neboh (A BC D)= (KLMN).

Perspektivnf &tvefice bodi a pFimek. Jsou-li dvé navza-
jem rizné dtvefice bodi na dvou piimkich umfstény
tak, Ze dvojice sob® odpovidajicich bodu leZi na pf¥im-
kach téhoz svazku, Fikdme, Ze jsou perspektivni. Na obr.
D 4 jsou to &tvefice (4 BC D) a (K L M N). Z toho je
zfejmé, Ze viechny perspektivni étvefice bodu jsou také
projektivni, jak o tom svéddi véta I, aviSak ne kazdé
dvé &tvefice projektivnf jsou i perspektivni, jak ukazuje
napifklad obr. D 3.

Véta II. Jsou-li dvé étverice boda projektivni a soudasné
majt jeden bod spoleény, jsou perspekiivnt.

Ditkaz provedeme sporem.

Na obr. D5 je podle pfedpokladu (4 BC D) =
= (KL MN) a soudasnd K = A. Necht piimky BL
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a CM nejsou rovnobéiné, tak¥e se protnou v bodé S,
a necht pf{mka SD protne piimku KN v bodé N’. Pied-
poklddejme, Ze body N a N’ jsou riizné. Potom oviem
plati podle véty I, Ze &tvefice (4 BC D) = (K L M N')
jsou projektivni, takZe i étvetice (K LM N)a (KL M N’)
jsou projektivni a neni mo#né, aby body N a N’ byly
rizné.

Obr. D5

Je-li vSak N = N’, potom d&tvetice (A BC D) =
= (K L M N) jsou perspektivni, nebof podle pFedpo-
kladu je také K = A.

Perspektivnimi pak nazyvame takové dvé &tvefice
piimek ze dvou navzijem riznych svazki, které proms-
taji étvefici bodd na téZe ptimce. Perspektivni jsou na-
ptiklad étvetice (a b ¢ d) = (klm n) na obr. D 6, nebot
ob& promftaji &tvetici bodd (4 BC D) a 8, # 8,.
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Véta II1. Jsou-li dvé projektivnt EtveFice primek umibsté-
ny tak, Ze jedna dvojice sobé odpovidajicich pFimek splyjvd,
jsou tyto Etverice perspektivni.

Dikaz. Na obr. D7 jsou zobrazeny &tvefice piimek
(@becd)a (k1mn), o nichz pfedpokladame, Ze jsou pro-
jektivni, a soudasné je @ = k. Snadno uréime body
B=®BN1),C =( m) a pfimku BC, na niZ pak lei{
bod 4. Pfedpoklidejme dile jestd, Ze pfimky d a n se
protnou v ndjakém bodé D, ktery neleZf na piimce BC.
Bud déle D, = (d () BC) a m' = §,D,. Podle véty I jo
(4 BC D,) = (4 BC D,), takie body D, a D, splyvaj,
a protote je D € =8,D,, splyvaji i body D a D,. Bod D
tedy nemuZe leZet mimo p¥imku BC & uvaZované &étve-
Fice pfmek jsou perspektivni, tj. odpovidajicf si pfimky
se protinajf na piimce BC.

Vita IV. Vita Desarguesova o trojihelnicich. Jsou-ls
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trojdhelntky AABC a AKLM wumistdny v téie roviné
tak, Ze primky AK, BL a CM prochdzejt tymz bodem 8,
potom se sobé odpovidajici sirany trojuhelnika, tj. [AB,
KL}, [BC, LM] a [CA, M K] protinajt v bodech téze prim-
ky. -

Dakaz. Na obr. D 8 je podle véty I (4 DC H) =
> «>
= (K N M H), a proto jsou &tvefice piimek (BA BD
> > > > > >
BC BH) a (LK LN LM LH) projektivni. Soudasné
pfimky BD a LN splyvajf, takze uvedené &tvefice p¥i-
mek jsou perspektivni podle véty III. To znamen4, Ze se
sobé odpovidajici pfimky protinaji v bodech Z, F', G a H.

Harmonicki &tveFice bodii a primek. Lezi-li body
A, B, C a D na téze p¥imce tak, Ze plati (4 B C D) = —1,
nazyvéme takovou tvefici bodit harmonickou. Rikime
také, Ze body C a D déli usetku AB harmonicky. Kon-
strukei harmonické &tvefice k dané tsedce AB a délici-

a

mu pomséru kde a, b jsou velikosti danych usedek,

'b_,
ukazuje obr. D 9.
Q
l—b———i
A
N
\ It N °
\ \\\ S
a \\ ~ .-\\\
\ -
AY -~
A S—
A C\ b/ B D
\ -
/\ Obr.D9
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Ziejms tu je g—g = ——%—A%—g— = % takde
uBopy~AC,AD _—a @

BC BD b b

Obdobné nazyvame &tvefici pfimek téhoz svazku
harmonickou, jestlize promitd harmonickou &tvefici bodi
na piimce. Jinak také nazyvame takové piimky ,har-
monicky sdruZené”. Ctvefici harmonicky sdruZenych
piimek ukazuje obr. D 10.

Obr. D10

Véta V. Jsou-li poloprimky a, b ramena daného dhlu,
poloprimka ¢ jeho osou a polopfimka d osou 1thlu k nému
gedlej&iho, potom pfimky a, b, ¢, d tvofi harmonickou

tvefice.
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Diikaz. Na obr. D 11 jsou v trojihelniku ABC thly
ACB a ACM fthly vedlej§f. Soudasnd je AC = MC
a CE = MA. Bod E le#i na strand AB tak, Zze CE je
osou ACB, bod D tak, ¥e CD je osou ACM. Je-li dile

Obr. D11

CN = CM, je DC = AN. Z téchto predpokladi pak
plyne:
BE _ BC _ BC BD _ BC _
EA-CM = 4cMNap = nNC ~T

Ziejms jo tedy %:—%a odtud (B4 E D) = —1.
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SdruZené pély. V kruZnici £ = (O; r) na obr. D 12 je
AB prumér a bod @ na prodlouZeni priiméru AB za
bod B.

Teény vedené z bodu @ ke kruZnici k se této kruZnice
dotykaji v bodech T a 7T". Oznaéme P prisetik p¥{mek
AB a TT'. Takto sestrojenou dvojici bodi P a  nazy-
vame sdrufenym: pdly, pfimku TT’ polidrou bodu @
a piimku p | AB jdouci bodem @ polirou bodu P
vzhledem ke kruZnici k.

Obr. D12

Véta VI. Méjme kruznici k = (O; r), jeji praimér AB
a na pFimce AB dvojici sdrufenyjch pdli P a Q vzhledem
ke kruznici k.

Potom je (A BP Q) =—1, tj. sdrufené pély P a Q
délt pramér AB harmonicky.

Dikaz. Na obr. D 12 je <@QTB tsekovy thel piisluny
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k oblouku 7'B, takie je <QTB = XTT'B = XBTT',
¢ili poloptimka TB je osou <XQT7T'. Protoie podle
Thaletovy véty je BT | TA, je T'A osou ihlu vedlejstho
k xQTT’, takie podle véty V tvofi polopiimky 74,
TP, TB a TQ harmonickou &étvefici. Odtud pak plyne
piimo (4 BP Q) = —1.

Vita VII. Je-li bod Q bodem vnéjsi oblastt kruinice k =
= (0; r) a pFimka p jeho poldrou vzhledem ke kruinici k,
potom tato poldra je mnoiinou bod, které spolu 8 bodem Q
délt harmonicky kaZdou pFimku jdouct bodem Q a proti-
najict kruZnici k ve dvou bodech.

Dikaz. Na obr. D 13 je AB primér kruZnice k a P, Q
sdruZené pély lezici na p¥imce AB. Bodem @ je vedena
pfimka, kterd protina kru?nici £ v bodech 4’, B’ a poldru
bodu @ v bodé P’. Podle véty VI je (A B P Q) = —1,

9 obur.DI3
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takZe &tvetice polopiimek A'Ad, A'B, A'P a A'Q tvoi{
harmonickou &tvefici. Soudasné je BA” | A’A, a proto
A'B je osou XB’A’A,, kde A, je priseéfk polopfimky
A'P s kruinici k. To vSak znamena, Ze oblouky B'B
a BA, jsou shodné a pfimka QP je osou vhlu B'PA,.
Protoze je QP | PP’, je PP’ osou <XB'PA’ vedlejsiho
k XB'PA,. Proto také polop¥imky PQ, PB’', PP’ a PA’
tvo¥{ harmonickou &tveficia je (A BP Q) = (A’ B' P’ Q)

=1,

Z véty VII vyplyva konstrukce polary, pfi ni% nenf
nutno rysovat teény z pélu @ ke kruZnici k. Postup je
zfejmy z obr. D 14.

Danym pélem @ vedeme setny kruzZnice k, které tuto
kruZnici protnou napi¥iklad v bodech 4, 4,, B a B,. Pri-

Obr.D 14
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seéfk ptimek AB a 4,B, bud C,, pfimek AB, a BA, bud
Co. Piimka C,C; je jiz hledanou poldrou. Stadi oviem
najit jenom jeden z boda C, nebo Cy, protoZe, jak vime,
je CoCy L PQ.

Spravnost této konstrukce snadno dokdzeme. Je-li
totiz podle véty VII (4 4, A4, Q) = (BB, B, Q) = —1,
kde A, a B, jsou prisetiky pfimek AQ a B s polirou,
jsou &tvetice bodi (4 A, 4, Q) a (B B, B, Q) projektivni
se spoleénym bodem ¢, tedy perspektivni, tj. pf{imky
AB, A\B,, A,B, a QC, prochizejf jednim bodem, tedy
bodem C,. Pravé tak ptimky 4B,, A,B,, B4, a QC; bo-
dem Cj,.

Zavérem jo tfeba pfipomenout, Ze véta VII platf
i tehdy, kdyZ zaménime sdruZené pély a poliry. Na obr.
D 15 jsou P a @ sdruZené pély, p, q ptislusné polary. Dile
vime, Ze (4 B’ P’ Q) = —1. Z predchazejictho dikazu
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pak vyplyva, Ze pHimky p, BB’ a g jsou navzijem rovno-
béiné, takze jo
(ABPC,) =(4B P'Q),

¢ili: Kazd4 piimka vedend bodem leifcim na polife ¢
a prochazejicf sdruZenym pélem P je pruseéiky s krui-
nicf k, pélem P a bodem na polife C, délena harmonicky.
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