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111. CAST

POUZITiI RETEZOVYCH ZLOMKU

16. RESENf KONGRUENCE
ax = b(mod m)

Dfive nezZ se pustime do nasi ulohy, fekneme si par slov
o kongruencich. Nebudeme vytvafet Ziadnou teorii; jde
ndm jen o to, aby ¢tendf mohl s vétSim pochopenim
sledovat vyklad o feSeni linearni kongruence ax=
= b (mod m). Nebudeme dokazovat vSechny mozné véty
o kongruencich, nybrZ jen ty, které budeme v dalSim
vykladu potiebovat. (Ostatné ditkaz nékolika jednodu-
chych vét pfenechdme ¢tenafi za cviceni. Viechny se doka-
zuji bezprostfedné z definice kongruence.)

Budte a, beZ, meN, m=2; jestliZe plati
mla—b,

tj. jestliZe existuje feZ takové, Ze

a—b=mt,
piSeme

a=b (mod m) (1)

a ¢teme a je kongruentni s b podle modulu m.
Tedy napf. 25=11(mod 7),
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38= 3(mod5),
12= 4(mod 8).

Véta 1. Kongruence mezi dvéma Cisly a, beZ je ekvi-
valence v Z, tj. pro kaZzd4 tfi a, b, ce2 plati

(a) a=a (mod m),

(b) jestlizZe a=b (mod m), pak b=a (mod m),

(c) jestliZe a=b (mod m) a zdroveri b= c (mod m),
pak a=c (mod m).

Vlastnosti (a) se fika reflexivnost, (b) symetri¢nost, (c)
tranzitivnost kongruence.

To, Ze bindrni relace =je ekvivalence, se oviem proje-
vuje tak, Ze v Z existuje k relaci = pfisludny rozklad na
tfidy ekvivalence, kterym v tomto pfipadé fikdme zbytkové
tridy, aplnéji zbytkové tfidy (mod m); jsou totiZ uréeny
modulem m. Zbytkovych tfid (mod m) je pravé m. Ozna-
éime-li je Zo,2,,...,Zmn-1, jsou to tyto mnoZiny C¢isel
vzdjemné kongruentnich (mod m):

Z={.,-3m,-2m,-m,0,m,2m,3m, ...},

Zi={...,-3m+1,-2m+1,-m+1,1,m+1,2m+
+1,3m+1,...},

Zo={.,-2m—-1,-m-1,-1,m-1,2m-1,...}.

Protoze Z,,Z,, ..., Zn- jsou tHidy ekvivalence mnoZiny
Z, plati:

120



(a) ZUzU...UZn1=2,

(b) Z.(\Z.=0 pro kaZda dvé m, neN,, m# n.

Odtud: KaZdé &islo a €Z patii pravé do jedné zbytkové
tiidy (mod m).

Priklad 1. Budiz m=3. Zbytkové tfidy oznaime Z,,
Z,, Z,.
Jsou to tyto mnozZiny:

Z={...,—6,-3,0,3,6,...},
Z,={.,-5-2,1,4,7,..},
Zz={..., —4, —1, 2, 5, 8, }

Indexy u oznaleni zbytkovych tfid, totiz ¢isla
0,1,...,m—1, volime tak, Ze je jednak 0OeZ,,
leZ,,...,i€e2;,... m—1€eZ,_, a jednak tak, Ze jsou to
v piislus$nych zbytkovych tfidich nejmensi nezdporna &isla.
Mnozina &isel {0, 1, ..., m—1} se nazyva dplnd soustava
nejmensich nezdpornych zbytkd (mod m) a kazdé d&islo
a e€Z je kongruentni (mod m) pravé s jednim &islem této
soustavy, zatimco Zidna dvé disla této soustavy nejsou
kongruentni (mod m).

Pro¢ vlastné mluvime o zbytcich a zbytkovych tfidach?
Pfipomefime si algoritmus déleni v Z pro &isla aeZ, meN,
mZ2:

2 a=mq,+n, 0=n<m.
Miize tedy zbytek r eN, nabyt privé jedné z hodnot
0,1,...m-1.
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Véta 2. Jestlize

a=b (mod m)

c=d (mod m),
pak také
a+c=b+d (mod m),
ac=bd (mod m).
Disledek. Plati
c=c (mod m)
(reflexivnost kongruence) pro kazdé ceZ, a tedy, plati-li
a=b (mod m),
pak plati také
a+c=b+c(mod m),
ac=bc (mod m)

pro kazdé ceZ.
Ze vztahu (1), tj.

a—b=mt pro teZ,
okamzité plyne
a=b+mt. 2)
Ziejmée je
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mt=0 (mod m)
pro kazdé teZ, tedy také
0=mt (mod m)

(symetri¢nost kongruence), a jestliZe tuto kongruenci pfi-
éteme podle véty 2 ke kongruenci

a=b (mod m),
dostavame kongruenci
a=b+mt (mod m). 3)

Kongruence (3) a rovnost (2) maji stejny vyznam pfi
zapisovani feSeni linedrni kongruence.
Druhé tvrzeni disledku véty 2 mluvi o tom, Ze obé strany
kongruence
a=b (mod m),

tj. obé &isla a, b € Z, Ize vynasobit libovolnym celym &islem,
aniz se tim porusi platnost kongruence.

Z platné kongruence
25=11(mod 7)
dostivame tedy napf. tyto platné kongruence:
50=22 (mod 7),
100=44 (mod 7),
—-25=-11 (mod 7).
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S délenim kongruenci jsou viak potize. Vezméme plat-
nou kongruenci

12=4 (mod 8)

a délme obé strany kongruence tak, jako jsme je doposud
nasobili. MiZeme je délit Etyfmi:

3=1 (mod 8);

tato kongruence viak neplati.
Pro déleni kongruenci plati sloZitéjsi véta.

Véta 3. Necht plati
a=b (mod m).

Necht dile
(a) existuje deN, pro které d|a, d|b, d|m. Pak plati

d d )’

(b) existuje deZ, pro kteréd|a, d|b, ale neplati d|m.
Pak plati

‘—353 (mod m).
Ptiklad, ve kterém jsme ob€ strany kongruence
12=4 (mod 8)
délili &étyfmi, se tedy mél poditat podle véty 3(a), tj. méli
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jsme délit €tyfmi i modul. Skute¢né tak dostdvame platnou
kongruenci
3=1 (mod 2).
Vztah (3) ma ph feSeni kongruenci dilezity prakticky
vyznam. Dovoluje ndm totiz zmensit Cisla v dané kon-
gruenci. UkaZeme si to na pfikladu:

38=3 (mod 5).

Na levé strané kongruence miZeme pfiist (—6)-ndsobek
modulu:

38—6.5=3 (mod 5)
a dostavime kongruenci s mensimi &isly
8=3 (mod 5).
Kongruenci
ax=b (mod m) 4)

nazyvime linedrni kongruenci s nezndmou x; a, beZ,
meN, mZ2. Cela &isla x, kterd vyhovuji (4), jsou feSeni
kongruence (4). JestliZe takové x existuje, pak jich existuje
nekone¢né mnoho a dostaneme je podle (2) nebo podle
(3). Budeme viak vidy vybirat takové feSeni xo, které je
prvkem udplné soustavy nejmenSich nezdpornych zbytkd
(mod m). Takovych x, neni ovéem nekone¢né mnoho.
Uvidime, Ze to nikterak neznamend, Ze by kongruence (4)
méla jediné takové feleni, ale Ze je jich koneény pofet
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(jestlize koneénym poctem feseni nazveme také 0 feSent, tj.
Zadné feSeni).
Nez toto vSechno dokdZeme, zabyvejme se nejprve jed-
nodussi kongruenci
x=b (mod m), (5)

kterou dostaneme z (4) pro a =1. Ale x= b (mod m) je uz
svym vlastnim feSenim. Podle (3) miZeme psat

x=b+rt (mod m),

kde ¢ je libovolné celé &islo ; to md podle (2) ten vyznam, Ze
je

x=b+mt.
Kongruence (5) ma tedy vidy nekonecny pocet feSeni.
Vhodnou volbou reZ dostaneme feSeni x,, které je
prvkem mnoZiny {0, 1,...,m—1}. Obecné feSeni se
z tohoto x, ziska prictenim mt, te Z.

Priklad 2. Re$me kongruence

(a) x=5(mod 11),

(b) x=22 (mod 3),

(c) x=—4 (mod 20),

(d) x=-10 (mod 10).

Reseni jsou po fadé: (a) xo=5, (b) xo=1, (c) xo=16,
(d) x=0.

Nyni se obratime k feSeni kongruence (4). MiiZe nastat
nékolik pfipadi.
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Véta 4. Nechf v kongruenci (4) plati:

(1) Nejvétsi spolecny délitel &isel a, m je d = 1. Pak md (4)
prdvé jedno reseni x, ze soustavy {0,1,...,m—1}.
(Toto byl ovSem piipad kongruence (5).)

(2) Nejvétsi spolecny délitel &sel a, m je d>1. Pak
mohou nastat dva pripady:

(a) Neplati d|b: pak (4) nem4 feseni.
(b) Plati d|b: pak (4) m4 pravé d feseni, z nichZ kazdé
je prvkem soustavy {0, 1,...,m—1}.

Diitkaz. Budeme potiebovat znit je$té pojem iplnd
soustava zbytkii (mod m) (tedy nikoli nejmensich nezipor-
nych). Uplnd soustava zbytkéi (mod m) vznikne z tplné
soustavy nejmenSich nezdpornych zbytkd (mod m)
{0,1,..., m—1}, jestliZe v ni kaZdé &islo nahradime libovol-
nym ¢islem s nim kongruentnim (mod ). Vezméme na-
piiklad m=3: uplnd soustava nejmenSich nezipornych
zbytki je {0, 1, 2}, ipind soustava zbytkd (mod 3) je napf.
{6, —2,11} nebo (3,10, —1}. Zejména je oviem iuplna
soustava nejmensich nezipornych zbytkd (mod m) také
uplnou soustavou zbytkt (mod m).

(1) Budiz d=1. Je-li x; € Z néktery prvek tplné sousta-
vy zbytkld (mod m), je také ax,€Z prvek uplné soustavy
zbytkd (mod m), nebot z kongruence ax;= ax; (mod m)
plyne podle véty 3(b) x;=x; (mod m). Pro pravé jedno xo
kongruentni s nékterym z ¢isel 0, 1, ..., m —1 patii ax, do
téze zbytkové tfidy jako b, tedy pro pravé jedno xo je

axo=b (mod m).
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(2) Budiz d>1. Pak existuji a,, m eZ tak, Ze je a=
=a,d, m=md . (4) pak znamend

m=m1d|a,dx—b,
tj. existuje reZ tak, Ze je
aldx—b=m1dt.

Ale tato rovnost miiZe platit jen tehdy, existuje-li b,eZ
tak, ze je b=b.d, tj. d|b; jestlize neni d|b, uvaZovani
rovnost neplati pro Zidné reZ a (4) nema feseni.

Pro d|b, tedy b= b,d, viak (4) pfechdzi v kongruenci

a;x=b, (mod m,),

kde nejvétsi spolecny délitel &isel a,, m, je 1. Tato kon-
gruence ma tedy feSeni xo, ale také xo+my, xo+
+2m,, ..., Xo+(d—1)m,. Zidna dvé z té&chto feSeni ne-
jsou kongruentni (mod m) a viechna jsou prvky soustavy
{0,1,..., m—1}. Téchto feSeni je celkem d a jsou to
viechna feSeni plvodni (,,nezkricené*‘) kongruence (4).
Pro d|b ma tedy (4) d fedeni, jeZ jsou vesmés prvky tiplné
soustavy nejmensich nezipornych zbytkd (mod m).

Pfi feSeni kongruenci 1ze tedy ptipad (2)b snadno (krace-
nim) pfevést na pfipad (1), kterym se budeme zabyvat
podrobnéji. Pfipad (2)a je nezajimavy; jde o takové kon-

gruence jako
3x=2 (mod 6),

které na prvni pohled nemaji feSeni, protoZe pro Zadné celé
x nemiiZe byt 6|3x —2.
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Budeme tedy fesit kongruenci

ax=b (mod m)

za predpokladu, Ze nejvétsi spoleény délitel Cisel a, m je 1.

v.: _— . SPTIV E m, ..
PouzZijeme fetézového zlomku raciondlniho ¢isla 5 > vsim-

néme si, Ze vhodnou tpravou vidy miZeme dostat kladné
raciondlni &islo. Necht je tedy a, m e N. SbliZzené zlomky

kladného raciondlniho é&isla % necht jsou

PP P P_m
Q'R 0..."Q. a’

PouZijeme vztahu (2) z kapitoly 4:

P.Q._— Pn—lQn= (—1)"
¢ili
mQ,-,—aP._,=(-1)".
Odtud
aP,_ = —(-1)"+mQ,_,.

Prvni ¢len na pravé strané miiZeme psat jako (—1)""

protoZe Q.-,€Z, plati
aP,_,=(-1)"" (mod m).

Ndsobme obé strany této kongruence &islem (—1)""'b:

a(—1)""'P._..b=b (mod m).

To vSak znamend, Ze je

1
, a
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x=(—1)""'P._ib (mod m). (6)
Jestlize takto vypocitané x neni prvkem soustavy
{0,1,..., m—1}, - dostaneme x, pfiCtenim mt, kde ¢ je
vhodné celé &islo.
Priklad 3. Resme kongruenci
42x=11 (mod 95).
Reseni. Je 42,95€eN a &sla 42, 95 jsou nesoudélna.
Vypo€itime nejprve prvky fetézového zlomku &isla 2.

42°
95 : 42=2
42 : 11=3

Tcdy —(2 3, 1, 4, 2). Sestavime tabulku:

@ 2 3 1 4 2
P 2 7 9 43 | 95
o 1 3 4 19 | 42

Népadné jsme oznadili &islo P,._; = P, =43, které vystupuje
ve vzorci (6). Je oviem n=15 a mame

x=43.11 (mod 95),
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x=473 (mod 95),
xo=.473—4.95=93.
Priklad 4. Re$me kongruenci
285x=177 (mod 924).

Reseni. Nejvétsi spoleény délitel &isel 285, 177 a 924 je
3; dostaneme tedy tfi feSeni. Podle vzorce (6) feSime
,»Vykrdacenou‘‘ kongruenci

95x =159 (mod 308),
v niZ je nejvétsi spolecny délitel Cisel 95 a 308 roven 1.
Dostaneme (vypocty necht si provede étenaf sam) 3—=

P, 107
Q. 33"

x=107.59 (mod 308),
x=6313 (mod 308),
x=6313-20.308=153.

=(3,4,7,1,2).Odtud n=5,— Jetedy P,=107 a

Reseni ptivodni kongruence jsou &isla

153, 153+ 308, 153 +2.308,
tj. cisla
153, 461, 769.

Thned vidime, Ze jsou to ¢isla nekongruentni (mod 924)
a Ze viechna tfi jsou prvky soustavy {0, 1, ..., 923}.
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Priklad 5. V piedeslych dvou pfikladech bylo n liché,
takze x ndm vySlo podle vzorce (6) kladné. To oviem
nemusi vZdycky tak byt. ReSme proto jest& kongruenci

102x =49 (mod 121).

Reseni. Nejvétsi spolecny délitel &isel 102, 121 je 1; ddle
je (vypotitejte to) %=(1, 5,2,1,2,2), tedy n=6. Je
Ps =51 a vzorec (6) dava

x=-51.49 (mod 121),
x=-2499 (mod 121),
Xo=-2499+21.121=42,

Nedostali jsme oviem nic nového; ¢ v Ciniteli mt je zde
kladné a dostaneme opét neziporné xo.

Cvideni

1. DokazZte véty 1, 2, 3 z definice kongruence.

2. V textu jsme se zminili, Ze byvd prakticky vyhodné pfi feleni kon-
gruence (4) na jedné nebo druhé strané nebo na obou pfiéist vhodné
ndsobky modulu. Nékdy takto dojdeme aZ ke kongruenci (5), tj.
k feSeni. Na ukdzku phklad takovych dprav kongruence:

11x=25 (mod 9)
upravime na

2x=16 (mod 9);
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protoZe nejvétsi spoleny délitel obou stran kongruence, totiZ 2, nedé&li
maodul, mdme podle véty 3(b)

xr=8(mod9),
x=8.

Reste timto zpisobem kongruence:
(a) 39x=11 (mod 53); (b) 196x=77 (mod 13).

3. Uiitim vzorce (6) feSte kongruence:
(a) 5x=7 (mod 8); (b) 15x=35 (mod 55); (c) 17x=25 (mod 28);
(d) 7x=10 (mod 18); (e) 25x=1 (mod 17); (f) 13x=232 (mod 28);
(g) 28x=21(mod 35); (h) 111x=75(mod 321); (i) 256x=
=179 (mod 337); (j) 1215x=560 (mod 2755).

17. RESENf NEURCITE ROVNICE
ax+by=c

Budte a, b, c € Z. Ulohu najit &isla x, y € Z, kter4 spliiuji
vztah ax+by=c, nazyvidme linedrni neuréitou (dio-
fantickou) rovnici o dvou neznamych x, y. Zniame-li jedno
fefeni (xo0, yo), dovedeme okamZité¢ napsat nekonelné
mnoho feSeni (x, y): budte x, yoeZ a necht plati

axo+ bys=c. 1

Hledejme nyni néjaka dvé jina &isla x, y € Z, pro ktera také
plati

ax+by=c. 2)
Odeéteme-li (1) od (2), dostdvame
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a(x—x)+ b(y—yo)=0,
a(x —x0)=—b(y = yo). (3

Leva strana této rovnosti je déliteind Cislem a € Z, tedy jim
musi byt délitelna i prava strana:

alb(y — yo).
Ptedpoklddejme nejprve, Ze neplati a|b; pak je
aly—yo
y—Yyo=at,
kde teZ. Dosadime-li odtud do (3), dostdvame
xX—xo=-bt.
Celkem tedy mdme feSeni (x, y), kde
x=x—bt,
y=yotat,
kde ¢ je libovolné celé &islo a plati
axo+ byo=c,

tj. (xo, yo) je feSeni rovnice (2).
Je-li a|b, musi, aby rovnice byla fesitelnd, byt také a|c;
pak celou rovnici vydélime &islem a a dostdvime piedesly
pfipad.

Otéazka existence feSeni je spjata s jednou vétou
z algebry, kterd je disledkem Euklidova algoritmu. Plati:
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Budte a, b € Z, d nejvétsi spolecny délitel &isel a, b. Potom
existuji Cisla x, y € Z takova, Ze plati

ax+by=d. 4)
Tato ¢isla 1ze najit Euklidovym algoritmem, jak ukazuje
ndsledujici pfiklad.
Piiklad 1. Nejvétsi spolecny délitel Cisel 326, 72 je 2.
Existuji tedy &isla x, y € Z takova, Ze plati
326x+72y=2.
Najdéme tato ¢isla x, y.

Reseni. NapiSeme rovnosti Euklidova algoritmu pro
Cisla 326, 72:
326=72.4+38,

72=38.1+34,

38=34.1+4,

34=4.8+2,
4=2.2.

(Posledni nenulovy zbytek 2 mimochodem znovu dokazu-
je, Ze 2 je skutecné nejvétsi spolecny délitel &iset 326, 72.)
Rovnosti Euklidova algoritmu pfepiSeme ve tvaru:

38=326—-172.4,
34=72-138.1,
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4=38-34.1,
2=34-4.8.
Odtud postupné dostavame:
34=72-(326—-72.4).1=
=-326+72.5,

4=326-72.4—(72.5-326).1=
=326.2-72.9,

2=-3264+72.5-(326.2-72.9).8=
=-17.326+77.72.
Srovname-li tento vysledek s rovnici
2=326x+72y,
vidime, Ze jsme dostali
x=-=17, y=T77.

Vyfiesili jsme tedy svou prvni neuritou rovnici, kterou
bychom ovSem radéji psali ve zkrdceném tvaru

163x+36y=1.

Prozatim jsme se omezili na dosti dzkou tfidu rovnic.
JestliZe totiz rovnici

ax+by=d,
kde d je nejvétsim spolecnym délitelem &isel a, b, vydéli-.
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me &islem d, dostaneme rovnici
ax+by=1.

Neni oviem nutné omezovat se na pravou stranu rovnou
jedné. Z citované algebraické véty snadno plyne: BudiZ d
nejvétsi spolecny délitel celych Cisel a, b. Pak rovnice

ax+by=d 5)
md feSeni (xo, yo), tj. plati
axo+ by,=d.
Budiz nyni ¢ libovolné celé &islo. PoloZzme
X =xot,
Y =)ol.

Cisla x, y sice zfejmé nebudou feenim (5), ale zato pro né
bude platit
ax+by=dt.

Dostdvame podminku feSitelnosti rovnice
ax+by=c,

a, b, ceZ: Tato rovnice ma feeni x, yeZ pravé tehdy,
jestliZe nejvétsi spoleény délitel d disel a, b je také
délitelem é&isla c, tj. jestliZe plati d|c.

Véta 1. Budte a, b, ceZ; neurdcitd rovnice
ax+by=c (6)
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md feseni x,, yo v oboru celych Cisel, jestliZe nejvetsi

spoleény délitel d &isel a, b déli také &islo c. Reseni je pak
nekoneéné mnoho a jsou urcena vzorci

x=xo— bt .
y=yotat, ()
kde t je libovoiné celé Cislo.

Abychom nalezli jednu dvojici kofend xo, yo€Z, ktera
uréuje vSechna feSeni x, y podle (7), pouZijeme opét
fetézovych zlomki.

Vyjdeme jako pii feSeni kongruenci ze vzorce

PnOn—l_Pn-lOn=(_1)n (8)

a vypofitime fetézovy zlomek d&isla 3, coz je zlomek
v zdkladnim tvaru, jestlize rovnici
ax+by=c

délime spoleénym c¢initelem, nejvétSim spolecnym délite-
lem ¢&isel a, b.

Na rozdil od kongruenci se zde miiZeme setkat se zapor-
nym zlomkem. Na postupu feSeni se tim nic neméni, jen si
musime byt védomi (viz kapitola 8), Ze pro zdporna racio-
ndlni &isla jsou viechna &isla P zdporna. Urcime sblizené
P.., P,
Q.-,’ Q.
obou strandch éislem (—1)"c:

zlomky =-alz. Dosadime do (8) a vynidsobime na
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be(—-1)"Q.-1—ac(—1)"P._..=c,
v ac(—=1)""'Pac1+ be(—1)"Q.-1=c,
a[(=1)"""Pa-ic] + b[(—1)"Qn-ic] =¢,
odkud srovnanim s rovnici
axo+ byo=c

dostavame

xo=(—1)""P._ic, 9

yo=(-1)"Q.-ic.

Priklad 2. Budeme ted rovnici z piikladu 1 fe§it pomoci
vzorcu (9). Rovnici ov§em vykratime :

163x+36y=1.
Najdeme prvky fetézového zlomku é=—3—6:
a 163
36 : 163=0
163 : 36=4
36 : 19=1
19 : 17=1
17 : 2=8
2:1=2
36 L -
Je tedy ia=(0, 4,1, 1, 8, 2), n=6. Vypolitame sblizené

zlomky, pfi€emz silnou €arou ohrani¢ime Ps a Qs:
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o 0 4 1 1 8 2

P, 0 1 1 2 17 36

(o8 1 4 5 9 77 163

Je Ps=17, Qs=77 a podle vzorci (9)
x=-17.1=-17,
Yo=77.1=77

jako v piikladu 1.
Obecné feSeni je
x=-17-36¢,
y=77+163¢,

t € Z. Odtud napf. pro ¢ = —1 dostdvame feSeni (19, —86);
pro =1 feSeni (—53, 240).

Priklad 3. Re$me rovnici

Sx-3y=1.
Redeni. Zde je §=—§=—1+§=(—1,2,2); n=3a
tabulka vypada takto:
% -1 l 2 2
P -1 I -1 -3
o] N 5
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P,=—1, Q=2 a vzorce (9) davaji

Xo=-1,
Yo=-—2.
Obecné feSeni je
x=—1+3¢, .
=-2+5¢t.
Pro t=1 dostdvime odtud kladné hodnoty x, y:
x=2, y=3.

Cviéeni

1. Casto byvd dina iloha feSit neuréitou rovnici ax+ by =c v oboru
pfirozenych €&isel, tj. pro x, y € N. (Ale koeficienty a, b, c jsou stile
&sla celd, ne jenom pfirozend.)

Dokaite téchto né€kolik vét o feSeni rovnice ax+by=c v oboru
phirozenych disel. Ve viech pfipadech pfedpokldddme a>0, b>0.

(1) Rovnice ax — by = ¢ (kde nejv&tii spoletny délitel &isel a, b déli
&islo ¢) ma nekoneéné mnoho feSeni v oboru N.

(2) Rovnice ax + by = ¢ bud nemi Z4dné fedeni v oboru N, nebo
jich mé konetny pocet.

(3) Nékteré pfipady, kdy rovnice ax+ by=c nemd Zidné teleni
voboruN: (a) c=0;(b) c>0,alebud c<anebo c<b;(c) c=ab.

2. Reite v oboru pfirozenych &isel (x, y € N) rovnice: (a) x + 15y =25;
(b) x—13y=100; ,(c) 7x+2y=35; (d) 25x-21y=60; (e)
15x+2y=30.

3. Reste v oboru celych &isel (x, y € Z) rovnice: (a) 11x—9y=25; (b)
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10x+7y=97; (¢) 19x-23y=3; (d) 47x-25y=279; (e)
17x+21y=1001; (f) 23x+41y=1299; (g) 65x—37y=-212; (h)
31x+41y=1837; (i) 103x — 15y = ~882; (j) 96x +65y = 1000.

18. PELLOVA ROVNICE

Je to neurditd rovnice druhého stupné v x, y tvaru
x*—Ny’=1, 1)

kde N ma zndmy vyznam. Jako u kazdé neuréité rovnice
hleddme feSeni v oboru celych ¢isel a zapisujeme je jako
uspofadanou dvojici (x, y).

Pripustme pro okamzik, Ze N se rovnd druhé mocniné
néjakého celého é&isla: N=4? kde aeZ. Pak z (1)
dostdvame

x*—(ay)’=1.

Rozdil dvou druhych mocnin celych Cisel se vSak miiZe
rovnat 1 jen tehdy, jde-li o &sla 1, 0 nebo —1, 0 (v tomto
pofadi). Md tedy Pellova rovnice s N=a® teeni (1, 0)
a (—1, 0). Ale tyto dvojice jsou dokonce feSenimi Pellovy
rovnice pro jakékoli N. Nazveme je trividlnimi feSenimi
a v dal§im se jimi nebudeme zabyvat.

Zajimaji nds tedy feSeni (x, y), pro néz je x#0, y+0.
Budte x, y pfirozend d&sla, pro ktera plati (1). Zfejmé
jsou pak dalsi feSeni rovnmice (1) uspofadané dvojice
(x, —y), (—=x, y), (—x, —y). Abychom nasli v§echna feeni
Pellovy rovnice, pokud existuji, staci tedy najit jeji feSeni
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v pfirozenych ¢islech. Omezime se tedy nadéle na ta feSeni
(x, y), kde x, y e N. Pro néktera dosti mala N neni obtiZné
feSeni rovnice (1) prosté uhodnout. Pro N=2 ma zfejmé
rovnice x’—2y’=1 fefeni (3,2); pro N=3 je feleni
Pellovy rovnice (2, 1), pro N=5 je to (9, 4), pro N=6 pak
(5, 2). Jisté bychom takto uhodli fe$eni Pellovy rovnice
i pro néktera N> 6. Sotva bychom v§ak uhodli, Ze nejmen-
§im feSenim rovnice x*—13y*’=1 je uspofddana dvojice
(649, 180) (vzhledem k tomu, Ze hledame fefeni v pfiroze-
nych é&islech, je snad jasné, co minime ,,nejmensim* fese-
nim: ma-li rovnice x*—13y’=1 je$té néjaké jiné feSeni
v piirozenych &islech (x', y'), musi byt x' >649, y' > 180).
A rovnice x*—29y’=1 mid dokonce nejmensi feSeni
(9801, 1820), a¢ N neni nijak pfili§ velké. Nechf se étenaf
nedomniva, Ze s rostoucim N rostou také hodnoty nejmen-
Siho feSeni Pellovy rovnice : nejmensi feSeni Pellovy rovni-
ce x*—30y*=1 je (11, 2).

Plati toto tvrzeni: Ma-li rovnice (1) alespofi jedno feSeni
v pfirozenych &islech, ma jich nekoneéné mnoho. Budiz
(x0, yo) nejmensi feSeni rovnice (1). Pak vSechna feSeni
(x, y) v phirozenych &islech dostaneme ze vzorce

x+yVN=(x+ yoVN)" )

pro n=1,2,3,... (Pro n=1 zicjmé dostaneme feSeni
(xo0, yo).) Tento vzorec dokazuje Perron ve své knize [4].
UkdZeme si, jak se s nim pocita.

Pro N=2 jsme nasli xo=3, yo=2. VSechna ostatni
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pfirozend feSeni rovnice x’—2y’=1 jsou tedy dédna
vztahem

x+yV2=(3+2V2)
pro n=2,3,...
Pro n =2 dostavame

x+yV2=9+12V2+8,

x+yV2=17+12V2,
x=17, y=12.
Pro n=3 je

x+yV2=274+54V2+72+16V2,

x+y\/§=99+70\/5,
x=99, y=70.

Pro vétsi n bychom musili pouzit binomické véty a vypocet
by byl komplikovanéji, i kdyZ oviem uskutecnitelny. Pro
nds je dilezité, Ze vzorec (2) zarufuje existenci nekoneéné
mnoha feSeni rovnice (1), pokud znidme nejmensi feSeni
(XO., yo)'

Pozdéji si ukdZeme jednodussi vzorce, umoziujici vypo-
et vSech feSeni ze znalosti feSeni (xo, yo).

Piesvédéte se zkouskou, Ze uspofddané dvojice (17, 12)
a (99, 70) jsou feSenimi rovnice x*—2y*=1.
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Budeme tedy nyni hledat feseni (x, y) Pellovy rovnice.
Budeme pfitom pracovat s iraciondlnim Cislem VN.

Vyjadtime &islo VN nekoneénym fetézovym zlomkem
VN:(qlv qzs ... 4n, 2ql)-

Pocet prvkil v symetrické &asti periody je n — 1, coz miize
byt &islo liché nebo sudé. Cislo n udava podet prvkii
v piedperiodé, za nimiZ jsou vypsiany vSechny prvky
v symetrické ¢asti periody. Téchto n prvki je

qisq2s .. qn

a s nimi také budeme pfi feSeni Pellovy rovnice pracovat.
Cislo n je opét bud sudé, nebo liché. Pfi sudém n povedou
nasSe dalSi dvahy k feSeni Pellovy rovnice, pfi lichém n viak
k feSeni rovnice

x*—=Ny’=-1,

ale uvidime, Ze i toto feSeni lze pfevést na feSeni rovnice
(1).

P.., P, ¢ ey g y .
Budte -, = sousedni sblizené zlomky fetézového

On—l ’ n
zlomku &isla VN. Je oviem

n—

—Q,.—_l;=(q“ q25 .. q"—l)v

P,
E=("" G2s - Gn)
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a plati
a,.P,. + P,,-]

v.ﬁ= a= anOn + On—l )
Pro a, plati
a.=(2q, q, ...)=\/ﬁ+ q:.
Po dosazeni tedy je
_ (VN+q)P, +P._,
(\/N'*' ql) On + Qn—l

a odtud

VMVN+¢,) Q. +VNQ,_,=(VN+¢))P. +P._,.

Tuto rovnost lze pfevést na rovnost tvaru
a+bVN=c+dVN,

a, b, ¢, deQ, VNel. Z toho, %e mnoZiny Q, | nemaji
spole¢né prvky, plyne a=c, b=d. (Ostatné jsme uz této
ivahy pouZili v jednom numerickém pfipadé, pfi pocitani
podle vzorce (2). Ale protoZe zde jde o poéitdni s obecnymi
vyrazy, radéji jsme si to rozepsali.)

V na$em pfipadé tedy

N0n=q‘an+Pn.-l,
qun+On—l=Pn.
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Odtud

P, ,=NQ,-q.P.,

Q...=P,—q.0..
Tyto vyrazy dosadime do vzorce

P.Q.-1 = P..1Qn=(-1)";
dostaneme
P.(P.—q1Q.)—(NQ,—q:P.) Q. =(-1)",

coZ ihned dava

P.-NQ.=(-1)",
tedy pro sudé n feSeni Pellovy rovnice

x=P,, y=Q..

Takto dostaneme feSeni rovnice (1) pro N=3 (zde je
n=2), N=6(n=2), N=7(n=4), N=8(n=2), N=
=11 (n=2), ..., N=47 (n=4), N=48 (n=2) (viz ta-
bulku druhych odmocnin v kapitole 9).

Pro liché n pfiddme je$té jednu periodu a misto hodnoty

Oz" (bereme oviem 2q;— @.s1,
G2 Gn+2y 3= Gn+3s « .., §n—> G2, podle tohoto schematu:

qhqzy---,qmqu, q2y, .. qn
l |
qn+11 qn+2, ---,an).
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Cislo 2n je sudé; opakovini pfedeslych Gvah davi
Pi.—NQi.=1,
tedy pro liché n jsou kofeny Pellovy rovnice
x=P, y=Q:,.

Z na3i Gvahy a z vlastnosti sbliZzenych zlomk vyplyva, Ze
¢isla x, y jsou pfirozend a Ze jsou to nejmensi &isla, kterd
jsou feSenim Pellovy rovnice. Dostali jsme tedy v obou
pfipadech nejmensi feeni (xo, yo).

Vzhledem k platnosti vzorce (2) plati: Pellova rovnice

(1) m4 pro VNe nekone&né mnoho feleni v prirozenych
Cislech.

Prikdad 1. Re¥me rovnici
x’=21y’=1.
Reseni. Je V21=(4, 1, 1, 2, 1, 1, 8). Tabulku sestavime

zprvkii 4,1,1,2,1,1. Jetedy n=6 a &isla x=Ps, y= Qs
jsou nejmensi pfirozend &isla, kterd vyhovuji dané rovnici.

% 4 ] 1 2 1 1
P, 4 5 9 23 32 55
1o} 1 1 2 5 7 12

Je tedy x=55, y=12. Zkouska: 55°-21.12°=
=3025-21.144=3025-3024=1.
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Piiklad 2. Refme rovnici
x*—29y’=1.

Reseni. Zde je V29=(5,2,1, 1,2, 10), n=5, budeme
proto pofitat &isla Py, Qio:

s 5 2 1 1 2 10 2 i 1 2

Py 5 11 16 | 27 | 70 | 727 | 1524|2251) 3775|9801

O 1 2 3 5 13 ] 135} 283| 418 701]1820

Vychdzi x=9801, y=1820 (jak se &tendf dovédél ui
v dvodu této kapitoly). Zkouska: 9801>—29.1820°=
=96 059601-29.3312400=96 059 601—96059600=1.

Zbyva nalézt néjaké numericky vyhodnéj§i vzorce misto
vzorce (2). Sierpifiski ve své populdrni kniZce [6] uvadi bez
dikazu tvrzeni, Ze v§echna feSeni rovnice (1) dostaneme ze
vzorcl

Xie1=XoXx + Nyoys, 3)
Yi+1= YoXu + XoYx,
kENo,

kde (xo, yo) je nejmensi FeSeni.
DokaZme, Ze vzorce (3) davaji feSeni Pellovy rovnice.
Dikaz provedeme matematickou indukci. Plati

xi— Nyi=1;
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pfedpoklddejme, Ze plati
xi— Nyi=1.
DokaZeme, Ze pak plati také
Xini— Nyia=1,
kde xi+1, yx+1 jsou ddna vzorci (3).
Xirr = Nykor = (xox + Nyoys)® = N(yoxe + Xoye)' =
= x3x%+ 2Nxoyoxiy«+ N2y5yi— Nyixi— 2NxoyoXsys—
— Nxbyi=x¥(x5— Ny}) — Nyi(xi— Ny})=
=x;—Nyi=1.

BudiZ ddno N. Vyrazy (3) davaji p€kné rekurentni

vzorce pro feSeni rovnice x*— Ny’=1. Napf. pro N=2 je

x0=3, yo=2 a vzorce (3) davaji pro feeni rovnice x*>—
—2y*=1 rekurentni vzorce

X1 =3+ 4y,
Vi1 =2xc+ 3y
pro viechna keN,. Tedy
n=17, y;=12,
x2=99, y,=70,
x=577, y,=408,

Porovnejme s feSenim téZe rovnice podle vzorce (2).
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Vratme se nyni k tabulce fetézovych ziomkd &sel VN
v kapitole 9. Jeji posledni tfi sloupce se vztahuji k Pellové
rovnici. Sloupce nadepsané ,,x*“ a ,,y‘‘ uddvaji nejmensi
feSeni bud Pellovy rovnice (jestliZe totiz v fetézovém

zlomku &sla VN=(qi, ¢z, ..., 4=, 2q1) je n sudé &slo)
nebo rovnice x* — Ny*= -1 (je-li n liché). O kterou z obou
rovnic jde, je vyznaceno v poslednim sloupci bud ¢&islem +1
nebo &islem —1. (V tabulce jsou tedy pro sudé i liché n
zapsana &isla x=P,, y=Q,.)

Poznidmka. V této kapitole jsme se setkali nejen
s Pellovou rovnici, ale také s rovnici

x*—Ny*=-1. 4)

Mezi obéma rovnicemi je zasadni rozdil. Zatimco Pellova
rovnice mé feSeni pro kazdé N, rovnice (4) nemusi byt pro
nékterd N viibec fesitelna v celych &islech. Pfikladem toho
je napf. rovnice

¥*=3y’=-1,
kterd nemé celodiselné feSeni. Ctendf si to dokdZe ve
cviCeni 5.

Cviceni

1. Reste ty Pellovy rovnice s N=50, jejichZ fefeni nejsou uvedena
v tabulce v kapitole 9 (tj. v ¥ddku N je v poslednim sloupci &islo —1).

2. S pouzitim cviteni 2 kapitoly 12 dokaZte, Ze Pellova rovnice mi pro
N=n*+1, neN, tedeni x=2n>+1, y=2n.
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3. Ze vztahii (3) odvodte rekurentni vzorce pro feSeni Pellovy rovnice
pro (a) N=3; (b) N=8; v obou pfipadech z (x, yo) vypocitejte
(In f ,Vl). (Xz. ,Vz). (I:, }'3).

4. V textu kapitoly 12 jsou uvedeny fetézové zlomky isel V53, Vsa.
Redte s jejich pomoci Pellovy rovnice: (a) x*—53y*=1; (b)
x*—54y*=1.

S. Dokaite, Ze rovnice

x*=3y’=-1
nema4 feSeni v celych &slech.
Ndvod. Rovnici piSte ve tvaru

+1=3y%
ma-li byt x, y € Z, musi byt 3|x* + 1. Vy3etfujte zvla3( pfipady x =3k,
x=3k+1, x=3k+2; vyjde vdm, Ze ve viech pfipadech vychaz ph
déleni &sla x*+ 1 tfemi zbytek, a to bud 1 nebo 2. Dovedete timto
zplisobem dokazat nefeiteinost rovnice (4) pro néjaké jiné N?
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