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Uvod

UVODNI ULOHY

0.1 Zeb¥k stojici u stény na hladké podlaze klouze
doli. Po jaké kfivce se pfitom pohybuje koté sedicf
uprostied Zeb¥iku?

Predpokladejme, Ze je koté netetné a sedf klidné.
Za této podminky miuzZeme uvedenou otdzku formulovat
matematicky:

Je dén pravy thel. Urdete mnoZinu stfedii viech
usedek délky d, jejichZ krajnf body leif na ramenech
daného thlu (pfesnéji — jeden krajni bod leZi na jed-
nom rameni a druhy na druhém rameni).

Zkusme nejdifve uhodnout, jakd to bude mnoZina.
Pohybuji-li se krajnf body tseéky po ramenech thlu,
je asi zfejmé, Ze st¥ed tiselky opisuje jistou kiivku (coZ
napovida i prvni nazornd formulace ilohy). Nejdfive
uvazime, kde lez{ koncové body této k¥ivky. Odpovidaji
krajnim polohdm tsedky, tedy vertikalni a horizontalni
poloze. To znamend, Ze koncové body hledané kfivky
le{ na ramenech daného tihlu ve vzdalenosti d/2 od jeho
vrcholu.

Sestrojte n&kolik dal$ich bodu této kfivky. Budete-li
rysovat dostatedné pfesnd, zjistite, Ze jsou vsechny
stejné vzdéleny od vrcholu O daného ihlu.

Dospfvame tim k domnénce, Ze hledanou kfivkou je
oblouk kruZnice o poloméru d/2 a stfedu O, coz je viak
tfeba dokézat.



J DokaZeme nejd¥ive, Ze stied M kazdé Gseéky KL
pozadovanych vlastnosti ma od bodu O vzdalenost d/2.
To ovSem platf, protoze délka téznice OM pravodihlého
trojihelnfku KOL se rovna poloviné délky jeho ptepo-
ny KL. (O spravnosti tohoto tvrzen{ se lehce presvédéi-
me, doplnime-li trojuhelnik KOL na obdélnik KOLT
a uvaziime, Ze dhlopfitky KL a OT jsou stejné dlouhé
a navzdjem se pualf — obr. 1.)
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Tim jsme dokazali, Ze stfed dsetky KL leii na oblouku

AB kruznice se stfedem v bodé O. Abychom mohli
tvrdit, Ze tento oblouk je hledanou mnozZinou bodd,
musime dokazat také obricené, Ze libovolny bod M
oblouku 4B patii do hledané mnoziny. Ale to je jedno-
duché. Libovolnym bodem M oblouku 4B muZeme totiz
vést polopiimku OM, na ni urdit bod T = O tak, aby
|MT| = |OM|, a potom sestrojit kolmice bodem T
na ramena tuhlu, éfmZ dostaneme krajni body K, L
usetky o stfedu M, jejiz délka je d. 3

Druhé polovina dukazu by se mohla zdat zbytedna,
nebot je zfejmé, e stied usedky KL vypliiuje ,,souvislou
kfivku‘* s koncovymi body 4, B, coZ znamen4, Ze bod M

probiha cely oblouk AB a ne jen jeho #st. Tato ivaha
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se zdé pfesvédliva, neni viak jednoduché formulovat ji
matematicky pFesné.

Podivéme se ted na pohyb Zebiiku z dlohy 0.1 z jiné
strany. Pfedpokladejme, %e tsetka KL (,%eb¥k") je
upevnéna a pifmky KO a LO (,sténa‘’ a ,,podlaha‘)
se pohybujf kolem bodu K a L tak, %e stale sviraji pravy
thel (obr. 2).

K

Obr. 2

Skutednost, Ze vzdalenost stfedu vdsetky KL a bodu O
se neméni, divé zndmou Thaletovu vétu: jsou-li v ro-
viné dany dva rizné body K a L, pak mnoZina bodd O,
pro které je | KOL|= 90°, je kruZnice nad primérem
KL. Tato véta i jejf zobecnén{, které uvedeme v bodé
E 2. kap., se &asto hodf p¥i Fesenf iloh.

Vratme se k tloze 0.1 a poloime obecnéjdi otdzku.

0.2 Po jaké kiivce se pohybuje koté sedfcf na Zebfiku
v bodé riazném od stiedu?

Na obrazku 3 je sestrojeno nékolik bodu této kiivky.
Hned vidime, Ze zakreslené body nele%f ani na pfimce,
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ani na kruznici, ale vypliiuji jinou kiivku. O jakou
kiivku se jedna, zjistime metodou soutadnic.

O Zavedeme soustavu soufadnic tak, Ze ramena tGhlu
budou osy Ox a Oy (obr. 4). Necht koté sedi v bodé
Mz, y] ve vzdalenosti @ +# 0 od krajntho bodu K a ve
vzdalenosti b £ 0 od krajnfho bodu L (a + b = d).

Obr. 3

Uréime rovnici, kterou musi spliiovat soufadnice z, y
bodu M.

Jestlize vusetka KL svira s osou Oz thel ¢, pak y =
= bsin ¢, * = a cos ¢, takZe pro libovolné ¢(0 < ¢ <
= w/2) plati

x? y?
(1) FD + # =1.
V kap. 6 ukaZeme, Ze mnozinou bodd v roving, jejichz
soufadnice vyhovuji rovnici (1), je elipsa. Koté se bude
pohybovat po oblouku elipsy. [
Vsimnéme si, Ze pro ¢ = b = d/2, tj. sedi-li koté upro-
stted Zebfiku, rovnice (1) pfejde v rovmici kruZnice
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z? 4+ y* = (d/2)%. Tim dochézime k dalsimu, analytic-
kému Feden{ alohy 0.1.

Vysledek tlohy 0.2 vysvétluje princip zafizeni kresli-
ctho elipsy. Tento piistroj, ktery je zndzornén na
obrazku 5, se nazyva elipsograf Leonarda da Vinciho.
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Obr. 5

0.3 Méjme pevnou kruZnici, po niZ se (s vnitfnim
dotykem) kotalf bez klouzani kruZnice o poloviénim
poloméru. Jakou k¥ivku opisuje pfitom bod K leZfef
na mensf kruznici?

Odpovéd na tuto otazku je kupodivu jednoducha:
bod K se pohybuje po piimce, pfesnéji po pruméru
pevné kruZnice. Toto tvrzeni se nazyva Kopernikovou
vétou.

Piesvédéte se pokusem o pravdivosti této véty.
(Pfitom je dilezité, aby vnitfni kruZnice neklouzala, tj.
aby odpovidajici oblouky na obou kruznicich byly stejné
veliké.) Nenf tézké Kopernfkovu vétu dokizat — stadi
si vzpomenout na vétu o obvodovém a st¥edovém thlu.
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0 Necht bod pohybujicif se kruZnice, ktery splynul
v podateéni poloze s bodem A pevné kruznice, se pie-
mistil do bodu K (obr. 6). Oznadme T bod, ve kterém se
nyni obé kruznice dotykaji. ProtoZe délky oblouki KT
a AT se sobd rovnaji a polomér pohybujfci se kruZnice

B

Obr. 6

je poloviéni, vidime, Ze stfedovy thel p¥isluiny oblouku
KT je roven dvojnasobku stfedového uhlu pislusného
oblouku AT. Oznadime-li O stted pevné kruZnice, mame
|<x AOT | = | < KOT | podle véty o obvodovém a stfedo-
vém thlu (viz str. 18). To znamen4d, Ze bod K le#{ na
poloméru AO0.

Tyto uvahy plati pouze do okamzZiku, ve kterém se
pohybujici se kruznice odkotali po &tvrtiné pevné kruz-
nice (tj. kdy bod dotyku splyne s bodem B, pro néjz je
| X BOA| = 90°, a bod K splyne s bodem QO). Dalsi pohyb
se déje analogicky — draha bodu K bude pfi ném
soumérné sdruZena podle p¥imky BO k draze ji% pro-
béhnuté. Az bod K dostihne bod 4’, kde A4’ je pramér
pevné kruZnice, bude se pohybliva kruZnice kotalet po
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dolni poloviné pevné kruZnice a bod K se vrati po pri-
méru 4A’do bodu 4.

Porovnejme vysledky tloh 0.1 a 0.3. Jejich zajima-
vost spodfva zfejmé v tom, Ze v obou p¥ipadech se jed-
né o pomérne slozity pohyb objektu (v prvni tloze o po-
hyb tdset¢ky, ve druhé kruznice), aviak trajektorie nékte-
rych bodi jsou neodekavané jednoduché. Ukazuje se, Ze
tyto dvé dlohy nesouvisf jen vnéjdfmi znaky, nybrz tim,
Ze pohyby v nich zkoumané jsou totoZné.

Skuteéné, necht se po vnitiku kruZnice poloméru d
kotal{ kruinice poloméru d/2 a nechf je KL primér
této kruZnice, pevné s nf spojeny. Podle Kopernikovy vé-
ty se body K, L pohybuji po priimérech A4’ a BB’
pevné kruznice. Tak?e pramér KL klouZe svymi konco-
vymi body po dvou na sebe kolmych pfimkéch, pohybu-
je se tedy tak jako tselka v tloze 0.1.

Jesté jedna zajimavd otdzka souvisi s pohybem
usetky KL: jakou mnoZinu bodu vypliuje tato usetka,
tj. co je sjednocenim vSech moZnych poloh uset¢ky KL
pii jejim pohybu? Ktivka, kterd ohraniduje tuto mno-
zinu, se nazyva asteroida. D4 se ukdzat, Ze ji maZeme
dostat takto: nechdme kruznici o priiméru d/2 kotilet
po vnittku kruZnice o priméru 2d a narysujeme trajek-
torii libovolného bodu pohybujici se kruZnice — tato
trajektoric je asteroida. O nf a ji podobnych ktivkich
pojedname v 7. kap. této knizky, kde se podrobnéji sezna-
mite se souvislostmi, kterych jsme se zde dotkli.
otdzkami a kiivkami, zdistaneme u tdloh o piimkach
a kruZnicich — jiné kfivky se v prvnich péti kapitolach
nebudou vyskytovat.
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