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Ú v o d 

ÚVODNÍ ÚLOHY 

0 . 1 Ž e b ř í k s t o j í c í u s t ě n y n a h l a d k é p o d l a z e k l o u ž e 
d o l ů . P o j a k é k ř i v c e s e p ř i t o m p o h y b u j e k o t ě s e d í c í 
u p r o s t ř e d ž e b ř í k u ? 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e j e k o t ě n e t e č n é a s e d í k l i d n ě . 
Z a t é t o p o d m í n k y m ů ž e m e u v e d e n o u o t á z k u f o r m u l o v a t 
m a t e m a t i c k y : 

J e d á n p r a v ý ú h e l . U r č e t e m n o ž i n u s t ř e d ů v š e c h 
ú s e č e k d é l k y d, j e j i c h ž k r a j n í b o d y l e ž í n a r a m e n e c h 
d a n é h o ú h l u ( p ř e s n ě j i — j e d e n k r a j n í b o d l e ž í n a j e d -
n o m r a m e n i a d r u h ý n a d r u h é m r a m e n i ) . 

Z k u s m e n e j d ř í v e u h o d n o u t , j a k á t o b u d e m n o ž i n a . 
P o h y b u j í - l i s e k r a j n í b o d y ú s e č k y p o r a m e n e c h ú h l u , 
j e a s i z ř e j m é , ž e s t ř e d ú s e č k y o p i s u j e j i s t o u k ř i v k u ( c o ž 
n a p o v í d á i p r v n í n á z o r n á f o r m u l a c e ú l o h y ) . N e j d ř í v e 
u v á ž í m e , k d e l e ž í k o n c o v é b o d y t é t o k ř i v k y . O d p o v í d a j í 
k r a j n í m p o l o h á m ú s e č k y , t e d y v e r t i k á l n í a h o r i z o n t á l n í 
p o l o z e . T o z n a m e n á , ž e k o n c o v é b o d y h l e d a n é k ř i v k y 
l e ž í n a r a m e n e c h d a n é h o ú h l u v e v z d á l e n o s t i d l 2 o d j e h o 
v r c h o l u . 

S e s t r o j t e n ě k o l i k d a l š í c h b o d ů t é t o k ř i v k y . B u d e t e - l i 
r ý s o v a t d o s t a t e č n ě p ř e s n ě , z j i s t í t e , ž e j s o u v š e c h n y 
s t e j n ě v z d á l e n y o d v r c h o l u O d a n é h o ú h l u . 

D o s p í v á m e t í m k d o m n ě n c e , ž e h l e d a n o u k ř i v k o u j e 
o b l o u k k r u ž n i c e o p o l o m ě r u á / 2 a s t ř e d u O , c o ž j e v š a k 
t ř e b a d o k á z a t . 
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• D o k á ž e m e n e j d ř í v e , ž e s t ř e d M k a ž d é ú s e č k y KL 

p o ž a d o v a n ý c h v l a s t n o s t í m á o d b o d u 0 v z d á l e n o s t d / 2 . 
T o o v š e m p l a t í , p r o t o ž e d é l k a t ě ž n i c e OM p r a v o ú h l é h o 
t r o j ú h e l n í k u KOL se r o v n á p o l o v i n ě d é l k y j e h o p ř e p o -
n y KL. ( O s p r á v n o s t i t o h o t o t v r z e n í s e l e h c e p ř e s v ě d č í -
m e , d o p l n í m e - l i t r o j ú h e l n í k KOL n a o b d é l n í k KOLT 
a u v á ž í m e , ž e ú h l o p ř í č k y KL a OT j s o u s t e j n ě d l o u h é 
a n a v z á j e m se p ů l í — o b r . 1 . ) 

0 B L 

Obr. 1 

T í m j s m e d o k á z a l i , ž e s t ř e d ú s e č k y KL l e ž í n a o b l o u k u 
AB k r u ž n i c e se s t ř e d e m v b o d ě 0 . A b y c h o m m o h l i 
t v r d i t , ž e t e n t o o b l o u k j e h l e d a n o u m n o ž i n o u b o d ů , 
m u s í m e d o k á z a t t a k é o b r á c e n ě , ž e l i b o v o l n ý b o d M 

o b l o u k u AB p a t ř í d o h l e d a n é m n o ž i n y . A l e t o j e j e d n o -
d u c h é . L i b o v o l n ý m b o d e m M o b l o u k u AB m ů ž e m e t o t i ž 
v é s t p o l o p ř í m k u OM, n a n í u r č i t b o d T ^ O t a k , a b y 
| J f T | = \OM\, a p o t o m s e s t r o j i t k o l m i c e b o d e m T 

n a r a m e n a ú h l u , č í m ž d o s t a n e m e k r a j n í b o d y K, L 

ú s e č k y o s t ř e d u M, j e j í ž d é l k a j e d. • 
D r u h á p o l o v i n a d ů k a z u b y s e m o h l a z d á t z b y t e č n á , 

n e b o ť j e z ř e j m é , ž e s t ř e d ú s e č k y KL v y p l ň u j e „ s o u v i s l o u 
k ř i v k u " s k o n c o v ý m i b o d y A, B, c o ž z n a m e n á , ž e b o d M 

p r o b í h á c e l ý o b l o u k AB a n e j e n j e h o č á s t . T a t o ú v a h a 
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se zdá přesvědčivá, není však jednoduché formulovat ji 
matematicky přesně. 

Podíváme se teď na pohyb žebříku z úlohy 0.1 z jiné 
strany. Předpokládejme, že úsečka KL („žebřík") je 
upevněna a přímky KO a LO („stěna" a „podlaha") 
se pohybují kolem bodů K a L tak, že stále svírají pravý 
úhel (obr. 2). 

Skutečnost, že vzdálenost středu úsečky KL a bodu O 
se nemění, dává známou Thaletovu větu: jsou-li v ro-
vině dány dva různé body K a L, pak množina bodů O, 
pro které je | <£ KOL\ = 90°, je kružnice nad průměrem 
KL. Tato věta i její zobecnění, které uvedeme v bodě 
E 2. kap., se často hodí při řešení úloh. 

Vraťme se k úloze 0.1 a položme obecnější otázku. 

0.2 Po jaké křivce se pohybuje kotě sedící na žebříku 
v bodě různém od středu? 

Na obrázku 3 je sestrojeno několik bodů této křivky. 
Hned vidíme, že zakreslené body neleží ani na přímce, 
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a n i n a k r u ž n i c i , a l e v y p l ň u j í j i n o u k ř i v k u . 0 j a k o u 
k ř i v k u s e j e d n á , z j i s t í m e m e t o d o u s o u ř a d n i c . 

• Z a v e d e m e s o u s t a v u s o u ř a d n i c t a k , ž e r a m e n a ú h l u 
b u d o u o s y Ox a Oy ( o b r . 4 ) . N e c h ť k o t ě s e d í v b o d ě 
M\x, y\ v e v z d á l e n o s t i a ^ 0 o d k r a j n í h o b o d u K a v e 
v z d á l e n o s t i 6 ^ 0 o d k r a j n í h o b o d u L (a + b = d). 

M(x,y) 

Obr. 3 Obr. 4 

U r č í m e r o v n i c i , k t e r o u m u s í s p l ň o v a t s o u ř a d n i c e x, y 
b o d u M. 

J e s t l i ž e ú s e č k a KL s v í r á s o s o u Ox ú h e l <p, p a k y = 
= b s i n <p, x = a c o s q>, t a k ž e p r o l i b o v o l n é <p(0 ^ <p ^ 
^ tc/2) p l a t í 

( 1 ) + H 
6 2 = 1 . 

V k a p . 6 u k á ž e m e , ž e m n o ž i n o u b o d ů v r o v i n ě , j e j i c h ž 
s o u ř a d n i c e v y h o v u j í r o v n i c i ( 1 ) , j e e l i p s a . K o t ě s e b u d e 
p o h y b o v a t p o o b l o u k u e l i p s y . • 

V š i m n ě m e s i , ž e p r o a = b = dj2, t j . s e d í - l i k o t ě u p r o -
s t ř e d ž e b ř í k u , r o v n i c e ( 1 ) p ř e j d e v r o v n i c i k r u ž n i c e 
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x2 + Í/2 = (dj2)2. T í m d o c h á z í m e k d a l š í m u , a n a l y t i c -
k é m u ř e š e n í ú l o h y 0 . 1 . 

V ý s l e d e k ú l o h y ' 0 . 2 v y s v ě t l u j e p r i n c i p z a ř í z e n í k r e s l í -
c í h o e l i p s y . T e n t o p ř í s t r o j , k t e r ý j e z n á z o r n ě n n a 
o b r á z k u 5 , se n a z ý v á e l i p s o g r a f L e o n a r d a d a V i n c i h o . 

0 . 3 M ě j m e p e v n o u k r u ž n i c i , p o n í ž s e (s v n i t ř n í m 
d o t y k e m ) k o t á l í b e z k l o u z á n í k r u ž n i c e o p o l o v i č n í m 
p o l o m ě r u . J a k o u k ř i v k u o p i s u j e p ř i t o m b o d K l e ž í c í 
n a m e n š í k r u ž n i c i ? 

O d p o v ě ď n a t u t o o t á z k u j e k u p o d i v u j e d n o d u c h á : 
b o d K s e p o h y b u j e p o p ř í m c e , p ř e s n ě j i p o p r ů m ě r u 
p e v n é k r u ž n i c e . T o t o t v r z e n í s e n a z ý v á Koperníkovou 
větou. 

P ř e s v ě d č t e s e p o k u s e m o p r a v d i v o s t i t é t o v ě t y . 
( P ř i t o m j e d ů l e ž i t é , a b y v n i t ř n í k r u ž n i c e n e k l o u z a l a , t j . 
a b y o d p o v í d a j í c í o b l o u k y n a o b o u k r u ž n i c í c h b y l y s t e j n ě 
v e l i k é . ) N e n í t ě ž k é K o p e r n í k o v u v ě t u d o k á z a t — s t a č í 
s i v z p o m e n o u t n a v ě t u o o b v o d o v é m a s t ř e d o v é m ú h l u . 
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• N e c h ť b o d p o h y b u j í c í s e k r u ž n i c e , k t e r ý s p l y n u l 
v p o č á t e č n í p o l o z e s b o d e m A p e v n é k r u ž n i c e , s e p ř e -
m í s t i l d o b o d u K ( o b r . 6 ) . O z n a č m e T b o d , v e k t e r é m se 
n y n í o b ě k r u ž n i o e d o t ý k a j í . P r o t o ž e d é l k y o b l o u k ů KT 

a AT s e s o b ě r o v n a j í a p o l o m ě r p o h y b u j í c í se k r u ž n i c e 

B i 

Obr. 6 

j e p o l o v i č n í , v i d í m e , ž e s t ř e d o v ý ú h e l p ř í s l u š n ý o b l o u k u 
KT j e r o v e n d v o j n á s o b k u s t ř e d o v é h o ú h l u p ř í s l u š n é h o 
o b l o u k u A T. O z n a č í m e - l i O s t ř e d p e v n é k r u ž n i c e , m á m e 
i AOT | = ' < t KOT | p o d l e v ě t y o o b v o d o v é m a s t ř e d o -
v é m ú h l u ( v i z s t r . 1 8 ) . T o z n a m e n á , ž e b o d K l e ž í n a 
p o l o m ě r u A O . 

T y t o ú v a h y p l a t í p o u z e d o o k a m ž i k u , v e k t e r é m se 
p o h y b u j í c í se k r u ž n i c e o d k o t á l í p o č t v r t i n ě p e v n é k r u ž -
n i c e ( t j . k d y b o d d o t y k u s p l y n e s b o d e m B, p r o n ě j ž j e 
| BOA\ = 9 0 ° , a b o d K s p l y n e s b o d e m O). D a l š í p o h y b 
se d ě j e a n a l o g i c k y — d r á h a b o d u K b u d e p ř i n ě m 
s o u m ě r n ě s d r u ž e n á p o d l e p ř í m k y BO k d r á z e j i ž p r o -
b ě h n u t é . A ž b o d K d o s t i h n e b o d A', k d e A A' j e p r ů m ě r 
p e v n é k r u ž n i c e , b u d e s e p o h y b l i v á k r u ž n i c e k o t á l e t p o 
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dolní polovině pevné kružnice a bod K se vrátí po prů-
měru A A' do bodu A. • 

Porovnejme výsledky úloh 0.1 a 0.3. Jejich zajíma-
vost spočívá zřejmě v tom, že v obou případech se jed-
ná o poměrně složitý pohyb objektu (v první úloze o po-
hyb úsečky, ve druhé kružnice), avšak trajektorie někte-
rých bodů jsou neočekávaně jednoduohé. Ukazuje se, že 
tyto dvě úlohy nesouvisí jen vnějšími znaky, nýbrž tím, 
že pohyby v nich zkoumané jsou totožné. 

Skutečně, nechť se po vnitřku kružnice poloměru d 
kotálí kružnice poloměru d/2 a nechť je KL průměr 
této kružnice, pevně s ní spojený. Podle Koperníkovy vě-
ty se body K, L pohybují po průměrech A A' a BB' 
pevné kružnice. Takže průměr KL klouže svými konco-
vými body po dvou na sebe kolmých přímkách, pohybu-
je se tedy tak jako úsečka v úloze 0.1. 

Ještě jedna zajímavá otázka souvisí s pohybem 
úsečky KL: jakou množinu bodů vyplňuje tato úsečka, 
tj. co je sjednocením všech možných poloh úsečky KL 
při jejím pohybu? Křivka, která ohraničuje tuto mno-
žinu, se nazývá asteroida. Dá se ukázat, že ji můžeme 
dostat takto: necháme kružnici o průměru dj2 kotálet 
po vnitřku kružnice o průměru 2d a narýsujeme trajek-
torii libovolného bodu pohybující se kružnice — tato 
trajektorie je asteroida. O ní a jí podobných křivkách 
pojednáme v 7. kap. této knížky, kde se podrobněji sezná-
míte se souvislostmi, kterých jsme se zde dotkli. 

Avšak dříve než se budeme zabývat složitějšími 
otázkami a křivkami, zůstaneme u úloh o přímkách 
a kružnicích — jiné křivky se v prvních pěti kapitolách 
nebudou vyskytovat. 
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