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Kapitola 1

MNOZINY BODVU

V této kapitole pojednime o zakladnich typech iloh
probiranych v nasi kni%ce. Budeme je ilustrovat na p¥i-
kladech a ukaZeme pojmy a postupy uzivané pii jejich
Fedeni. Kapitola je zakonéena fadou riznych geometric-
kych tloh.

Probereme nejprve termin, ktery se v knize vysky-
tuje nejéastéji a ktery stoji i v nadpise kapitoly.

MmnoZina bod% je velmi obecny pojem. MiZe to byt
libovolny utvar: jeden nebo nékolik bodi, p¥imka nebo
rovinna oblast.

V mnohych tlohdch nasi knizky se hledd mnoZina
bod@i vyhovujicich jisté podmince. Resenfm tloh jsou
zpravidla dtvary zndmé ze Skolské geometrie (p¥imky,
kruZnice nebo obrazce jimi ohraniéené aj.). Hlavnf
je odhadnout, o jaky utvar se jedni. V tloze 0,1
o kotéti jsme zjistili, Ze FeSenim je kruinice, a v tloze
0.3 usedka.

Pri feSenf iloh je tieba piesvédéit se o tom, Ze

a) viechny body spliiujici danou podminku patff do
zjisténého utvaru,

b) vSechny body uvaZovaného titvaru vyhovuji dané
podmince.

Nékdy jsou obé tato tvrzeni zfejmd, jindy jen nékteré
z nich; a jindy je viabec tézké se dopatrat feSeni.

Rozebereme nékolik charakteristickych tloh.
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1.1 Bod O leZi na tseéce AC. Urdete mnozinu bodtt M,
pro které plati | x MOC| = 2 | MAC| (obr. 7).

0 Resenfm je sjednocenf kru#nice o stiedu O a polo-
méru |0A4] (s vyloudenim bodu A) a poloptimky OC
(s vyloudenfm bodu O).

Piesvédéime se o tom. Necht bod M hledané mnoZiny
nelezi na piimce AOQ. Dokazeme, %e |MO| = |4A0|.

Aw

Obr. 7

Sestrojime trojuhelnik OAM. Podle véty o vnéj§im tdhlu
trojdhelnfku je velikost dhlu < MOC rovna soudtu
velikosti vnitfnich dhla pi#i vrcholech A a M, tj.

|X OAM | + | & AMO| = | MOC| = 2| MAO|.

Tak?e z podminky, kterou ma bod M spliiovat, dostava-
me hned | OAM| =|<x AMO|, tj. trojihelnik AMO je
rovnoramenny, tedy [OM| = [40|.

Ukazeme, zZe plati i obracené: kazdy bod M popsané
kruZnice spliiuje vyse uvedenou podminku. Skuteéné,
trojl'lhe].nik AMO je rovnoramenny, velikosti jeho dhla
pfi vrecholech 4 a M jsou stejné, a opét podle véty o vnéj-
8fm thlu trojihelniku dostdvime | 3/ OC =21 S MAC|.

Pokud bod M leif na polopiimce OC, M # 0, je
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X MOC| = 2|4 MAC| =0 a podminka je rovnsi
splnéna,

1 Zbyvajici body ptimky 40 uz nepatif do hledané mno-
#iny, nebof pro né je < MOC ptimy a <X MAC nulovy
nebo piimy. (Pf¥itemZ o bodu O se ned4 nic #eci.) O

1.2 Ke ka#dé dvojici kruznic o polomérech r,, ry(r, >
> r,), které se dotykaji pfimky ! a leZf v pevné zvolené

Obr. 8

poloroviné ohranidené pi¥imkou !, sestrojime praseéik M
jejich vnitinich tefen. Urdete mnozinu vsech téchto
prasetéika M (obr. 8).

J Resenfm je pfimka rovnobézna s piimkou .

Vsimnéme si, Ze bod M le#f na ose symetrie obou
kruZnic, tj. na ptimce 0,0,, kde jsme O,, O, oznadili
stfedy kruZnic. Stadi tedy hledat mnoZinu praseéfka
pHimky 0,0, a teény 7,7, (kde T,, T, znadf body do-
tyku).

Znézornéme si ulohu na obrdzku a vyzna¢me polo-
méry v bodech dotyku, tj. O,T, a O,T;. Vidime, Ze bod
M déli visedku 0,0, v poméru 7, : r, (nebof pravoihlé
trojihelniky MO,T, a MO,T, jsou si podobné). Je zfej-
mé, e mnozina stfedd O, i mnoZina stfedu O, jsou p¥m-
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ky rovnobé&iné s pfimkou I. MnoZina bodd M, které délf
usedky o krajnich bodech na téchto pfimkich v daném
poméru r, : 7, je rovnéz pfimka rovnobéZné s pfimkou .

Mnozina priseéika vnitifnich teden je tedy rovnobézka
s pHmkou ! (ve vzdalenosti 27,7, : (r, + 7,) od ni). O

Pii feSenf nasledujfci ulohy bude hledanf pracnéjsi.
Bude tfeba rozdélit rovinu na nékolik ¢asti a v kazdé
z nich provést vySetfovan{ zvlast.

1.3 Je din pravouhelnik ABCD. Najdéte vSechny
takové body v roviné pravoihelniku, pro které je sou-
det jejich vzdalenostf od pfimek 4B a CD roven soudtu
jejich vzdalenosti od p¥imek BC a AD.

0 Oznatme délky stran pravouhelnfku a, b. Nejdiive
vysetiime piipad, kdy pravoidhelnik nenf d&tvercem;
necht je a < b.

Body lezici uvnit¥ obdélniku, dokonce vsechny body
v pésu sevieném pi{mkami, které jsou prodlouZenim
delsich stran obdélniku, nespliiuji poZadavky ilohy,
protoZe jeden soudet je roven a a druhy je véts{ nebo
roven b.

Necht bod M leif vné obdélniku v pasu s hraniénimi
pfimkami, které jsou prodlouZenim kratSich stran ob-
délniku. Oznadme y jeho vzdalenost od té deldf strany
obdélnfku, ktera leZf k nému bliZ. Pak je vzdilenost
od druhé strany rovna y 4+ a. K tomu, aby bod spliio-
val podminku tlohy, je tfeba, aby platiloy + (y + a) =
= b, tj..y = (b — a)/2. Vidime tedy, %e z bodu lezicich
v tomto pasu vyhovujf podmince pravé ty body, které
lezi vné obdélnfku ve vzdalenosti (b — a)/2 od bliZsf
z obou delsfch stran.

Vyhovuji tudiZ dvé dsetky EF a E'F’ (obr. 9).
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Nakonec vezmeme bod M, ktery lezf v dhlu, jehoz
ramena jsou tvoiena polopfimkami opaénymi k polo-
piimkim CD a CB. Oznaéfme z vzdilenost bodu M
od piimky CB a y vzdélenost bodu M od p#mky CD.

£ F |
1] bza y/

o

.

[}

1

.
El Fl
Obr. 9 Obr. 10

Potom podminka tdlohy dava z + (x + b) =y + (v +
+ a), tj. y = z + (b — «)/2. Viimnéme si, Ze &isla x, y
je moino chapat jako soufadnice bodu M v soustavé
soufadnic 8 osami CD, CB. V této soustavé soufadnic
popisuje rovnice y =z + (b — a)/2 ptimku rovnobéz-
nou s osou uhlu DCB. Tim jsme ukazali, Ze z bodu uva-
Zovaného ihlu podminku dlohy spliiuji ty a jen ty body,
které lezf na pitimce y = x + (b — a)/2 (obr. 10).

Stejnou tvahu lze provést i pro uhly ve zbyvajicich
tfech vrcholech obdélniku. Tim budou vysetfeny véech-
ny body v roviné. MnoZina vSech bodt vyhovujicich
dané podmince je znazornéna na obrazku 11.

Zbyvé jesté vydetfit piipad, kdy dany pravodhelnik
je &tverec, tj. @ =b. Lehko se zjist{, Ze hledanou
mnoZinou je pak dany &étverec s celym svym vnitfkem
a prodlouZen{ jeho thlop¥iéek (obr. 12) (2). O
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Viimnéme si jesté, %e pravoihelntk mé dvé osy sy-
metrie, a protoZe dvojice symetrickych stran vzhledem
k témto osdm vystupujf v podmince tlohy téZ symetric-
ky, musi byt hledana mnoZina také podle téchto dvou os
symetrickd. Z toho plyne, Ze pii feSenf nenf t¥eba vy-
Setfovat body celé roviny, ale stadf prozkoumat jednu
ze &tyt &¢asti, na které je rovina rozdélena uvedenymi
osami symetrie. V piipadé &tverce jsou vsechny jeho
étyti osy symetrie také osami symetrie hledané mnoZiny.

S

SN

Obr. 11 Obr. 12

Systémy kfivek a pohyb. Vedle mnozin bodi budeme
vySetfovat i mnoZiny kftvek neboli, jak se Sastéji Fka,
soustavy kfivek.

Pracujeme-li v geometrickych dlohdch se soustavou
kruZnic nebo ptimek, je nékdy vyhodné pfedstavit si
tuto soustavu jako jednu pohybujici se kruZnici nebo
ptimku. Za pomoci pohybu jsme uZ formulovali a Fesili
prvni dlohy a tento piistup pouZijeme vicekrat i v dal-
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§fm vykladu, nebot velmi nézorné objasfiuje mnohé
ulohy a véty.

Priklad nemusime hledat daleko. Vratme se k 1loze
1.1. Jeji znéni a FeSenf miZeme formulovat takto:

Necht se ptimka AM otaéi kolem bodu A s konstantni
tdhlovou rychlosti w (tj. otodf se o tthel w za jednotku
dasu) a pfimka OM se otddf kolem bodu O v témize

Q._——/

Obr. 13 Obr. 14

smyslu s dhlovou rychlosti 2w, pfitemZ v poédtednim
stavu obé pfimky splyvajf s pfimkou 40. Pak priseéik M
téchto piimek opise kruznici se stfedem O (obr. 13).

Z toho muZeme odvodit vétu o stfedovém a obvodo-
vém Ghlu.

Otoéi-li se pFimka AM za as t z polohy AM, do polohy
AM, o dhel wt, pak pfimka OM se otoéi o thel 20t,
jinymi slovy velikost obvodového whlu M, AM, je rovna
poloving velikosti stfedového dhlu M,0M, (obr. 14).

Jedtd ndzornéji je mozné formulovat piedchézejic
vétu takto:
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Viéta o prstenci na kru¥nici. Navléknéme na drdténou
kruZnict malinky prstenec. Kolem bodu A lefictho na
kruZnici se otd&i tycka, kterd prochdzi prstencem. Otdéi-li
se tycka rovnomérné vwhlovou rychlosti o, prstenec probihd
krugnici rovnomérné thlovou rychlosti 2w (obr. 15).

Uvedeme jesté jeden pifklad véty, kterou je mozno
formulovat za pomoci pohybu.

2\

Obg. 15 Obr. 16

Necht se piimka 1 rovnomérné posouvd v roviné, tj. tak
Ze se neméni jeji smér, a pritom jeji priseétk M s jistou
pevnou pFlmkou m se pohybuje rovnomérné po m. Potom
praseétk N piimky 1 s libovelnou pevnou piimkou n se
rovnés pohybuje rovnomérné po primce n.

To je v podstaté pfeformulované tvrzeni, Ze rovno-
béiné p¥{mky vytinaji na ramenech tihlu imérné dseky.
Analogicky k vété o prstenci mizeme dat ptedchazejic
vété tento tvar:

Véta o prstenci na piimce. Na dvé primky je v praseétbu
navleCen maly prstenec. Je-li jedna z téchto primek pevnd
a druhd se rovnomérné posunuje (rovnobéiné se svou pu-
vodnt polohow), pak se i prstenec pohybuje rovnomérné
(obr. 186).

19



Nejednou se jesté setkdme s riznymi soustavami p¥-
mek. V piipadech, kdy pujde o soustavy ptimek procha-
zejfcich danym bodem nebo o soustavy pifmek téhoz
sméru, muZe byt uZitednd prvni nebo druhé véta o prs-
tenci.

Konstruk&ni dlohy. V klasickych konstrukénich ilo-
hach (sestrojit trojihelnfk, nanést tsetku, vést tednu,
najit bod) se obvykle pozaduje, aby tloha byla provede-
na jen za pomoci pravitka a kruZitka. To znamena, Ze
dvéma body mazeme prolozit pfimku, nakreslit kruZniei
daného poloméru a stfedu a najit priseéfky téchto éar.

Pro fefienf takovych uloh je nékdy vhodné popsat
kruzZnice a primky jako mnozZiny bodit vyhovujicfch
jisté podmince.

1.4 Necht je dana kruZnice a v jejf vnéjsf oblasti
bod 4. Vedte bodem 4 tednu ¢ k dané kruinici.

0 Oznadfme-li X bod dotyku teény ¢ a kruinice,
vime, Ze dhel OXA je pravy. MnoZina boda 3, pro
které je Ghel OM A pravy, vypliiuje kruznici o priméru
OA (oviem bez bodi O, A). Pfimku ¢ lze tedy zkonstruo-
vat takto: narysujeme kruznici, jejimz primérem je
tisetka OA. Necht X je prusedik této kruZnice s danou
kruZnici (takové pruseéiky jsou dva a jsou soumérné
sdruZené podle pifmky OA). Pak vedeme pfimku body
AaX. O

1.5 Je'dina kruZnice a bod A. Vedte bodem A

pimku tak, aby vytinala na dané kruZnici tétivm
délky d.

[0 Uréime mnoZinu vsech piimek, na kterych vytina
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dana kruZnice tétivu délky d. Tyto ptimky jsou teé¢nami
soustfedné kruznice § s polomérem ]/r2 —dz/4 , kde r je
polomér dané kruzZnice (?). Tim se.iloha pFevede na
alohu predchazejici: vést teénu bodem A4 ke kruznici 6.

Uloha m4 dvé& Feseni, pokud bod A4 lezi ve vnéjsf oblasti
kruznice 8, jedno Fedeni, lezi-li na ni, a nema feseni,
kdy?% bod A le#f ve vnitini oblasti kruznice 4. [J

Casto se hledan4d mnozina d4 ziskat ze zndmé mnoZiny
néjakym jednoduchym zobrazenim: otodenim, symetrii,
posunutim nebo stejnolehlosti. (Tento postup je zvlist
vhodny v konstrukénich dlohich.) Pfipomefime si, jak
gestrojit obraz pi¥imky a kruZnice p¥i shodnosti nebo po-
dobnosti.

U ptimky stadf sestrojit body A’, B’ — obrazy dvou
jejich raznych bodt 4, B — a body 4’, B’ vést pfimku.
Pro kruzZnici o stfedu O a poloméru r staéf najit obraz O’
jejfho stfedu a kolem néj opsat kruznici o poloméru r
(jedna-li se o shodnost), nebo o poloméru kr (jedna-li se
o podobnost s koeficientem k).

Uvedeme typické ptiklady tloh, kde se pouZiva shod-
ného zobrazent.

1.6 Je dén bod A a kruZnice k, 4 ¢ k. Najdéte mnozi-
nu vrcholi M viech rovnostrannych trojuhelniki AN M,
pro které vrchol N lezi na dané kruznici k.

0 Necht je N libovolny bod kruZnice k. Otodime-li
usetku AN o 60° kolem bodu A, dostane se bod N
do vrcholu M rovnostranného trojihelnfku ANM (obr.
17). Odtud hned vidime, Ze pii otodeni kruZnice k
0 60° kolem bodu A ptejde kazdy jeji bod N ve tretf
vrchol M rovnostranného trojihelniku ANM.

TudfZ vSechny takové body M leif na jedné ze dvou
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kruZnic, které se dostanou z dané kruZnice otoéenim
0 60° kolem bodu 4, a to bud ve smyslu otddeni hodi-
novych ruéiek, nebo proti nému.

Stejnym zpisobem lze dokéazat, Ze kazidy bod M ze
sjednoceni obou vySe ziskanych kruZnic je vrcholem
jistého rovnostranného trojihelniku AN M s vrcholem N
na dané kruZnici. ]

Obr. 17 Obr. 18

1.7a Je dan konvexni thel BAC a v jeho vnitiku
bod D. Sestrojte tisetku s krajnimi body na ramenech
ihlu tak, aby bod D byl stfedem této usedky.

O Podivejme se na mnoZinu vSech tsedek, jejichz
jeden krajni bod lezi na rameni 4C daného dhlu s vrcho-
lem A a jejichZ stfed je v bodé D. Druhé krajni body
pak lezf na polopfimce, kterd je soumérné sdruiena
k rameni AC podle bodu D (obr. 18).

Konstrukece spoéivéd v tom, Ze najdeme bod A’ stfe-
dové soumérné sdruzeny k bodu A podle stfedu D
a bodem A’ vedeme rovnobéiku s ramenem AC. Jejf
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prisedik s ramenem AB oznadme E, prusedik pimky
ED s ramenem AC oznadme F. Usedka EF je hledani
tisetka se stfedem D. Uloha m4 pravé jedno Fefeni. ]

Je zajimavé, Ze uvedena konstrukce fesi nasledujfci
ulohu.

1.7b Méme dan konvexni thel a v jeho vnitiku
bod D. Bodem D se mé vést pfimka tak, aby z thlu
vytinala trojihelnik nejmensiho obsahu.

M/ B
E N!
D
A N F C
Obr. 19

O Ukazeme, Ze hledand pfimka je pravé pfimka EF,
kterou jsme sestrojili v pfedchézejici dloze, tj. takova
ptimka, Ze usetka, kterou na ni vytinaji ramena thlu,
je bodem D piilena.

Vedme bodem D pf¥imku MN rtznou od pfimky EF,
ptitem%z body M, N lezf na ramenech daného idhlu
(obr. 19). DokéZeme, Ze pro obsahy trojihelniki plati

Syan > Sgar . (1)

Bez djmy obecnosti mifeme pfedpoklddat, Ze bod M
mé od bodu 4 v&tsf vzdélenost ne bod E (kdyby tomu

23



tak nebylo, zaménime ramena hlu). Staéf se ptesvéddéit,
Ze

Sepy > Srpx (2)

protoZe z toho hned plyne (1). Ale nerovnost (2) je
zfejmé, nebotf trojihelnik EDM obsahuje trojihelnfk
EDN’, soumérné sdruZeny s trojihelnfkem FDN podle
bodu D. O

Né&kolik uloh:

1.8 Jsou dany body 4, B. Uréete mnozinu pat kolmic
vedenych bodem A na vsechny pfimky prochdzejici
bodem B.

1.9 Necht je ddna kruznice a bod 4. Urdete mnozinu
stfedd tétiv, které vytind dand kruZnice na vsech
piimkach prochazejicich bodem A. (Je tfeba vysetfit
zvlast ptipady, kdy bod 4 leZi ve vnéjsi oblasti kruZnice,
ve vnitini oblasti kruZnice nebo na ni.)

1.10 Jsou dany body 4, B. Uréete mnozinu boda sou-
mérné sdruzenych s bodem A podle vSech piimek pro-
chéazejicich bodem B.

1.11 Sestrojte kruznici*) dotykajici se dvou danych
rovnobéZek a prochazejici danym bodem lezfcim mezi
nimi.

1.12 Sestrojte kruznici poloméru r, ktera se dotyké
dané piimky a dané kruiZnice,

1.13 Je déana kruZnice a v jeji vnitini oblasti body
A, B. Vpiste do dané kruZnice pravoihly trojihelnfk tak,
aby jeho odvésny prochazely body 4, B. |

1.14 Jsou dany body A, B. Dvé kruznice se dotykaji
piimky AB, jedna v bodé 4, druhé v bodé B, a obé se

*) Zdo a v3ude déle formulace jako ,,sestrojte kruZnici‘* zna-
mend ,,sestrojte viechny kruZnice*.
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dotykaji vzijemné v bodé M. Urdete mnoZinu vsech
téchto bodii M, méni-li se ob& kruznice. |

1.15 V roviné jsou dany &ty¥i body. Vedme kaidym
z téchto bodu pfimku tak, aby tyto pfimky ohranigily
pravothelnik. Co je mnoZinou stiedu takto vzniklych
pravouhelnika? |

1.16 Strany OP a 0Q pravoihelniku OPMQ lezi na
ramenech daného pravého Ghlu. Najdéte mnozinu viech
vrcholu M, jestlize je

a) délka uhlopiitky PQ,

b) soudet délek stran OP a 0Q,

c) soudet druhych mocnin délek stran OP a 0Q
roven dané hodnoté d. i

1.17 Necht je dan pravothelnfk. Najdéte mnoZinu
vSech bodu takovych, Ze soutet druhych mocnin jejich
vzdélenosti od &étyt stran pravodhelniku je roven druhé
mocniné jeho dhlopfitky.

- 1.18 4 a B jsou dvé mésta. Uréete mnoZinu viech
bodi M s touto vlastnosti: jdeme-li z bodu M pi¥imo
do mésta B, pak se vzdalenost od mésta A4 zvétsuje.

1.19 O trojthelnfku ABC vime, Ze délka jeho téZnice
AQO je

a) rovna poloviné délky strany BC,

b) vé&tsi nez polovina délky strany BC,

c) mensf ne% polovina délky strany BC.

Dokaizte, Ze tihel p¥i vrcholu A je a) pravy, b) ostry,
c) tupy.

1.20 V roviné je ddna kruinice a bod A. Urdete
mnozinu stfedd tseéek AN, kde bod N probifha danou
kruZnici.

1.21 Je dana kruznice a bod z vnéjif oblasti této kruz-
nice. Vedte timto bodem sednu kruZnice tak, aby jeden
jejf prusedfk s kruZnici pilil dsedku tvofenou druhym
prisedikem a danym bodem.
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1.22 Prisedikem dvou danych kruinic vedte piimku
tak, aby vytinala na kruznicich tétivy stejné délky.

1.23 Uréete mnozinu vrchold C vsech étverci ABCD,
pro které vrchol A leif na dané piimce a vrchol B je
pevné dan.

1.24 a) Kde leZi &tvrty vrchol étverce, jestlize dva jeho
vrcholy lezf na jednom rameni daného ostrého ihlu
a tfeti vrchol leZi na jeho druhém rameni?

b) Je dan ostroihly trojihelnik ABC. Vpiste do néj
Stverec tak, aby dva jeho vrcholy lezely na strané AB.

1.25 Jakou kiivku opisuje st¥ed spojnice dvou chodetl,
kteif jdou rovnomérné po piimkach? |

1.26 Do daného trojuhelnika 4 BC vpiste pravoihel-
nik, jehoZ jedna strana lezi na strané 4 B. Najdéte mno-
Zinu st¥edl téchto pravodhelniki.

1.27 Dievény pravoihly trojihelnik se pohybuje
v roviné tak, Ze vrcholy, pfi nichZ lei ostré dhly, se po-
sunujf po ramenech daného pravého ihlu (jeden vrchol
po jednom a druhy po druhém rameni). Jak se bude
pohybovat tfeti vrehol tohoto trojihelniku ?

1.28 Na stole lezi dvoje ploché hodinky. Oboje jdou
presné. Po jaké kiivce se bude pohybovat stfed tisetky
spojujici konce minutovych rudidek ? |

1.29 Prisedifkem A dvou danych kruZnic vedme
pfimku. Ta protind kruinice v bodech K, L, K # A,
L # A. Uréete mnozinu stfedu vdsedek KL. |
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