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Kapitola 3

LOGICKE KOMBINACE

Zde jsou shromaZdény ruzné dlohy, ve kterych vystupuje
zpravidla nékolik geometrickych podminek najednou.
Pti feSeni téchto uloh se naudime t¥idit body, vyjadio-
vat logické souvislosti mezi podminkami pomoci operaci
8 mnoZinami,

Spole&ny bod tii pfimek. V prvnich dlohach se dotkne-
me tradiénfho geometrického tématu. Pomoci jednodu-
hych operaci s mnozinami nasi abecedy dokaZeme véty
o ,,vyznamnych bodech trojihelniku. VSsechny dvahy
se vlastné prevedou na uziti tranzitivnosti: je-li ¢ = b
ab=c, pakjea =c.

3.1 V trojtuhelnfku se osy stran protinaji v jediném
bodé, ktery je stfedem kruZnice trojtihelnfku opsané.
Dokaite.

3 Osy m. a m, stran AB a BC trojihelniku ABC se
samozfejmé protinaji; oznadme jejich prusedik O. Protoze
bod O lezi na ose m,, je podle A 2. kap. (04| = |0B|.
Stejné tak je |OB| = |0C|, protoze bod O leii také
na ose m, Pak je viak také |0A4| = |0C|, a tudiZ je
bod O také bodem osy m, strany AC. Tim jsme doka-
zali, Ze vSechny t#i osy stran prochizeji jedinym
bodem. O
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3.2 Vyiky trojihelnfku se protinaji v jediném bodé,
ktery se nazyva prusetik vysek, nebo téZ ortocentrum
trojuhelnfku. Dokaite.

O Vedme kaZzdym vrcholem trojihelniku 4 BC pim-
ku rovnobéZnou s protéjsf stranou. Tyto pimky tvoii
novy trojihelnfk A’B’C’, v némi jsou body 4, B, C
stfedy stran a vysky trojihelniku ABC jsou soudasné
osami stran trojihelnfku 4'B’C’. Prochézeji tudiz podle
3.1 jedinym bodem. ]

Ukazeme si je§té jiny dikaz véty 3.2, podobny di-
kazu véty 3.1.

0 Kazdou vysku trojihelniku muZeme popsat jako
mnoZinu v8ech bodu spliiujicich jistou podminku. Vy-
uzijeme k tomu bodu E. Vime, %e mnozina {M : |MA4 |2 —
— |MBJ|? = d} je pfimka kolmé k p¥imce AB. Zvolme d
tak, aby tato piimka prochézela bodem C, tedy d =
= |CA|? — |CB|%. Je tudiz h, = {M : |[MA|*— |MB]? —
= |CA|* — |CB|?} vyska trojihelniku vedena vrcho-
lem C.

Zcela obdobné miZeme popsat zbyvajici dvé vysky:

ha = {M : |MBJ2 — |MCJ* = |ABJ> — |AC|3},
hy = {M : |MC|— |MAJ* = [BC|* — |BAJ}.

Necht se pfimky k; a h, protinaji v bodé H, pak plati
soudasné

|HA* — [HB[* = |CA|"— |CB’,
|HBJ — |HC|2 = |ABJ* — |AC]".

Sedtenim téchto dvou rovnosti dostaneme
|[HA|* — |HC|* = |AB|*— |CBJ~.
Odtud v8ak plyne, Ze bod H je také bodem vyiky h,. []
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3.3 Osy uhld trojihelniku se protinajf v jediném bodé
(ve stfedu kruzZnice trojuhelniku vepsané). Dokaizte.

O Zvolme libovolny trojithelnik ABC a oznadme @, b
a ¢ piimky BC, CA a AB. Osy [, a I, ihlt trojdhelnfku
pfi vrcholech 4 a B se protinaji ve vnitfnfm bodé O
trojihelniku ABC. Bod O spliiuje podminky (0, b) =
=0(0,¢) a p(0,a) = o(0, c}). Pak je také (0, bd) =
= p(0, a), tedy bod O je také bodem osy I, Ghlu pfi
vrcholu C zvoleného trojihelniku. ]

Pozndmka. Mnozina viech bodu M roviny, pro které
je o(M,c) = o(M, b) a soudasné (M, a) = o(M, ¢), se
skladé ze &ty bodi O, O,, O,, O,, ve kterych se proti-
naji osy dvojice piimek b, ¢ s osami piimek e, c.Z tran-
zitivnosti opét plyne, Ze témito ¢tyfmi body prochazeji
téZ osy piimek a, b (ka¥dd osa prochazi dvéma z téchto
¢tyt bodi).

Odtud plyne, Ze Sest os vnit¥nich a wvnéjgich dhla
trojihelniku se protina ve é&tyfech bodech, kaZzdym
z nich prochazeji tii osy. Jeden z téchto &tyi bodu je
stfedem kruZnice trojihelniku vepsané, zbyvajfci t¥i
body jsou stfedem t#{ kruznic trojihelnfku vné vepsa-
nych.

Poznamenejme, Ze pro paty vysek A, B, C ostrouhlé-
ho trojihelnfku 0,0,0, jsou body 0O,, O,, O4 stiedy
kruZnic, vné vepsanych trojihelniku ABC. Jsou tedy
vysky trojihelnfku 0,0,0, osami 1ihli v trojihelniku
ABC.

3.4 Té#nice trojihelniku prochazeji jedinym bodem,
tzv. téZistém trojuhelnfku. Dokazte.

Tuto vétu muZeme dokazat mnoha zpisoby. Prvni di-

¥ wew
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O Umistéme ve vrcholech trojuhelnfku ABC zivaii
Iy, I'y, I'; té%e hmotnosti a hledejme jejich téZisté. Té-
7i8td zava¥i I'y a I'p je ve stfedu tiseéky AB, a proto
t8%isté Z vSech tii zdavaZi leZi na odpovidajief téZnici.
Stejné tak musi tézidté Z lezet na zbyvajicich dvou téz-
nicich, vSechny t¥i téZnice se tudiz protinajf v jediném
bodé. O

Ukézeme si jesté dikaz obdobny dukazim predcha-
zejicich t¥ vét.

[0 Body téZnic trojihelniku ABC vedenych vrcholy
A, B, C vyhovujf postupné podminkim (viz 2.17)

Samp = Soma, Sams = Spmce, Spac = Sema. (1)

Je vidét, %e z prvnich dvou podminek plyne tfeti pod-
minka, téZnice se tudiz protinaji v jediném bodé&. [

Pozndmka. MnoZina vsech bodu, které vyhovujf né-
které podmince v (1), je (viz 2.17) dvojice pifmek skla-
dajici se z téZnice a z dal$f pfimky. VSechny tii takovéto
dvojice pfimek se protinaji ve &tyfech bodech Z, A’,
B', C'. Trojihelnik A’B’'C’ je trojuhelnik, kterého jsme
pouzili v prvnim dukaze véty 3.2 (obr. 29).

Obr. 29

51



3.6 a) Dokazte, Ze chorddly t¥{ kruZnic prochazejf
jedinym bodem nebo jsou spolu rovnobéiné (viz 2.9).

b) Méjme t¥i kruZnice, které se po dvou protinaji.
Pro kazdou dvojici danych kruznic vezméme jejich
spoleénou tétivu. Pak se tyto tii tétivy (nebo jejich
prodlouZen{) protinaji v jediném bodé& nebo jsou rovno-
béiné. |

3.6 Dokaite, Ze v ostroihlém trojihelnfku ABC
existuje bod 7, ze kterého jsou viechny tii strany
trojihelniku vidét pod shodnymi Whly, tj.| <X ATB| =
=|<¥ BTC|=|< CTA|. Tento bod se nazyvd bod
Torricelltho (&i Toriéeliho). ‘

3.7 UvaZujme vSechny trojihelniky s danou stranou
AB a danou velikosti ¢ dhlu pfi protéj§im vrcholu.
Uréete mnozinu

a) téZist viech téchto trojuhelniki;

b) stfedt kruznic vepsanych témto trojihelnikim; |

¢) prusediku vysek uvaZovanych trojihelnika. |

3.8 a) Po dvou se protinajici pfimky @, b, ¢ prochizeji
po fadé body A4, B, C, kolem kterych se otddeji viechny
t¥i stejnou tdhlovou rychlosti w. Dokaite, Ze v jednom
okam#iku prochdzeji vSechny tfi piimky jedinym
bodem. |

b) Dokazte, ze kruznice, které jsou soumérné sdruzené
s kruZnici opsanou trojuhelniku ABC podle piimek
AB, BC, CA, prochazeji jedinym bodem, prisedikem
vysek trojihelniku ABC. |

3.9 Vita Cevova (¢ti Cevova). Na stranach AR, BC,
CA trojtihelniku ABC jsou zvoleny body C,, 4,, B,.
Dokaite, %e se tisetky A4,, BB,, CC, protinaji v jedi-
ném bodé pravé tehdy, kdyz plati

4, |BA)| [0B| _, |
BC,| 04 4B~
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3.10 Body C,, 4,, B, leifcimi po fadé na stranich
AB, BC, CA deného trojihelnfku ABC jsou vedeny
kolmice k témto stranam. DokaZte, Ze tyto t¥i kolmice
prochéazejf pravé tehdy jednim bodem, kdyz je splnéna
podminka [AC,|* + |BA,|* + |CB,|* = |4B,|* + |BC,|*
+ 104, )

Prinik a sjednoceni. Popidme podrobnéji ty zékladni
operace, kterymi se stile zabyvime,

Necht jsou dény dvé, nebo i vice mnozin bodu. Pri-
nikem téchto mnoZin nazyvame mnoZinu vdech bodd,
které pati soudasné véem danym mnoZindm. Sjednoce-
nim téchto mno#in je mnoZina viech bodd, které pati
alesponi jedné z danych mnoZin.

Jestlize jsme méli najit v iloze viechny body, které
spliiovaly soudasné nékolik podminek, postupovali jsme
takto: nasli jsme mnoZiny véech bodu, které spliiovaly
postupné vidy jednu z téchto podminek, a pak jsme vzali
prunik vSech takto nalezenych mnoZin. S takovou
situaci jsme se setkali také v algebraickych tulohéch:
mnoZina Fedeni soustavy rovnic

fl(x) =0,
fo(x) = 0
je prunikem mnozin vsech feSeni jednotlivych rovnic

soustavy.

Mame-li v iloze najit body, které vyhovuji alespori
jedné z nékolika podminek, musime najit mnoziny bodu,
které vyhovuji jednotlivym podminkam, a pak vzit
jejich sjednoceni. Stejné tak postupujeme pfi FeSent
rovnice f(x) = 0, jejiz levd strana je soudinem: f(z) =
= },(z)fs(x). Najdeme mnoZiny Fefeni jednotlivych rov-
nic f,(x) = 0 a fy(x) = 0 a vezmeme jejich sjednoceni.
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Jesté jeden pojem, se kterym jsme zde pracovali, vy-
volava algebraické asociace — pojem rozkladu. Pfi fe-
genf nerovnice f(x) > 0 nebo f(x) < 0 pro spojitou funkei
f fesfme nejdiive odpovidajici rovnici f(x) = 0. Obdrze-
né body rozdéluji definidni obor funkee f (interval nebo
celou pfimku) na édsti, ve kterych nabyva funkce f
hodnot stejného znaménka (obr. 30). Stejné tak mnozi-
ny bodit roviny, které spliuji néjakou nerovnici, jsou

Y
y=Ff(x)

o

T]v *

Obr. 30

obydejné oblasti ohranitené ki¥ivkami, na kterych je
splnéna odpovidajicf rovnice. Mnoho jednoduchych
prikladd jsme vidéli v kap. 2.

V nasledujicf tiloze se setkame se sloZitéj§imi rozklady

vvvvv

3.11 Necht jsou diny dva rfizné body A, B v roviné.
Najdéte mnozinu viech bod{t M, pro které je trojithelnik
AMB

a) pravouhly,

b) ostroihly,

¢) tupoihly.

O a) Trojahelnik A M B je pravoihly, jestlize je splné-
na jedna z podminek: 1)| TAMB|= 90°, 2)| <xBAM| =
= 90° 3)|<x ABM| = 90°.
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Hledand mnoZina je proto sjednocenim téchto tif
mno#in: 1) kruZnice s primérem A4B, 2) piimky I,
prochazejici bodem A kolmo k piimce AB, 3) ptimky 5,
prochazejici bodem B kolmo k pifmce AB. Z tohoto
sjednoceni nutno ovem vyjmout body A4, B (obr. 31).

b) Trojihelnik A M B je ostrotihly, jestlize jsou splné-
ny zarovei podminky: 1)| XAMB| < 90°,2)| XBAM| <
< 90°, 3)| < ABM] < 90°. Hledand mnoZina je tudiz

N/

Obr. 31 Obr. 32

pranikem téchto t¥i mnoZin: 1) mnozZiny vnéjsich bodi
kruhu s pramérem AB (viz kap. 2, D), 2) poloroviny bez
hraniéni pfimky I,, obsahujici bod B, 3) poloroviny bez
hrani¢ni ptimky Iz, obsahujici bod A. Jejich prinikem
je pés mezi piimkami 14, I bez bodi kruhu s primé-
rem AB (obr. 32).

c¢) Vsimnéme si, ze kazdy bod M roviny (s vyjimkou
bodu piimky AB) splituje nékterou ze tii podminek:
bud je trojihelnik 4 M B pravoiuhly, nebo je ostrotdhly,
nebo je tupothly, pFidemZ jednotlivé piipady se vza-
jemné vyluéuji. Proto se v pfipadé ¢) rovné hledand
mnozina mnoziné viech téch boda, které nepatfi ani
do mnoziny boda spliiujicich podminku a), ani do mno-
¥iny bodid spliujicich podminku b). Tato mnoZina je
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sjednocenim dvou polorovin a kruhu s vynechinfm bodi
p¥imky AB a hraniénich bodi (obr. 33). O

3.12 V roviné jsou opét dany dva ruzné body A4, B.
Najdéte mnoZinu viech bodi M, pro které je

a) trojihelnik 4 M B rovnoramenny;

b) nejdelsi stranou trojihelnifku ABM strana AB;

¢) nejdeli stranou trojihelniku ABM strana AM.

AN SN
m

Obr. 33 Obr. 34

3.13 V roviné je dan étverec o strané délky 1. Zvoleny
bod roviny nemé od Zadného vrcholu &tverce vzdile-
nost vétsi nez 1. DokaZte, Ze vzddlenost tohoto bodu
od kaidé strany étverce je alesponr 1/8.

[J Mnozina boda M, jejichz vzdalenost od ka%dého
vrcholu &tverce je nejvyse rovna jedné, je prinikem
étyt kruhia o poloméru 1 se stiedy ve vrcholech &tverce
(obr. 34). Je to ,,étyfihelnik‘’ ohranideny &tyFfmi kruho-
vymi oblouky; vzdédlenost jeho vrchold od nejbliZsi

strany je 1 — Vﬁ_/2. Ovéfme, Ze toto éislo je vétsi nez

V3 _ 1 7 _ 3 49



Ted je zfejmé, %e viechny body nasi mnoZiny maji
od kazdé strany &tverce vzdalenost vétsi nez 1/8. O

3.14 Bodem O roviny jsou vedeny tfi pfimky, které
rozdéluji rovinu na Sest shodnych whla. Vzdélenost
bodu M od kazdé z danych pfimek je mensi nezi 1.
Dokaizte, ze vzdalenost |0M| je mensi nez 7/6.

3.15 Je dan &étverec ABCD. Najdéte mnoZinu viech
bodti, které jsou bliZz k pfimce 4B neZ k pHmkim BC,
CDa DA.

3.16 Je dan trojihelnik ABC. Urdete v roviné
trojihelniku mnoZinu bodi M, pro které je obsah
kaidého z trojuhelnikt AMB, BMC, CMA mensi nez
obsah trojuhelniku ABC.

3.17 Je dan konvexni &tyithelnik A BCD. Dokaite,
e ¢tyfi kruhy s praméry 4B, BC, CD a DA pokryvaji
cely ¢tytGhelnik.

{J Predpoklddejme, Ze uvniti étyfuhelniku lezi bod
M, ktery nelezi v Zadném z popsanych kruhi. Pak podle

kap. 2, E jsou viechny thly AMB, BMC,CMDa DMA
ostré, a tedy jejich soudet mensi nez 360°, coz je spor. []

3.18 Cast lesa mé tvar konvexniho &tyithelniku
o obsahu 8 a obvodu p. Dokazte, Ze uvnitf lesa je bod,
jehoz vzdalenost od okraje lesa je vétsi nez S/p.

3.19 Uvniti &étverce o strané délky 1 je zvoleno n
bodi. Dokazte, Ze z nich lze vybrat dva body tak, Ze

jejich vzdalenost je mensi nez 2/)/nn. |

V dalsich ulohdch bude tfeba zkoumat sjednoceni
nekoneéné mnoha mnoZin.
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3.20 a) Je déan bod 0. UvaZujme systém viech kruZnic
o poloméru 3 cm, jejich? stfedy maji od bodu O vzda-
lenost 5 cm, a dale systém kruZnic poloméru 5 cm, je-
jichZ vzdalenost od bodu O je 3 cm. DokaZte, Ze sjedno-
ceni viech kruznic prvniho systému splyva se sjednoce-
nim viech kruZnic druhého systému.

b) Najdéte mnozinu stiedt vSech uselek, jejichz
jeden krajn{i bod lez{ na jedné z danych kruznic a druhy
na druhé.

[0 b) Ozna¢me poloméry danych kruZnic r, a r,
a jejich st¥edy O, a O, (obr. 35). Zvolme nejdiive pevné
bod K prvni kruznice a najdéme mnoZinu stfedu
tsedek, jejichZ jeden krajni bod splyvda s bodem K
a druhy leZi na druhé kruznici. Vysledkem je kruZnice
s polomérem r,/2 a stiedem @, ktery splyvd se stfedem
usetky KO,. Je to kruznice, ktera odpovidd kruznici
(0,5, ry) ve stejnolehlosti se stfedem K a koeficientem
1/2. Poznamenejme, Ze bod @ lezi ve vzdalenosti r,/2
od sttedu P tsetky 0,0,.

Budeme-li pohybovat bodem K po kruznici (0,, r,),
bude se bod @ pohybovat po kruzZnici o poloméru r,/2
a stfedu P. Hledana mnozina je sjednocenim v3ech krui-
nic o poloméru r,/2, jejichZ sttedy leZi na kruznici o po-
loméru r,/2 a stfedu P. MnoZinou viech bodd vyhovu-
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jicich podmince dlohy je mezikruzf s vnéj$im polomé-
rem (r; + 7,)/2 a vnitinim polomérem |r, — r,|/2. V p¥i-
padé r; = r, je touto mnozinou kruh. J

3.21 Bod O je pocdatednim bodem = vektord délky
jedna, které jsou umistény v jedné poloroviné, ohrani-
¢ené pfimkou I, jez prochazi bodem 0. Dokazte, %e v pii-
padé lichého 7 je velikost souétu danych vektori rovna
alespon jedné. |

3.22 Vesnicf A, obklopenou ze viech stran loukami,
prochézi jedind pfima cesta. Clovék miZe jit po cesté
rychlosti 5 km/hod a po louce rychlosti 2 km/hod.
Nadrtnéte mnozinu bodi, kterych &lovék muzZe dosdh-
nout za jednu hodinu po vyjiti z 4.

3.23 Uloha o sjru. Je mozno &tvercovy syr s dirkami
rozfezat vZdy na konvexni ¢asti tak, aby v kazdé &asti
byla pravé jedna dirka?

Matematicky miZeme tuto tilohu formulovat takto:

Uvnitt étverce je nékolik neprotinajicich se kruht.
Je mozZno étverec rozdélit na konvexni mnohothelniky
tak, aby v kaZdém z nich byl pravé jeden kruh?

Odpovéd je vidy kladna. Pro libovolny piiklad s ne-
pEilis velkym poétem kruhi muZeme lehce ukazat, jak
étverec roziezat, aby byla splnéna podminka dlohy. Aby-
chom viak podali vylerpivajici dikaz, musime ukazat
obecny postup, ktery by se hodil pro libovolny potet
kruht a jejich libovolné rozmisténi.

Zkoumejme nejdifve jednodusSi Glohu: piedpokla-
dejme, Ze poloméry viech kruht jsou stejné. Pak muze-
me &tverec roziiznout zpisobem, ktery popiseme nej-
dfive velmi struéné, jednou vétou. Kazdému kruhu
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pfifadime mnoZinu téch bodd étverce, které maji od
ného mensi vzdalenost nez od vsech ostatnich kruhid —
a to budou pravé hledané konvexni mnohoihelni-
ky ().

Vysvétleme si nyni tento postup podrobnéji. Stiedy
danych kruht oznaéime C,, C,, ..., C,, a necht C; je
jeden z nich. Najdeme mnoZinu vsech bodid étverce,
jejichZz vzdalenost od bedu C; neni vét§f nez vzdilenost
od ostatnich boda C;. MnoZina vSech bodi roviny, které
jsou bliZze k bodu C; nei k jednomu zvolenému bodu C;,
(t # §), tvoii polorovinu ohrani¢enou osou usedky C.C;
(viz kap. 2,A). Nas zajimaji body &tverce, které jsou bliz
k bodu C; nez ke viem ostatnim stfedum, tedy body,
které lezi ve vsech takto obdrZenych polorovinach.
Tvofi tedy mnoZinu, ktera je prinikem (n — 1) polo-
rovin a daného étverce, a tudiZ konvexnim mnohoihel-
nfkem (?). Protoze kazdd z uvaZovanych polorovin
obsahuje bod C;, a dokonce cely kruh se stfedem C;
(plyne z toho, Ze kruhy se stfedy C; a C; maji stejny polo-
mér a neprotinaji se), lezi tento kruh i v jejich pruniku.

KaZdému stfedu C; odpovidd tudiZ mnohothelnfk
{M:|MC, < |MC,| pro vSechna j # ¢, M leZi v daném
étverci}. Je zfejmé, Ze tyto mnohouhelniky pokryvajf
cely ¢étverec a #4dné dva nemaji spoledny vnitfni bod.
Cheeme-li urdit, do kterého z téchto mmnohouhelnfkit
patii bod N daného ¢&tverce, musime si zodpovédst
otazku: Ktery ze stfedi C; le#i nejbliz bodu N ? Je-li
takovych nejblizsich bodu vice, lezi bod N na ose usetky
C.C; pro nékterou dvojici ¢ # j, tedy na hranici mnoho-
dhelnfku, na ¥fezu. Timto zpusobem je étverec rozfezan
na konvexni mnohoihelnfky, z nichZ kazdy obsahuje
pravé jeden kruh.

Krasny piiklad dostaneme, splyvaji-li stfedy kruhd
s vrcholy sité tvofené shodnymi rovnobéiniky. N4S
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zpusob rozdélen{ &tverce muZeme popsat takto: ve
viech rovnobéinicich sité vedeme krat$i dhlopiidky.
Dostaneme tim sit tvofenou navzdjem shodnymi ostro-
ihlymi trojihelnfky s tymizZ vrcholy jako sit rovnobéZni-
kova. Uvnitt kaZdého trojihelniku sité vedeme osy
stran. ObdrZené $estithelniky (pfesnéji jejich pruniky
se &tvercem) tvoi{ nade rozdéleni &tverce (obr. 36).

Obr. 36

Zatim jsme vyfesili Glohu 3.23 v pFipadé, kdy vSechny
kruhy mély stejny polomér. V obecném ptipadé, kdy
jsou poloméry kruhu rizné, miZeme postupovat takto:
Z kazdého bodu, ktery leZi vné vSech danych kruhu,
vedeme ke véem kruhium teény. MnoZina bodid pfitaze-
nd kruhu y se bude sklddat z kruhu y a z téch body,
ze kterych je tedna ke kruhu y kratsf nez teény k ostat-
nim kruhim. Tato mnoZina je prinikem nékolika polo-
rovin obsahujicich kruh y; hraniénfmi pffmkami téchto
polorovin jsou chordaly kruZnice y a nékteré z dalsich
kruZnic (viz tlohy 2.9 a 3.5). Timto zpusobem bude
opét cely dtverec dan jako sjednoceni konvexnich mno-
hothelnfki, které nemajf spoleéné vnitinf body, a kazdy
z mnohothelnfkii obsahuje sviij kruh.
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